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DÉMONSTRATION "AUTOMATIQUE"
D’IDENTITÉS ET FONCTIONS HYPERGÉOMETRIQUES

[d’après D. Zeilberger]

par Pierre Cartier

Séminaire BOURBAKI

44ème année, 1991-92, n0746

novembre 1991

INTRODUCTION

Considérons la sélection suivante d’identités entre coefficients bino-

miaux*

Les deux premières sont banales, et résultent par spécialisation de la
du 

Compte tenu (te la loi de symétrie (,)==( ( .ii. n n - k , ), les deux formules (2)
s’obtiennent en comparant les coefficients de monômes convenables dans les

deux identités

* Avec les conventions usuelles, on a I ~t~ = 0 si o, > 0 et si k n’est pas

compris entre 0 et Toutes les séries écrites n’ont donc qu’un nombre fini
de terlnes non nuls, ’1 et il est imutile d’écrire les bornes précises de sommation.

S. M. F.

Astérisque 206 (1992)
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L’identité (3) de Dixon résiste à ce genre de méthodes ; il a pas d’ailleurs

de contrepartle portant sur 03A3k(2n k)3, ni sur les puissances d’ordre supé-e contrepartie portant sur f...J k n 
’ nI sur es puissances d’ or re supé-

rieur des coefficients binomiaux.

Pour beaucoup de raisonnements, on peut utiliser la forlnule du binôme

(4) comme définition des coefficients binomiaux n . . Comme les puis-
sances se calculent de proche en proche selon la règle

les coefficients binomiaux satisfont à la d ’addition

[Extrait de Jean-Paul Collette "Histoire des mathématiques", Editions Vuibert.]
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Celle-ci permet un calcul rapide au moyen de la disposition connue

sous le nom du "triangle de Pascal" (et attestée en Chine autour de 1300,
voir figure)

La définition par la formule du binôme conduit à une i71,terprétation

(n k} compte, parmi tous les mots de n lettres, ceux qui contiennent k

fois x et k~ f oi,s y.

De manière équivalente, ( B~/ ) compte le nombre de parties à k éléments
dans un ensemble donné à /? éléments. Du coup, les formules entre coeffi-

cients binomiaux s’interprètent en termes de décompte de structures com-

binatoires (graphes, arbres, tableaux, chemins, mots, ...). Dans beaucoup
de cas, on a pu prouver ces formules en construisant des bijections effec-

tives entre divers types de structure. C’est de cette manière que Foata et

moi-même avons établi dans [E 1] la formule de Dixon, et donné diverses
généralisations. Cotte direction est aujourd ’hui vigoureusement poursuivie
par les écoles lotharingienne (autour de Foata à Strasbourg) et québécoise
(autour des frères Labellc).

Dans les identités (1) à (3), le résultat de la sommation est une ex-

pression "close" décrite comme un produit de puissances an et de divers
coefficients binomiaux. On ne peut pas toujours exprimer aussi simple-
ment le résultat : voici d’abord une formule élémentaire

où F" est le 11-1(’lll(’ le solution de l’é-

Dans sa démonstration de l’irrationnalité de ((3) Apery [E 2] a dû sommer
l’expression suivante
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il a réussi à établir de 

(9) (34?~ - 51?~ + 27?~ - 5)~,~i + (~ - 1)~~~2 =0 (~ ~ 2),

à joindre aux conditions initiales u0 = 1. u1 = 5. Apéry n’a pas indiqué sa
démonstration de (9), qui fut fournie par Zagier et Cohen [E 3]. L’idée est
la suivante : posons F(~ A-) = ( ~t 

’ 

f 
’~ 

/ 
~’ ) ; il existe alors une autreB"/ B ~ " /

fonction G(/~ &#x26;) satisfaisant à l’identité

On a évidemment

et de plus, pour n fixé, la "somme télescopique’’’

s’annule ; la relation (9) se déduit donc de (10) par sommation sur k. La
méthode s’appelle (en anglais) "créative telescoping".

On peut démontrer de manière analogue l’identité intégrale classique :

On note la fonction à intégrer, puis l’on pose

Il s’agit de prouver = e-~~’r , ce qui se fait par la caractérisation

suivante*

* On note Dx, Dy, ... la dérivation par rapport à x, y, ... .
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On détermine une autre fonction G’(.L~, ~) telle que

l’équation ( 14 ) se déduit de ( 15 ) en intégrant en y, compte tenu des deux

règles fondamentales de dérivation sous le signe intégral et d’intégration

par parties

Donc, au prix de déterminer la fonction G(a;, y), la formule intégrale (12)
se à (15).

Quelle est la raison du succès dans ces deux cas ? Rappelons d’abord

qu’on élimine les coefficients binomiaux au profit des factorielles par la
formule

Puisque la factorielle n! est définie par les conditions

la formule (18) résulte aussitôt de la découverte fondamentale de Pascal qui
peut s’exprimer ainsi :

(la formule d’addition est un corollaire évident !). Dans l’exemple d’Apéry,
on a par conséquent
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Il se trouve aussi que le quotient G( n, k ) /F(n , k) est une fonction rationnelle

Pour démontrer l’identité (10) de Zagier et Cohen, on peut diviser les deux
membres par F(n, k) et se ramener à un calcul tr-iv-i,al, mais incompré-
hensible, entre fonctions rationnelles de n et k.

De manière analogue, dans l’exemple d’intégrale donné ci-dessus, les
dérivées logarithmiques de la fonction y ) = sont des fonc-

tions rationnelles

et la fonction G(x, y ) qui satisfait à l’équation différentielle (15) vérifie

La preuve de la relation différentielle ( 15 ) est donc ramenée (après division

par F(x, y) ) à celle d’une identité tout à fait élémentaire entre fonctions
rationnelles de ;.c et y. Pour achever de prouver la relation intégrale (12),
il suffit de la vérifier dans le cas = 0, c’est-à-dire d’établir la

relation =1.

Voici pour la phase de mais qu’en la phase 

ductive ? Au vu de la fonction = ( t n + k k ) , est-on certain

qu’il existe une équation de récurrence du type (9) satisfaite par la somme

un = mieux, qu’il existe une fonction G(~z, ~~) satisfaisant à
la relation (10). Comment détermine-t-on explicitement l’équation
de récurrence et la fonction G( ~i,, ~~ ) ’?

Dans une remarquable série d’articles, Zeilberger vient de donner deux
réponses à ces problèmes :
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- une réponse en utilisant la théorie des systèmes différentiels

holonomes de Bernstein :

- une réponse en mettant au point des algorithmes qui fournissent

l’équation de récurrence et G(n., ~).

Toutes les relations mentionnées ci-dessus, y compris l’extraordinaire récur-

rence d’Apéry, sont retrouvées de manière systématique et automatique, et

l’on dispose d’un outil qui permet de découvrir et de démontrer des iden-

tités d’un certain type. Le jour est sans doute proche où les formulaires

classiques sur les fonctions spéciales seront remplacés par un logiciel d’in-

terrogation performant, une extension de MAPLE par exemple.

1. MODULES HOLONOMES [C’ 3]

1.1. On note l’anneau des opérateurs différentiels à coefficients poly-
agissant sur les fonctions de r variables : les constantes sont les

nombres complexes. Tout opérateur s’écrit de manière unique sous la forme

Les notations sont classiques :
- on note .i == (:~y , - ~ ~ . ,~’,, ) le système des r variables et l’ol note Di la

dérivation partielle par rapport à .ri : ;

- oii iiot.> i, ,S ... l,x éléments 1> Zi, "est,-à.-clire des vecteurs a =- on note des vecteurs 03B1 =

(n i .... , n,) à coordonnées entières positives :
- on pose

Dans la. formule (26). il n’y a qu’un nombre fini de coefficients différents

de 0 .

1>1 1> P # () st le maximum parmi les nombres

[j3[ pour les 13 t,els que .a.,j # 0 ; le symbole principal a(P) de P est le

polynôme 03A3|03B2|=m c03B103B2 ~03B1~03B2 rii les variables (a>, g ) = (a: i , ... , a: j. , gi , ... , g.j. ) ;
il est homogène de degré m en Q. Voici les règles de base:
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- si P est d’ordre m et Q d’ordre n, alors PQ est d’ordre Ta + n et le
commutateur [P, Q] = PQ ; QP est d’ordre ~ m + n - 1 ;
-ona*

Dans la dernière formule, on a utilisé le crochet de Poisson de deux poly-
nômes en défini par

On peut présenter les choses de manière plus algébrique. Comme algè-
bre sur le corps C des nombres complexes, Ar est définie par les 2r géné-
rateurs Xi et Dj soumis aux relations

On note F1TI = l’ensemble des opérateurs d’ordre  ~~2. C’est un

espace vectoriel sur C, la suite est croissante (F° C Fl C F2 C ~ ~ ~),
on a F° = C ~~,~ 1, ~ ~ ~ , :L°,.~ et les règles données plus haut s’écrivent

Grâce à ces propriétés, on peut définir une structure d’algèbre sur le gradué
associé

on définit un isomorphisme de cette algèbre sur l’algèbre de polynômes
C ~~,~, ~~ qui associe a(P) à la classe de P modulo F~" -1 ( pour tout P dans

L’anneau n’est pas commutatif, niais comme l’anneau

grF Ar l’est, on peut considérer que Ar est presque comnutatif et beaucoup
des propriétés des anneaux de polynômes s’étendent à Ar.

* Dans la deuxième formule, on suppose que [P, Q] est d’ordre m + n -1,
ce qui équivaut à. ~~r(P), ~(Q) } ~ 0.
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1.2. Nous pouvons faire opérer les opérateurs différentiels de ,A~. sur les

polynômes en .u, sur les fonctions de classe définies sur R’’ (ou sur
un ouvert de R/ ), sur les fonctions analytiques dans R’’ ou les fonctions

holomorphes dans C’’, sur divers espaces de distributions sur R1’.

Soit par exemple f une fonction de classe C°° sur R’’. Introduisons

l’ensemble I f C formé des opérateurs différentiels P E Ar tels que

P f = 0 ; c’est un idéal à gauche de Ar. Les symboles principaux a(P)
correspondant aux P dans I f sont les éléments homogènes non nuls d’un
idéal J f de ~~ . A cet idéal de polynômes on associe une variété algé-
brique dans C21’, définie par les équations

c’est la var-iété caractéristique Vf de f.

Un théorème profond de Kashiwara - Kawai - Sato affirme que la variété

Vf est involutive ; on en trouvera une démonstration dans l’exposé [C 11]
de Malgrange à ce séminaire. Voici la signification : notons J f l’idéal des
polynômes dans dont l’ensemble des zéros contient Vf ; d’après le
théorème des zéros de Hilbert, on a F E J3 si et seulement si une puissance
de F appartient à Jf. Alors J f est stable par crochet de Poisson (l’assertion
correspondante pour Jf résulte aussitôt de la deuxième formule (27)).

D’après un résultat classique de géométrie symplectique, cela entraîne

que la variété 1% f est de a2i ro,oins égale à r : si p = (x~°l , ~’(o))
est un point lisse de l’espace tangent en p à Vf est l’orthogonal des diffé-
rentielles dpF pour F parcourant j9. Mais il existe une forme bilinéaire

symplectique Jp sur l’espace cotangent en p telle que

Si F et G sont dans J) , il en est de même de {F, G} par l’involutivité, d’où
dpG) = 0. Ceci entraîne que l’ensemble des dpF pour F dans Jf est

un espace vectoriel de dimension  r, et par dualité que l’espace tangent
en p à VI est de dimension > 2r - ’r = r.
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1.3. On dira que la fonction (ou la distribution) f est si la

variété caractéristique est de dimension r (le minimum possible).

En pratique, il est difficile de déterminer explicitement l’idéal à gauche
I f de et encore moins les idéaux J f et JJ de C w°, ~~ . Pour vérifier

qu’une fonction f est holonome, on écrira un certain nombre d’équations
différentielles

soit a j le symbole principal de Pj. Sur la variété 1;) s’annulent les polynômes
a j , mais aussi les crochets de Poisson etc... puisque
l’idéal J f est stable par crochet de Poisson. Si l’on peut trouver assez

d’équations du type aj = = 0, ... pour que l’ensenlble W des

solutions dans c2r soit de dimension  r, on aura dim Vf C diln W  r et

f est holonome.

Exemples : 1 ) Si r = 1, une fonction holonome sur C est une fonction qui
satisfait à une équation différentielle

où po(~). " ’ sont des polynômes avec 0. Le symbole corres-
pondant est p~(~)C" ~ la. variété caractéristique est contenue dans

où z~ 1 ), ~ ~ ~ , Z( d) sont les racines du polynôme Pnl ( z ) . Par exemple, la f onc-
tion hypergéométrique de Gauss est solution de l’équation

elle est holonome avec la variété caractéristique

* Bjork parle de la "classe de Bernstein" dans [C 3].
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dans C~.

2) Un polynôme /(~) sur C~ satisfait aux équations

pour m assez grand. La variété caractéristique est donc contenue dans la

variété linéaire d = ... = (1’ = 0 de dimension r ; par suite, f est holonome.

3) La de Dirac b dans R~ satisfait aux relations

Elle est donc holonome avec la variété caractéristique = ... = Xr = 0.

1.4. Si I est un idéal à gauche de ,A.,., on appelle variété caractéristique de

I la variété algébrique l~’ (I) dans C2r, intersection des zéros des polynômes
a(P), où P parcourt I (et .P ~ 0). C’est encore une variété involutive,
donc de dimension ~ 1. On dira que lest si V(I) est de
dimension 9’. Donc la fonction f est holonome si et seulement si l’idéal I f
est holonome.

Soit S un anneau de polynômes ~us~ . On sait que S est de
homologique s ; autrement dit, tout S-module M de type fini

admet une résolution

où les Li sont des S-modules projectifs de type fini, et il existe un S-module
NI qui n’admet pas de résolution plus courte. Il revient encore au même de

dire que l’on a V ) = 0 pour i > s, quels que soient les S-modules
de type fini M et et qu’il existe .~l et IV tels que 0.

Soit AI un 5’-module de type fini ; introduisons l’idéal J de S formé

des p tels que pM = 0, puis la variété algébrique lfl dans CS définie par les

équations = 0, où p parcourt J (qu’on peut appeler la variété caracté-
de Notons d ou la dimension de W. Un théorème

classique affirme que l’on a
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Revenons à l’anneau ~4~, avec sa filtration ( F???. ) )~~o ~ on convient qu’on
a = 0 pour ni  0. Soit alors M un ~-module à gauche de type fini,
et soit (u1,..., ut) un système générateur ; nous choisirons aussi des entiers

positifs di, ’ ’ ’, 6~ et nous poserons

La suite croissante 03930 M c ainsi obtenue est appelée une bonne

filtration de M ; colnme on a C peut définir le gradué
associé gr0393 M = qui est un module sur l’anneau

grF Ar. Ce module est de type fini.* Comme l’anneau grF Ar est un an-
neau de polynômes C~~,°l, ~ ~ ~ , ~~,,., ~1, ~ ~ ~ , ~’L ce qui précède s’applique. On
introduit donc la variété caractéristique compte tenu de la dé-

finition (34), on montre facilement que la variété caractéristique 
est indépendante de F ; on la notera donc I~~ ( ~~l ) . Elle est involutive, donc
de dimension > r .

En utilisant les résultats cités plus haut dans le cas où S =

C[x1,...,xr, 03B61,..., 03B6r], et un argument de suite spectrale lié à. la filtra-

tion on montre qu’on a

où d = est la dimension de la variété caractéristique ÏF(M) C C~.

Ceci donne une caractérisation de ~(~f) indépendante de toute filtration

sur l’algèbre Ar ou sur le Ar-module M. On prouve aussi la relation

et l’on en déd ui tassez facilement que la cl,e Ar est

r (et non 2~r comme celle de 

* Cette propriété donne une caractérisation intrinsèque des "bonnes"

filtrations.
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On dira bien sûr que le Ar-module M est holonome* si l’on a d(M) =
r : il revient au même de supposer que l’on a

Le Ar-module à droite ExtAr (M, Ar) joue alors le rôle de dual pour M ; il
est lui aussi holonome.

1.5. La principale innovation de Bernstein a consisté en l’introduction
d’une autre filtration : B"’~ = se compose des opérateurs différentiels
de la forme

Autrement dit, on compte le degré total en les et les D.i et non seulement

le degré partiel en les Di. On peut répéter presque mot pour mot ce qui a
été énoncé pour la filtration (Fm) :

- gradué i,.s.s o;°1 é gi> 
B A.j. , lui aussi isomorphe** à

C [:i; j , ... , a: j. , gj , ... , gj.] : le B-symbole de P sera

avec les notations de (37) :

- sur un Ar-module de type fini !lT donnée par

- gradué c’est un niodule de type fini sur 

- variété B-caractéristique clu lodnle elle ne dépend pas de la
bonne .B-filtration sur JI :

* L’idéal à gauche I de A,. est holonome si et seulement si le Ar-module
à gauche holonome. Si f est une fonction sur R’B le Ar-module

est isomorphe à ,~.,, ~ f (ensemble des P. f où P parcourt ,A.,, ) .
** La graduation utilisée dans C[x, 03BE] sera le degré total en it, 03BE.



- b = b(eI ) de la variété B-caractéristique du ,A.,.-module 

- caractérisation de 03B4(M) : le plus petit entier j tel que ExtjA, (lVl, .A?.) soit
non nul est égal à 2 ~~ - b ( l’~I ) ,

De ce dernier résultat, on déduit que la de la -variété

caractéristique de M est égale à la 03B4(M) de la variété B-caracté-

ristique (les variétés caractéristiques sont distinctes).

La dimension b = peut se calculer ainsi : si un Ar-module de

type fini M est muni d’une bonne 13-filtration chacun des

espaces vectoriels est de dimension finie sur C ; on peut
donc introduire la série de Poincaré

Comme gr0394 M est un module gradué de type fini sur un anneau de poly-
nômes, il est bien connu ( s érie de H,ilbeTt - que ~;o (t) est une

fonction rationnelle de la forme polynôme Q (t) satisfait
à Q ( 1 ) ~ 0. De la formule (40) on déduit l’existence d’un entier mo et d’un

à coefficients rationnels tels que

De plus, 6 est le degré du polynôme X(u).

Tous les résultats des n° 1.4 et 1.5 se démontrent indépendamment du

théorème d’involutivité de Kashiwara - Kawai - Sato. De plus, il existe une

démonstration directe très simple de l’inégalité 6 > r (voir [C 6], page 178),
d’où une nouvelle preuve de l’inégalit,é d > /~ (où d est la dimension de la

variété caractéristique de A~).

1.6. Concluons par un pratique des modules holonomes.

Un ~4~-module 11.I est un module sur l’anneau de polynômes C[~i, ’ ’ ’, ~r]
muni d’opérateurs C-linéaires de dérivation Di, ’ ’ ’. D, commutant deux à
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deux et satisfaisant à la règle de Leibniz

pour 1  i  dans C~~,~1, ~ ~ ~ , x,,~ dans M. Par exemple, tout

espace de fonctions ou de distributions à r variables qui est stable par

multiplication par .i~? et dérivation par rapport à Xi (pour i = 1, ... , r) est
un Ar-module.

Un élément 03A6 d’un Ar-module M est holonome s’il existe une constante

C’ satisfaisant à la condition suivante :

(H) pour tout r2. > 0, le sous-espace vector-iel de M engendré par les

avec + |03B2|  ?TZ, est de dimension  C . mr.

Les éléments holonomes d’un A,,-module forment un sous-Ar-module de

~l. Un module holonome est un de type fini dont tout élément

est holonome.

Un est un espace vectoriel V sur le corps

C ( ~i~ 1, ~ ~ ~ , :r,. ) des fonctions rationnelles muni d’opérateurs C-linéaires

Dl , ~ ~ ~ , D,. commutant deux à deux et satisfaisant à la règle de Leibniz.

Soit, ~ un élément holonome de IT ; il existe alors des opérateurs différen-

tiels non nuls Pl , ... , P,. annulant et de la forme suivante

(les pij sont des polynômes). Le sous-espace vectoriel de il, engendré sur

... , par les dérivées pour 0  si , ... , p  a~,  sr en

nombre fini, contient 03A6 (’t il est StMI)1(’ par les dérivations D1,...,

On dira qu’un (’1(’lll(’llt 03A6 de 1 est s’il est

contenu dans llll vectoriel W de dimension finie sur C (x1,..., x?.)
stable par D1,..., D,. (autrement dit, est un sous-Ar-module rationnel).
Introduisons l’annulateur I03A6 de 03A6 ; c’est un idéal à, gauche de A.,, auquel

* "D-finite’’ dans la terminologie de Zeilberger.
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est associée une variété caractéristique l’(I~ ) dans (cf n° 1.4). Alors

4l est rationnellement holonome si et seulement s’il existe un polynôme non

nul H(x1,..., x,,,) tel due soit contenue dans la réunion de l’hyper-
surface H = 0 dans C21’ et d’une variété de dimension r. D’après l’alinéa

précédent, tout élément holonome est rationnellement holonome.

2. ÉTUDE DES SUITES ET DES FONCTIONS HOLONOMES

2.1. On appelle traditionnellement série hypergéométrique toute série de la
forme où R(0) = 1 et est une fonction rationnelle

de n. En décomposant la fonction rationnelle en produit de facteurs liné-

aires, on écrit R( 11) sous la forme

avec la définition suivante (classique !)

c’est-à-dire

La somme de la série ~?(~) est alors pfq ( ~ dé-

finition classique de la [A 2] : la fonction de

Gauss est la fonction

Sur l’espace des fonctions d’une variable entière n, on fait agir les opé-
rateurs aux différences de la forme*

* L’entier /3 est positif ou négatif.
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En particulier, on introduit l’opérateur de translation N par

et l’opérateur précédent s’écrit P(n, N) = ~a,~ On a la relation

de commutation

On dira qu’une suite est holonome s’il existe un opérateur P(n, N) non
nul tel que P(7z,, = 0 ; c’est le cas de la suite hypergéométrique (43)
( pr endre

2.2. Tout ceci se généralise aux suites multiples, c’est-à-dire aux fonctions
~ à valeurs complexes définies dans Z~ (ou dans une partie convenable de

Z~). On introduit les opérateurs de translation A’i, ’ ’ ’, A~ par

puis les opérateurs

(transformant lu fonct,ion u(k1, ..., ks) mu la fonction

Les opérateurs de la forme (:~l ) forment une algèbre ,G,~ qui est définie par
les générateurs ~~ 1, ~ ~ ~ , ~~ ~ . I> > .... , h~~ . A~ ~. ’ ... ~ Ii .~ ~ et les relations


