Asterisque

PIERRE CARTIER

Démonstration « automatique » d’identités et
fonctions hypergéométriques

Astérisque, tome 206 (1992), Séminaire Bourbaki, exp. n® 746, p. 41-91
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1991-1992_ 34 41_0>

© Société mathématique de France, 1992, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique 1’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1991-1992__34__41_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI novembre 1991
44eme année, 1991-92, n°746

DEMONSTRATION “AUTOMATIQUE”
D’IDENTITES ET FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES
[d’aprés D. Zeilberger]

par Pierre Cartier

INTRODUCTION

Considérons la sélection suivante d’identités entre coefficients bino-

miaux*

o m(p)=r s (}) o

CIN o (,\) = (2) S(-1)k (2,2‘)’ = (-1)" (“)

9, 3 Q. 5
(3) Y (-1)* (ZL’ ) = (=1)" (3"') (2") (Dixon 1890).

n n
Les deux premieres sont hanales, et résultent par spécialisation de la

formule du bindome

(4) (r+y)" = (:) akynh,

k=0

n

. . . [
Compte tenu de la loi de symétrie ( ]‘.) = <n I

), les deux formules (2)

s'obtiennent en comparant les coefficients de monomes convenables dans les

deux identités

(.’L‘ + y)"(.v + ;l/)”' — (.’L‘ + !/)2n‘ (.I' + y)zu(m _ y)?.n = (x?. _ y2)2n'

. n . .
* Avec les conventions usuelles, on a ( ) =0sin >0etsikn’est pas

k
compris entre 0 et n. Toutes les séries écrites n’ont donc qu’un nombre fini

de termes non nuls, et il est inutile d’écrire les bornes précises de sommation.

S.M.F.
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P. CARTIER

L’identité (3) de Dixon résiste a ce genre de méthodes : il n’y a pas d’ailleurs
. : m\® . . .
de contrepartie portant sur y_, ( ]: ) , i sur les puissances d’ordre supé-

rieur des coefficients binomiaux.

Pour beaucoup de raisonnements, on peut utiliser la formule du binéme

(4) comme définition des coefficients binomiaux (Z) Comme les puis-
sances se calculent de proche en proche selon la regle
(+y)"=(z+y)" " (z+y),

les coefficients binomiaux satisfont a la formule fondamentale d’addition

g (£)=()+(G5)

veIeN

Le «triangie de Pascal»
dans un ouvrage chinois de Chou Chi-kié (1303).

[Extrait de Jean-Paul Collette “Histoire des mathématiques”, Editions Vuibert.]
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(746) IDENTITES ET FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

Celle-ci permet un calcul rapide au moyen de la disposition connue
sous le nom du “triangle de Pascal” (et attestée en Chine autour de 1300,
voir figure)

La définition par la formule du binéme conduit & une interprétation

combinatoire :

(Z) compte, parmi tous les mots de n lettres, ceuz qui contiennent k

fois x et n — k fois y.

k

dans un ensemble donné & n éléments. Du coup, les formules entre coefhi-

L. n s g s
De maniere équivalente, ( ) compte le nombre de parties & k£ éléments

cients binomiaux s’interpretent en termes de décompte de structures com-
binatoires (graphes, arbres, tableaux, chemins, mots, ...). Dans beaucoup
de cas, on a pu prouver ces formules en construisant des bijections effec-
tives entre divers types de structure. C’est de cette maniere que Foata et
moi-méme avons établi dans [E 1] la formule de Dixon, et donné diverses
généralisations. Cette direction est aujourd’hui vigoureusement poursuivie
par les écoles lotharingienne (autour de Foata & Strasbourg) et québécoise

(autour des freres Labelle).

Dans les identités (1) a (3). le résultat de la sommation est une ex-
pression “close™ décrite comme un produit de puissances a” et de divers
coefficients binomiaux. On ne peut pas toujours exprimer aussi simple-

ment le résultat : voici d’abord une formule élémentaire
n—=r
(G) E ( I > = Fu D
l‘.

ou F, est le n-icme nombre de Fibonaccl, ¢’est-a-dire le solution de [’é-

quation de récurrence
(7) F,=F,_ +F,_ospouwrn>2 Fp=F =1.

Daus sa démonstration de I'irrationnalité de ((3) Apéry [E 2] a di sommer

I'expression suivante

(8) :=Z(’Lf)'(”;f"')';
]\.
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P. CARTIER

il a réussi a établir I'équation de récurrence
(9) ndu, — (34n® — 5102 4+ 270 — 5)un—1+ (n—1)3%u,_5 =0 (n>2),

a joindre aux conditions initiales ug = 1,u; = 5. Apéry n’a pas indiqué sa

démonstration de (9), qui fut fournie par Zagier et Cohen [E 3]. L’idée est

k k

fonction G(n, k) satisfaisant & l'identité

2 2
. n\ (n+k\ . .
la suivante : posons F(n,k) = ( ) ( * ) : il existe alors une autre

(10) G(n,k) = G(n,k—1) = n®F(n, k)-
1
—(34n® = 510 4+ 2Tn = 5)F(n — 1, k) + (n — 1 F(n—2,k) .

On a évidemment

(11) un =Y F(n.k)

k

et de plus, pour n fixé, la “somme télescopicue”

> [G(n.k) = G(n.k - 1)]
k

s’annule ; la relation (9) se déduit donc de (10) par sommation sur k. La

méthode s’appelle (en anglais) “creative telescoping”.
On peut démontrer de maniére analogue 'identité intégrale classique :
'+"XJ 2 2
omizy  —m? —a?
(12) / eV dy = e~V
oJ =00

On note F(a,y) la fonction a intégrer, puis 1’on pose

(13) w(2) :=/F(:r,y)dy.

Il s’agit de prouver u(x) = e~ ™" ce qui se fait par la caractérisation
suivante*

(14) D u(x) 4+ 27rau(x) =0, w(0) = 1.

* On note D,.D,, - la dérivation par rapport & &, y, -
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(746) IDENTITES ET FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

On détermine une autre fonction G(x,y) telle que
(15) D, F(x,y) + 2xF(2,y) = D,G(x,y);

I’équation (14) se déduit de (15) en intégrant en y, compte tenu des deux
regles fondamentales de dérivation sous le signe intégral et d’intégration

par parties

+ o0 +oo
(16) D;v/ F(z,y)dy = D.F(x,y)dy
00
(17) / D,G(x,y)dy =0 si G(a,£00) =0.

Donc, au prix de déterminer la fonction G(x,y), la formule intégrale (12)

se rameéne a une relation différentielle (15).

Quelle est la raison du succes dans ces deux cas ? Rappelons d’abord
qu’on élimine les coefficients binomiaux au profit des factorielles par la

formule

) (i) = mm=ar

Puisque la factorielle n! est définie par les conditions
(19) n!=n.(n-1)! pour n > 1, 0l=1,

la formule (18) résulte aussitot de la découverte fondamentale de Pascal qui

peut s’exprimer ainsi :

N S e OB

(la formule d’addition est un corollaire évident !). Dans ’exemple d’Apéry,

on a par conséquent

(21)

Fln+1,k)  [n+k+1\°
Fn,k)  \n—-k+1
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P. CARTIER

F(n,k) (k+1)*

2
(22) Fin,k+1) 1 (n+k2—1) ‘
n—k

Il se trouve aussi que le quotient G(n, k)/F(n, k) est une fonction rationnelle

(23) ?Ezg =4 (;:2) (2n — 1){k(2k +1) — (2n — 1)2}.

Pour démontrer I'identité (10) de Zagier et Cohen, on peut diviser les deux
membres par F(n,k) et se ramener ¢ un calcul trivial. mais incompré-

hensible, entre fonctions rationnelles de n et k.

De maniere analogue, dans ’exemple d’intégrale donné ci-dessus, les
-, . . . Py 2
dérivées logarithmiques de la fonction F(x,y) = €2™*¥ ¢ =™ sont des fonc-
tions rationnelles
D,F(a,y) D, F(x,y)

= 2my, ——= =27mi(x + iy)

(24) F(z.y) Fla,y)

et la fonction G(xz,y) qui satisfait a ’équation différentielle (15) vérifie

(25) — =

La preuve de la relation différentielle (15) est donc ramenée (apres division
par F(z,y)) a celle d’'une identité tout & fait élémentaire entre fonctions
rationnelles de z et y. Pour achever de prouver la relation intégrale (12),
il suffit de la vérifier dans le cas “initial” 2 = 0, c’est-a-dire d’établir la

. +oc _Wy'l S
relation f_oo e dy = 1.
Voici pour la phase de vérification, mais qu’en est-il de la phase in-

2 2

. . n 1+ k .
ductive 7 Au vu de la fonction F(n,k) = (;») <’ _{ ) , est-on certain
qu’il existe une équation de récurrence du type (9) satisfaite par la somme
up, = Y, F(n.k), et mieux, qu'il existe une fonction G(n, k) satisfaisant a
la relation (10). Comment détermine-t-on explicitement 1’équation

de récurrence et la fonction G(n,k) ?

Dans une remarquable série d’articles, Zeilberger vient de donner deux

réponses a ces problemes :
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(746) IDENTITES ET FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

- une réponse théorique, en utilisant la théorie des systemes différentiels
holonomes de Bernstein :
- une réponse pratique, en mettant au point des algorithmes qui fournissent

I’équation de récurrence et G(n, k).

Toutes les relations mentionnées ci-dessus, y compris I’extraordinaire récur-
rence d’Apéry, sont retrouvées de maniere systématique et automatique, et
I’on dispose d’un outil qui permet de découvrir et de démontrer des iden-
tités d’un certain type. Le jour est sans doute proche ou les formulaires
classiques sur les fonctions spéciales seront remplacés par un logiciel d’in-

terrogation performant, une extension de MAPLE par exemple.

1. MODULES HOLONOMES [C 3]

1.1. On note A, I'anneau des opérateurs différentiels a coefficients poly-
nomiauz agissant sur les fonctions de » variables : les constantes sont les

nombres complexes. Tout opérateur s’écrit de maniere unicue sous la forme

(26) P = ZCO/}'TODU.
a.d

Les notations sont classiques :

- on note a = (a1, --.x,) le systeme des r variables et ’on note D; la
dérivation partielle par rapport a x; :

- on note a,.3--- des ¢éléments de Zl ., c'est-a-dire des vecteurs o =
(o). ,a,) a coordonnées entieres positives :

- Ol POSs¢
. [ 3 3,
lal=a; +--+a,. =t D? =D} ...DP~,

Daus la formule (26). il n'y a quun nombre fini de coefficients ¢, 3 différents
de 0.

L’ordre m de T'opérateur P # 0 est le maximum parmi les nombres
|3] pour les 3 tels que cqy # 0 : le symbole principal o(P) de P est le
polynéme Z|;’3|=m Cand €7 en les variables (x,€) = (a1, -+, a0, &1, - - ,0) s

il est homogene de degré m en €. Voici les regles de base :
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P. CARTIER

- si P est d’ordre m et Q d’ordre n, alors PQ est d’ordre m + n et le
commutateur [P,Q] = PQ — QP est d’ordre <m +n—1:

-ona*

(27) o(PQ)=0(P)o(Q), o([P.Q])={o(P),0(Q)}.

Dans la derniére formule, on a utilisé le crochet de Poisson de deux poly-

nomes en z,£ défini par

(28) {F’G}:Z[aF oG 0G OF

On peut présenter les choses de maniere plus algébrique. Comme alge-
bre sur le corps C des nombres complexes, A, est définie par les 2r géné-

rateurs x; et D; soumis aux relations
(29) [2i,25] =0, [Di,Dj]=0. [Di,aj] = éi;.

On note F™ = F™A, ’ensemble des opérateurs d’ordre < m. C’est un
espace vectoriel sur C, la suite (F™) est croissante (F* C F* C F2 C --)

L}

on a F® = Clay, -+, x,] et les regles données plus haut s’écrivent
(30) Fm F C Fm+n [Fm Fn] C Fm.g.n_l

Grace a ces propriétés, on peut définir une structure d’algebre sur le gradué
associé
F _ m Fm—l,
gt A, = Fmy :
m>0
on définit un isomorphisme de cette algebre sur 'algebre de polynémes
C[z,€] qui associe g(P) a la classe de P modulo F™~! (pour tout P dans
F™/F™1). L’anneau A, n’est pas commutatif, mais comme ’anneau
grF A, lest, on peut considérer que A, est presque commutatif et beaucoup

des propriétés des anneaux de polynomes s’étendent a A,..

* Dans la deuxiéme formule, on suppose que [P, Q)] est d’ordre m +n—1,
ce qui équivaut a {o(P),c(Q)} # 0.
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(746) IDENTITES ET FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

1.2. Nous pouvons faire opérer les opérateurs différentiels de A, sur les
polynomes en &, sur les fonctions de classe C'™ définies sur R" (ou sur
un ouvert de R"), sur les fonctions analytiques dans R" ou les fonctions

holomorphes dans C", sur divers espaces de distributions sur R".
P

Soit par exemple f une fonction de classe C*® sur R". Introduisons
I’ensemble Iy C A, formé des opérateurs différentiels P € A, tels que
Pf =0 ; c’est un idéal ¢ gauche de A,. Les symboles principaux o(P)
correspondant aux P dans Iy sont les éléments homogenes non nuls d’un
idéal J; de Cl[z,£]. A cet idéal de polynomes on associe une variété algé-

brique dans C?", définie par les équations
o(P)(z.§)=0 pour tout P # 0 dans Iy;

c’est la variété caractéristique Vy de f.

Un théoreme profond de Kashiwara - Kawai - Sato affirme que la variété
Vy est involutive ; on en trouvera une démonstration dans I’exposé [C 11]
de Malgrange a ce séminaire. Voici la signification : notons J}) I'idéal des
polynémes dans C[z,&] dont I’ensemble des zéros contient Vy ; d’apres le
théoreme des zéros de Hilbert,on a F' € J}’ si et seulement si une puissance
de F' appartient a J;. Alors J}) est stable par crochet de Poisson (’assertion

correspondante pour Jy résulte aussitot de la deuxieme formule (27)).

D’apres un résultat classique de géométrie symplectique, cela entraine
que la variété Vi est de dimension au moins égale a r : sip = (x(o),f(o))
est un point lisse de V', I’espace tangent en p a Vy est ’orthogonal des diffé-
rentielles d,F' pour F' parcourant J}). Mais il existe une forme bilinéaire

symplectique J,, sur I'espace cotangent en p telle que
(31) {F’G}(p) = Jp(dprdpG).

Si F' et GG sont dans J}), il en est de méme de {F, G} par l'involutivité, d’on
Jp(dypF,d,G) = 0. Ceci entraine que I’ensemble des d,, F' pour F' dans J? est
un espace vectoriel de dimension < 7, et par dualité que ’espace tangent

en p & Vs est de dimension > 2r —» = 7.
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1.3. On dira que la fonction (ou la distribution) f est holonome* si la

variété caractéristique 1 est de dimension » (le minimum possible).

En pratique, il est difficile de déterminer explicitement 1'idéal & gauche
If de A,, et encore moins les idéaux J; et J‘} de C[z,€]. Pour vérifier
qu’une fonction f est holonome, on écrira un certain nombre d’équations
différentielles

Plf:"'z-Pm.f:O;

soit 0 le symbole principal de P;. Sur la variété V; s’annulent les polynémes
0, mais aussi les crochets de Poisson {0,041}, {0}, {ok,0¢}} etc... puisque
I'idéal Js est stable par crochet de Poisson. Si l'on peut trouver assez
d’équations du type o; = 0,{0j,0,} = 0,--- pour que I’ensemble W des
solutions dans C?” soit de dimension < 7, on aura dim Vi <dimW < ret

f est holonome.

Exemples : 1) Si r = 1, une fonction holonome sur C est une fonction qui

satisfait & une équation différentielle
m

(32) > pi(2).Dif(z) =0,
Jj=0

ol po(z),-++,pm(z) sont des polynémes avec p,, # 0. Le symbole corres-

pondant est p,, (2)(" et la variété caractéristique est contenue dans

{(=0ju{s=:u---U{z=z4}.

ou z(1), ", 2(4) sont les racines du polynéme p,, (z). Par exemple, la fonc-

tion hypergéométrique de Gauss est solution de 1’équation

&PF

dz?

2(1-2) +{c—(a+b+ 1):}%—@1)F=0;

elle est holonome avec la variété caractéristique

{z=0u{z=1}u{¢=0}

* Bjork parle de la “classe de Bernstein” dans [C 3].
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dans C2.
2) Un polynéme f(z) sur C” satisfait aux équations
D"f=---=D"f=0

pour m assez grand. La variété caractéristique est donc contenue dans la

variété linéaire (; = --- = (,, = 0 de dimension r ; par suite, f est holonome.
3) La distribution de Dirac 6 dans R" satisfait aux relations
r6=--=x,.6=0.

Elle est donc holonome avec la variété caractéristique z; = -+ =2, = 0.

1.4. SiI est un idéal & gauche de A,, on appelle variété caractéristique de
I la variété algébrique V (I) dans C?", intersection des zéros des polynémes
o(P), ou P parcourt I (et P # 0). C’est encore une variété involutive,
donc de dimension > r. On dira que 1'idéal I est holonome si V(I) est de
dimension r. Donc la fonction f est holonome si et seulement si 1’idéal Iy

est holonome.

Soit S un anneau de polynomes Cluy,---,us]. On sait que S est de
dimension homologique s ; autrement dit, tout S-module M de type fini

admet une résolution
0—-L,— L, —’—>L0—>]\l—>0,

ot les L; sont des S-modules projectifs de type fini, et il existe un S-module
M qui n’admet pas de résolution plus courte. Il revient encore au méme de
dire que l'on a Extg-(./\/f ,N) =0 pour i > s, quels que soient les S-modules
de type fini M et N, et qu'il existe M et N tels que Extg (M, N) # 0.
Soit M un S-module de type fini ; introduisons 1'idéal J de S formé
des p tels que pAM = 0, puis la variété algébrique W dans C*® définie par les
équations p(u) = 0, ou p parcourt J (qu'on peut appeler la variété caracté-
ristiqgue de M). Notons d ou d(M) la dimension de W. Un théoreme

classique affirme que 1'on a

Extfg(.’\I,S) =0 pour 0<j<s—d
(33) ’

Exti (M, S) # 0.
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Revenons a I’anneau A,, avec sa filtration (F"™),,>¢ ; on convient qu’on
a F™ = 0 pour m < 0. Soit alors M un A,-module a gauche de type fini,
et soit (ug,---,uy) un systéme générateur ; nous choisirons aussi des entiers

positifs dy, - - -, d; et nous poserons
(34) I'M = Fm_dl cup o+ Fm_d' ©Uyg.

La suite croissante T°M C I''M C --- ainsi obtenue est appelée une bonne
filtrationde M ; comme on a F™-I'""M C I'"*™M, on peut définir le gradué
associé gr' M = @,,5,™M/T™ M, qui est un module sur I’anneau
grF A,. Ce module est de type fini.* Comme 'anneau grf A, est un an-
neau de polynémes Clay, -, 2, &1, -+, &), ce qui précede s’applique. On
introduit donc la variété caractéristique W (grT M) ; compte tenu de la dé-
finition (34), on montre facilement que la variété caractéristique W (grT M )

est indépendante de I' ; on la notera donc W(AM). Elle est involutive, donc

de dimension > 7.

En utilisant les résultats cités plus haut dans le cas ou S =
Clzy, -+ @, &1, -, &), et un argument de suite spectrale lié a la filtra-

tion (I'M on montre ¢qu’on a
m2>0» 1

Ext]/" (M,A.)=0 pour 0<j<2r—-d
(35) 7
Ext} ~4(M, A,) # 0,

ot d = d(M) est la dimension de la variété caractéristique W (M) C C?".
Ceci donne une caractérisation de d(M) indépendante de toute filtration

sur 'algebre A, ou sur le A,.-module M. On prouve aussi la relation
Extf(‘r(]\/f, A)=0 pour ji>r,

et I’on en déduit assez facilement que la dimension homologique de A, est

7 (et non 2r comme celle de grf A,).

* Cette propriété donne une caractérisation intrinseque des “bonnes”

filtrations.
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On dira bien sir que le A,-module M est holonome* si I’on a d(M) =

r : il revient au méme de supposer que 1’on a

36) Ext/, (M,A,)=0 pour j#r.
A

Le A,-module & droite Ext’y (M, A,) joue alors le role de dual pour M ; il

est lul aussi holonome.

1.5. La principale innovation de Bernstein a consisté en l’introduction
d’une autre filtration : B™ = B™ A, se compose des opérateurs différentiels

de la forme

(37) P= Z capr®DP.
lal+|B]<m

Autrement dit, on compte le degré total en les 2; et les D; et non seulement
le degré partiel en les D;. On peut répéter presque mot pour mot ce qui a

été énoncé pour la filtration (F™) :

- anneau gradué associé grBA,., lui aussi isomorphe** a
Cley, -+ 2. & .-+, & ] : le B-symbole de P sera

(38) ap(P)= Y capa®E”

la|+|B|=m
avec les notations de (37) :
- bonne B-filtration sur un A,-module de type fini A donnée par

(39) A"M = B"=N gy 4o BT Ly

- gradué associé gr>A[ : c¢’est un module de type fini sur grB A, ;

- variété B-caractéristique du module gr3M ; elle ne dépend pas de la

bonne B-filtration sur A :

* L’idéal & gauche I de A, est holonome si et seulement si le A,-module
a gauche A, /I est holonome. Si f est une fonction sur R", le A,-module

A, /Iy est isomorphe & A, - f (ensemble des P.f ou P parcourt A,).
** La graduation utilisée dans C[a, €] sera le degré total en z, €.
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- dimension 6 = §(M) de la variété B-caractéristique du A,-module M ;

- caractérisation de §(M) : le plus petit entier j tel que Extf;‘r(M , Ar) soit
non nul est égal a 2r — §(M).

De ce dernier résultat, on déduit que la dimension d(M) de la variété
caractéristique de M est égale a la dimension 6(M) de la variété B-caracté-

ristique (les variétés caractéristiques sont distinctes).

La dimension 6 = (M) peut se calculer ainsi : si un A,-module de
type fini M est muni d'une bonne B-filtration (A™A),,>¢, chacun des
espaces vectoriels A™M/ A™~! M est de dimension finie sur C ; on peut

donc introduire la série de Poincaré

\a(t) =) " - dim A"M/AMTIM

m>0

(40)
=(1—t) ) " dimA™M.

m>0

Comme gr®M est un module gradué de type fini sur un anneau de poly-
nomes, il est bien connu (série de Hilbert - Samuel) que ya(t) est une
fonction rationnelle de la forme Q(t)/(1 —t)® ou le polynéme Q(t) satisfait
a Q(1) # 0. De la formule (40) on déduit I’existence d'un entier mg et d’un

polynome X (u) a coefficients rationnels tels que
dim A™M = X (m) pour m > mg.

De plus, é est le degré du polynéme X (u).

Tous les résultats des n° 1.4 et 1.5 se démontrent indépendamment du
théoreme d’'involutivité de Kashiwara - Kawai - Sato. De plus, il existe une
démonstration directe tres simple de I'inégalité 6 > » (voir [C 6], page 178),
d’ou une nouvelle preuve de l'inégalité d > r (ou d est la dimension de la

variété caractéristique de M).

1.6. Concluons par un guide pratique des modules holonomes.

Un A,-module M est un module sur I'anneau de polynoémes Clzy, -+ -, 2,
\ 1

muni d’opérateurs C-linéaires de dérivation Dy, ---, D, commutant deux a
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deux et satisfaisant a la régle de Leibniz
(41) D;,(F.®)=D;F.® + F.D;®

pour 1 < i < r, F dans Clzy,---,2,] et ® dans M. Par exemple, tout
espace de fonctions ou de distributions a r variables qui est stable par
multiplication par z; et dérivation par rapport & z; (pour i =1,---,r) est

un A,-module.

Un élément ® d’un A,-module M est holonomes’il existe une constante

C' satisfaisant a la condition suivante :

(H) pour tout entier m > 0, le sous-espace vectoriel de M engendré par les

éléments 2 DP®, avec |a| + |B] < m, est de dimension < C-m”.

Les éléments holonomes d'un A,-module forment un sous-A,-module de
M. Un module holonome est un A,-module de type fini dont tout élément

est holonome.

Un A,-module rationnel est un espace vectoriel V' sur le corps
C(xy,-++,a,) des fonctions rationnelles muni d’opérateurs C-linéaires
D,.---,D, commutant deux a deux et satisfaisant a la regle de Leibniz.
Soit ® un élément holonome de V ; il existe alors des opérateurs différen-

tiels non nuls Py, - -, P. annulant ® et de la forme suivante
S

(42) P,‘ IZ[),‘J'(.I‘l."'..I‘r)DlJ
j=0

(les p;j sont des polynémes). Le sous-espace vectoriel de V', engendré sur
C(xy1,- -+, 2,) par les dérivées D® pour 0 < a; < s1,-++,0 < ap < sp en

nombre fini, contient ® ct il est stable par les dérivations Dy, - -, D,.

On dira quun élément @ de V7 est rationnellement holonome* s’il est
contenu dans un sous-espace vectoriel 1V de dimension finie sur C(z1q, -+, z,)
stable par Dy, ---, D, (autrement dit, W est un sous-A,-module rationnel).

Introduisons 'annulateur Iy de ® ; c’est un idéal a gauche de A, auquel

* “D-finite” dans la terminologie de Zeilberger.
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est associée une variété caractéristique V' (Ip) dans C?" (cf n° 1.4). Alors
® est rationnellement holonome si et seulement s’il existe un polynéme non
nul H(zy,---,z,) tel que V(Ip) soit contenue dans la réunion de I’hyper-
surface H = 0 dans C?" et d’une variété de dimension r. D’apres 'alinéa

précédent, tout élément holonome est rationnellement holonome.

2. ETUDE DES SUITES ET DES FONCTIONS HOLONOMES

2.1. On appelle traditionnellement série hypergéométrique toute série de la
forme Y, 5, R(n) ou R(0) =1 et R(n+1)/R(n) est une fonction rationnelle
de n. En décomposant la fonction rationnelle en produit de facteurs liné-

aires, on écrit R(n) sous la forme
.. "']
(43) R(n) = ——————((“‘)" ph 22

avec la définition suivante (classique !)

(44) (¢)p=ala+1) - (a+n—-1),
c'est-a-dire

(45) (a)o =1, (@)ns1 = (a)n(a+n).

(lp

La somme de la série 3,5, R(n) est alors ,Fy (

by -- z) avec la dé-

finition classique de la fonction hypergéométrique [A 2] : la fonction de

Gauss est la fonction

(46) ,F, ( b

¢

A (@)n(b)n n
~) _Z (c)pn! ~

n>0

Sur I’espace des fonctions d'une variable entiere n, on fait agir les opé-

rateurs aux différences de la forme*

(47) (Pu)( choj” u(n + 13).

a>0 3

* L’entier 3 est positif ou négatif.
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En particulier, on introduit I’opérateur de translation N par
(48) (Nu)(n) =u(n+1)

et I'opérateur précédent s’écrit P(n,N) =3 5 Capn® N A. On a la relation

de commutation
(49) Nn=(n+1).N.

On dira qu'une suite est holonome s’il existe un opérateur P(n,N) non
nul tel que P(n,N)u = 0 ; c’est le cas de la suite hypergéométrique (43)

(prendre

P(n,N)=(n+1)(n+by)---(n+b, )N — z(n+ay) - (n+ap))

2 2
ou de la suite d’Apéry u,, =Y _, (Z) (n -]: k) (prendre

P(n.N)=n® - (340> = 5102 + 27Tn = 5)N~1 4 (n — 1)3N~2),

2.2. Tout ceci se généralise aux suites multiples, c’est-a-dire aux fonctions
u a valeurs complexes définies dans Z* (ou dans une partie convenable de

Z?). On introduit les opérateurs de translation Iy, -- -, Ky par
(50) (Niu)(kyy-oo o k) = w(kyy oo ki + 1, ks),

puis les opérateurs

(51) PkK)= Y > cosk*R”

(\€Z1 3EZLS

(transformant la fonction u(ky,---.k,) en la fonction

DD cask{kSulhy + B kg + By)).
Qa 3

Les opérateurs de la forme (51) forment une algebre B, qui est définie par

les générateurs Ay, -+ ko, Ny, -+, Ky, Kl_l. -+ 7' et les relations

(52) kikj = kjk;
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(53) K;K; = K;K;

(54) kiK; = Kjk; (pour i # )
(55) Kiki = (ki + 1)K;

(56) K,K7'=LK'K; = 1.

Cette algebre n’est pas une inconnue : associons a la fonction v : Z°* — C

la série de Laurent formelle

(57) Ulzyeoovze) = Y kg k)2 oo 2he,

(SR>

A la fonction k;u correspond :;g—g et a I\;u correspond z; 'U. On définit
ainsi par

0
N

K; & 271

ki &z i

un isomorphisme entre B, et le localisé de A, obtenu en inversant z,, - - -, z,.

On est ainsi amené a définir le symbole de P(k,K) en gardant les

termes de plus haut degré m par rapport a k :

(58) g-(P) — Z ZCOBCQ‘ZG—H
B

lal=m

(polynome en zp,-- -,zs,zl_l, ez ¢L o 0C¢) ¢ A une fonction
u(ky,- -, k) on associe ensuite la variété caractéristique V,, dans (C*)*xC?
(coordonnées zq,---,z4,(1, -+, () définie par les équations o(P)(z,{) =0
ou P parcourt 'ensemble des opérateurs tels que P.u = 0. Enfin, on dira
que u est holonome si V, est de dimension s.

Exemples : 1) On dit que u est de type hypergéométrique si K;u/u est une
fonction rationnelle en ky,---, kg pour ¢ = 1.---,s. Elle est (rationnelle-

ment) holonome.
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2) On dit que u est close si c’est un produit de facteurs du type
(a)fllkl ek ou c;.---,cs sont des entiers donnés, et d’une fonction ra-
tionnelle. C’est un cas particulier de suite de type hypergéométrique.

3) Considérons des fonctions u(k) définies dans Z°, a valeurs vecto-

rielles dans CV et satisfaisant aux équations
(59) Kiu(k) = Ai(k).u(k) (1<i<s).

Dans cette formule 4, (k), -, As(k) sont des matrices NV x N dépendant

rationnellement de k, et 1'on a les relations de compatibilité*
(60) IX—,'AJ' : A,ﬁ = Ifj.‘li . 44._1'.

Les composantes de wu(k) sont des suites rationnellement holonomes et le
plus souvent holonomes.
2.3. On peut aussi cousidérer des cas miztes de fonctions w(x,k) sur

C" x Z*. On associe a cette fonction la série de Laurent formelle

(61) Ule.2)= > w(a k)t -z,

kyoooky

sur laquelle on fait agir les opérateurs différentiels a coefficients polyno-
IMIAUX C1 &,y Loy Sy S 5 oo, 271, d'olt encore une théorie de
fonctions hiolonomes.

Un exemple illustratif :

Posons u(a. k) = P.(x) (k-icme polyvuéme de Legendre). Ecrivant D
pour 7"? et ' pour la translation cn k, les relations classiques s’écrivent
ainsi :

Pu=0 équation différentielle

(62)

Qu=0 récurrence

* Ce systewe est I'analogue discret d'un systeme différentiel D; F = A; F,

ou les matrices 4; satisfont a la condition d'intégrabilité compléte

D,'.-lj - Dj‘-'l,‘ = [-—l,',Aj].
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avec

(63) P=(1-2%D?-22D+k(k+1)
(64) Q=(k+2)K?-(2k+3)aK +k+1.
On a

(65) a(P) = (1-2°)& + 2%¢?

(66) o(Q) =C(z+ "1 = 22)

(recette : remplacer D par £, k par z(, N’ par z~! et garder les termes
de plus haut degré en (£,()). La variété caractéristique est définie par les
équations o(P) = o(Q) = {o(P),0(Q)} =0 ; elle a 4 composantes toutes

de dimension 2 (dans ’espace C? x C* de coordonnées &,(, x, 2)

‘/:2.’1,'::-{-3_1, 2C=£(3—2-‘1)

‘, f—O,CZ
4',' z=1,(=0
V' ix=-1,¢=0.

On est dans le cas holonome. Il résulte d’un théoreme général sur les syste-
mes holonomes que les solutions du systéme (62) forment un espace de

dimension finie v sur C (ici v = 4 correspondant aux conditions initiales

1(0,0),u(0,1), Du(0,0), Du(0,1)).

2.4. D’apres la théorie générale des systemes holonomes, les fonctions
holonomes sur C” x Z* forment un espace vectoriel sur C stable par les opé-
rateurs 2, Dj, k;, K,-il. Il est aussi facile de voir que si u(x,k) et v(y, m)
sont holonomes, il en est de méme du produit w(z,k)v(y, m) a variables
séparées (produit tensoriel). On peut aussi faire des changements de coor-
données linéaires sur les variables continues xj, ou les variables discretes

k;, ou encore des translations.
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Soit ®(a') une fonction holonome sur C”, dont la transformée de Laplace

est donnée par
(67) L&) =/(>_""£<I>(.’l:)d"w:

I'intégrale porte sur une variété réelle convenable de dimension r dans C”,
et l'on aposé d'v=dr; A+ -ANde, et x-& =216 +---+2,&. On sait que
si P(x,D,) est un opérateur a coefficients polynomiaux, la transformée de
Laplace de P(x. D, )®(x) est Q(&, De)L(€) oul'opérateur Q(, D¢) s’obtient
a partir de P(r.D,) en remplagant a; par —% et %}- par £;. Sil’on se
véfere au guide pratigque (voir n° 1.6), on constate que la transformée de

Laplace est une fonction holonome.*

Considérons maintenant la spéeialisation @, = 0 qui fait correspondre

a une fonction w(.ey.---..r,.) la fonction
(68) Spulayco sy =u(ey. L 21.0).

Supposous « holonome ct soit M le A,-module holonome formé des fonc-
tions Pu o P parcourt A,. Identifiant A,_| a un sous-anneau de A,., il est
clair que S, est une application A, -linc¢aire et qu'on a S,.(x,v) = 0, donc
S, définit une application A, _,-linéaire S, du A,_;-module M/x,. M dans
Iespace des fonctions de = 1 variables. Or le A, -module M /v, M est
lrolonome (voir [C' 6], page 193). et il est clair quun quotient d'un A, _; -
module holonome est holonome @ 'image de S, est done un A, _,-module

Liolonowe ¢ui contient S,.u. Couclusion : la fonction S,.u est holonome.

Combinant ce résultat avee des transformations linéaires. on voit par
excmple que st ey, 2} est holonome a 3 variables, la fonction w(w, a,y)
est holonome a 2 variables. Du résultat sur le produit tensoriel, on déduit,
par spécialisation a la diagonale. que le produit ordinaire de deux fonctions

holonowmes a r variables est holonome.

* De manicre plus algébrigue, il existe un automorphisime o de 1'algebre
A, défini par o(rj) = —Dj.0(D;) = «j pour 1 < j < r, et o préserve la

filtration de Bernstein daus A,..
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Tous ces résultats s’étendent aux fonctions mixtes du type u(z, k).

2.5. Disons quelques mots des ¢-analogues. On introduit une variable g,

qu'on peut spécialiser en un nombre complexe ¢ # 0. On opere sur des

fonctions de s variables inversibles z1, - - -, z, au moyen des homothéties T} :

(69) Tif(sla"'szs)=f(:la"'~qziv"'s38)'

On considere 'algebre des opérateurs de la forme

(70) P= Z Z Capz®T?,

a€Z® 3€Zs
c’est-a-dire
(71) Pf(z.,-,z2) = Z('mg:“f(q”‘ g™ sy,
a.j

L’algebre C, de ces opérateurs est définie par les générateurs z;, - - -

Ty.---,Ts et leurs inverses soumis aux relations
(72) Si%j = 2%, T,TJ - TjT,', J,'Tj = T,'Zi, pour ] 3&]
(73) Tizi = qx T

sZ.Ss

Sabbah [D 4] vient de donner les fondements de la théorie de cette algebre,

en imitant les résultats de Bernstein. On a ainsi une filtration par le degré

total en les z; et les T}, on définit les bonnes filtrations sur les ¢Cs-modules

de type fini, on introduit une dimension é dont on montre u’elle satisfait a

6 > s et 'on définit les modules holonomes sur ,C; par la condition é§ = s.

On peut alors développer une théorie des fonctions ¢-holonomes. Par

exemple, une fonction de type ¢-hypergéométrique est une fonction

F(z1,---. z]q) telle que les quotients T; F// F soient des fonctions rationnelles

de z1,---,z5 et ¢ (pour 1 < i < s). Pour une variable, on a le produit infini

(74) (2:¢) = [J(1 = ¢'2)

i>0
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solution de 1'équation

(273 @) 1
75 =
(7o) (1) 12
On pose

(G0 _ g

(76) (::(1)71= A (l_qzz);

(4"21q)oo ,l})
I’analogue des coefficients binomiaux

kl,  (60k(@On-k

est un polynome en ¢ de degré k(n — k) dont la valeur pour ¢ = 1 est le

n

k

n n—1 n-k |n—1
w I S R
q q q

et 'analogue de la fonction hypergéométrique de Gauss est la fonction “hy-

coefficient binomial ( > La formule d’addition devient

pergéométrique basique” de Heine [A 20]

(79) 2® ((l b 'q ;:) = Z _._(a’q)n(bq)n s

So (6 0)a(e5)n
Si I'on substitue ¢* & a,¢” & b et ¢7 & c et qu’on fasse ¢ = 1, on retrouve

‘_)F] (a’ﬁ :).

5
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3. INTEGRATION ET SOMMATION DES FONCTIONS
HOLONOMES

3.1. Posons x = (xy,---,a,) et ' = (1., 0p_1), ot & = (', x.). A

partir d’une fonction ®(x'), on définit par intégration une fonction
(80) H(2') = / O (2, 2,)dx,.

On peut supposer par exemple que ., est une variable réelle et que (', z,)
pour 2’ fixé est nulle en dehors d’un intervalle compact. On peut aussi con-
sidérer une intégrale de Cauchy en la variable complexe «,., ou des parties
finies d’intégrales divergentes au sens de Hadamard. Dans tous ces exemples
sont valables les régles de dérivation sous le signe intégral et d wntégration

par parties.

Supposons que ®(x) soit holonome, solution du systéme holonome
(81) P(r.D)® == Py(x,D)® =0:

autrement dit, I'idéal a gauche I de A, engendré par P;,---, Py est holo-
nome et le A,-module a gauche M := A, /I est holonome. D’apres [C 6],
page 193, le A,_;-module M/D,. M = A, /(I+D, A,) est holonome. Si l’on

pose
(82) J=(I+D.A)NA,_,.

le A,_;-module A,_,/.J est holonowme, car isomorphe & un sous-module de
M/D,M, et 1 idéal a gauche J de A,_, est holonome. Or J se compose

des opérateurs différentiels de la forme
N

(83) Q(2'.D") = ZAJ.(J:.D)PJ»(;F.D) + D,.B(x.D)
j=1

(avec D' = (Dy.---.D,_;)). D’apres les équations (81), on a

(84) Q"D ) =00 (' )) D,

64



(746) IDENTITES ET FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

avec
(85) ®,(2) = B(z, D)®(2).

On a alors

Q(2'.D")H(2') = Q(x',D')/‘I)(x',xr)dx7-

- / Q' D), 2, )da,

T,

=/ .(3 &, (2,2, )d,
=0

d’apres les regles de calcul rappelées plus haut. Autrement dit, !’intégrale

H (') sera solution d un systeme holonome
(86) Q' .D'YH=---=Qy((',DH =0,
ot chacun des opérateurs Qj(x', D') est de la forme (83).

3.2. L'analogue discret est le suivant : on considere une solution d’un

systeme holonome
(87) Ak.K)uk) == Av(k.K)u(k) =0

d’équations de récurrence. On pose

(88) ki ko) =D kg kg k),
ke

v

oit. par excwple. la sonnnation porte sur un nombre fini de valeurs non

nulles. Alors e(k') satisfait & un svstome holonome
(89) B (k. K')ek')=-- =By (K. K)e(k')=0
ou chaque opérateur B;(k’.K’) est de la forme

N

(90) > Ci(k.K).4;(k.K) + (K, - 1)D(k.K).

J=1
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Le probléme est de faire les calculs explicitement.

Par exemple, la fonction F(n.k) = (2) est solution du systeme
holonome PF = P'F = 0 avec
(91) P=(n-k+1)N—(n+1), P=(k+1)K - (n—-k)

(on a posé NF(n,k) =F(n+1,k) et KF(n,k) = F(n,k+1)).
Par un calcul facile, on trouve

(n+1)(N-2)=(K+1)P+ NP' — (K - 1)(Nn—n —1).

. . n C ey 1as . .
Autrement dit, la fonction v(n) = 3 ( I.') satisfait a ’équation de ré-
=~ \ k
currence

(92) (n+1)(v(n+1)=2e(n))=0.

Tenant compte de la condition initiale v(0) = 1, ceci entraine la réponse
souhaitée v(n) = 2" pour n > 0. La méthode précédente n’est pas la plus
. e ., n n . ,

simple pour prouver l'identité ), g = 2™, mais elle a Pavantage de
conduire a des algorithmes programmables.

3.3. Nous décrirons d’abord l'algorithme “lent™ de Zeilberger.

a) Utilisant les relations de commutation
kn=nk, KN=NLK , kN=Nk ., nlk = Ln
et les relations
(93) Nn=n+1)N, Kk=(k+ 1)L\ ,

on montre que tout opérateur A(n, k, N, ') s’écrit de manieére unique sous

la forme

Mc

(94) A(n,k,N,K) a;j (N, K)k* i d + R(n,N,K).

i=1 j=0
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b) On considere deux opérateurs P et P’ mis sous la forme normale

précédente
b < . .

(95) P=>3"% ai(N,K)k'n’ + R(n,N,K),
i=1 j=0
b, ¢ . .

(96) P'=)"%"al;(N,K)k'n) + R'(n, N, K).
i=1 j=0

¢) On consideére les opérateurs
k' nPp pour 0<a’' <l ,0<B<ec(b+b -1)

Fa?P por 0<a<b,0<3<cb+b —1)

au nombre de g = (b+V)[c(b+ b — 1) + 1]. Ecrivons chacun de ces p
opérateurs sous la fornie normale (94) : chacun d’eux est somme d’un opé-
rateur dépendant uniquement de n, NV et ' et d'une combinaison linéaire
de monémes k'nd a cocfficients dans !'anneauw commutatif des polynémes

en N, . Les mondémes kind qui interviennent satisfont aux inégalités
1<i<b+V-1,0<j<clb+1)

et leur nombre est (b+0"—=1)[c(b+")+1], ce qui est égal & u—1. Comme on
a p combinaisons linéaires a cocfficients dans l'anneau commutatif C[N, K|
de yt — 1 mondomes k'n’. il existe par I'algebre linéaire usuelle une combi-

naison linéaire non nulle du type

b —1 c(b+b'=1) h—1 ('(l)-}—()'—l)
> > A f(NCRE P+ > AL ken?P
a’'=0 J=0 a=0 3=0

qui ne fasse plus intervenir les monomes A'nd, done soit un opérateur dé-

pendant de n, N et k exclusivement.

d) On a donc trouvé deux opérateurs A et 4’ tels que R = AP+ A'P'

ne dépende plus de k. Que cet opérateur ne soit pas nul se vérifie au moyen
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de I'hypothese que le systeme PF = P'F = 0 est holonome. c’est-a-dire

que les symboles o(P) et o(P’) sont “indépendants™ en un sens convenable.

e) On écrit R sous la forme (K — 1) R (K. N.n). Comme on a PF =
P'F=0,0na

(97) (K —1)*R'(K,N.n)F=0.

Cette relation signifie que la fonction F' = R'(K, N,n)F est un polynome
en k. Supposons que, pour n fixé, on ait F(n.k) =0 pour |k| assez grand.

Alors F'(n. k) a la méme propriété, et comme c’est un polynéme en k, on

a F'(n,k)=0.
f) Ecrivons l'opérateur R’ sous la forme

d
(98) R(K.N.n)=> K/R;(N.n)

et posons

(99) S(N,n) = Zd:l?j(ﬁ‘v,n):
Jj=0
il en découle une relation
(100) R'(K.N.n)=S(N.n)+ (K - 1)U (K. N.n).
En conclusion, de ['équation R'F = 0, il résulte que la fonction

a(n) =73, F(n.k) satisfait a I'équation de récurrence
(101) S(N,n)a=0.

3.4. L’algorithme précédent est tres exigeant en temps de calcul et surtout
en mémoire. Un algoritlune beaucoup plus performant utilise le procédé de

sommation de Gosper [C 8] que nous décerivons maintenant.
Soit (S(k))i>0 une suite de type hypergéométrique, de sorte que 1'on
ait

S(k)

(102) T

= s(h) pour A >1.
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ou s(k) est fonction rationnelle de k. Sil'on pose
(103) A(k)=S(k) - S(k-1),

la suite (A(k))r>0 est de type hypergéométrique : en effet, le quotient
a(k) = A(k)/A(k — 1) est donné par

s(k) — 1

(104) (L(k) = S(k bt l)m

De méme, le quotient S(k)/A(k) est égal a la fonction rationnelle
s(k)/(s(k) —1).

Le probléme de la sommation hypergéométrique indéfinie est le suivant :
étant donnée la suite de type hypergéométrique (A(k))r>o, décider si la

suite (S(k))r>0 donnée par
(105) S(k) = A(0) +---+ A(k)

est aussi de type hypergéométrique. Comme on a évidemment la relation
(104), le probleme devient le suivant :

Etant donnée la fonction rationnelle a(k), décider si I’équation
(104) admet une solution qui soit une fonction rationnelle s(k), et

la calculer si possible.

On commence par écrire la fonction rationnelle a(k) = A(k)/A(k - 1)

sous la forme

(106) a(k) = =T

ot les polynomes p(k), q(k), r(k) sont tels que q(k) n’ait de diviseur commun
non constant avec aucun des polynomes r(k),r(k+1),r(k+2),--- [si g(k) et

r(k+j) avaient un facteur commun non constant w(k), faire la substitution

p(k) — p(M)u(k)u(k =1)---u(k —j+1)
q(k) — q(k)/u(k)
r(k) — r(k)/u(k - 3),
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puis recommencer si nécessaire].

Introduisons maintenant une nouvelle suite (@(k))r>0 par
q(k+1)

(107 S(k)y ="+~
) ="

la relation A(k) = S(k) — S(k — 1) se traduit alors par I’équation

p(k)A(k) ;

(108) a(k + 1)p(k) = r(k)p(k = 1) = p(k).

Si la suite (S(k)) est de type hypergéométrique, on a vu que S (k)/A(k),
donc aussi p(k), est fonction rationnelle de k. Le miracle est le suivant :
st une fonction rationnelle (k) est solution de l’équation (1 08), c’est un
polynéme dont on peut magjorer explicitement le degré par un entier J cal-
culable a partir de p(k), q(k) et v(k). Silona J < 0,iln’y a pas de solution

et la suite (S(k)) n’est pas de type hypergéométrique ; sinon on pose
(109) e(k) = fo+ frk+---+ fsk’

et I'équation (108) se traduit en un systeme d’équations linéaires pour les
coefficients fy, - -, fy.

3.5. Posons le probleme de la sommation hypergéométrique définie. On
dispose d’une fonction F(n, k) de type hypergéométrique, satisfaisant aux
deux relations

F(n+1.,k) F(n,k+1)

= A(n. k),

(110) F(n, k) F(n, k)

= B(n,k) ,

ou A(n,k) et B(n,k) sont deux fonctions rationnelles. On cherche a dé-

terminer des polynémes so(n),- - -, s;(n) et une fonction rationnelle R(n, k)

satisfaisant a la relation
(111) s(n,N)F(n,k) = G(n,k) — G(n, k-1) ,

ou I’on a posé

1
(112) s(n,N) = Zs,;(n)Ni

1=0
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(113) G(n,k) = R(n,k)F(n, k) .

Compte tenu des relations (110) et apres division par F(n, k), la relation
(111) devient une identité entre fonctions rationnelles

i—1

1
(114) ) si(n) H (n+j,k) = R(n,k) — R(n,k —1)/B(n, k — 1).
=0

En général, la vérification de cette relation, une fois déterminés explicite-
ment so(n),---, sy(n) et R(n,k). est tout a fait élémentaire ; elle entraine
(sous réserve par exemple que F(n, k) soit nul pour |k| assez grand lorsque

n est fixé) que la somme a(n) =Y, F(n, k) vérifie I'équation de récurrence

I
(115) Zs.,:(n)a(n+i) =0.

i=0
Zeilberger dit que R(n,k) “certifie” la validité de l'équation (115).

Pour le calcul de so(n),---.s;(n), R(n,k), on procede comme dans
I’algorithme de Gosper, en traitant n comme un parametre, c’est-a-dire en
remplacant le corps de base C par le corps des fonctions rationnelles C(n).
Donnons simplement les formules essentielles. Comme dans la méthode de

Gosper, on introduit une factorisation

Fn+dk)  pi(n,k) q(n,k)
Fin+i,k—1)  pi(n,k—1)r(n,k)

(116)

avec des polynomes p;(n, k), q(n. k) et r(n,k) tels que g(n, k) n’ait de fac-
teur commun avec aucun des polynémes »(n,k + j) pour j =0,1,2,--- [on
détermine d’abord po(n.k).q(n,k) et r(n,k), ce qui est toujours possible
si le numérateur et le dénominateur de B(n, k) sont produits de facteurs
linéaires ; on utilise ensuite le fait que F(n + i,k)/F(n,k) est une fonc-
tion rationnelle connue d’apres (110)]. On détermine ensuite les fonctions
rationnelles sq(n), -+, s7(n) et fo(n), -, fj(n) satisfaisant au systéme d’é-

quations linéaires (identifier les coefficients des monomes en k)

I

J
(117) Z{q(n,k+ Dk) = r(n, k) (k= 1)7} - fi(n) Zpi(7l,k).si(n).
j=0

=0
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On conclut en posant

J I )
) Z':O si(n)F(n +1,k)
g Gn.k) = q(n. k NSy ST .
(8 Gk =tk 1) gk S D

Comme F(n +1i,k)/F(n,k) est une fonction rationnelle de n et k, il en est
bien de méme de G(n,k)/F(n,k).
Exemple : F(n,k) =1/kl(n — k).

On prend I = 1, et I’algorithme de Gosper garantit que J = 0 convient.
On a alors :

po(n,k)=n—-k+1
1 (n. k) =

(119) o
gnk)=n—-k+2
r(n,k) =

Les inconnues sont sg. s1. fo et le systeme (117) s’écrit
(120) (n=2k+1)fo=(n—-k+1)so+ s, :

en séparant les diverses puissances de k, ceci donne le systeme

(121)

{ (n+1)fo=(n+1)sg + 51
2f() = 50 .

Une solution est

fo=1,50=2,s =~-(n+1),

d’ou
2F(n,k) = (n+1)F(n+1,k)

e Ty i} P R

comime on a

N F(n+1,k) 1
(122) Fin.k) ~ n—-k+1"
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on conclut par un calcul de fonctions rationnelles

(123) =1.

L’équation (111) prend dans ce cas la forme
(124) 2F(n, k) = (n+1)F(n+1,k) = F(n,k) — F(n,k —1).

Par sommation sur k, on voit que a(n) = ), F(n,k) satisfait a 1’équation

de récurrence

(125) 2a(n) — (n+1)a(n+1)=0:

2n

ceci joint a la condition initiale a(0) = 1 donne la solution a(n) = %, d’ott

la formule sommatoire
n
1 2"
12 T =
(126) /;) Rl(n=k)  n!

On a retrouvé notre exemple favori Zk =0 (,\ ) = 2",

3.6. Zeilberger et Wilf sont en train de développer des algorithmes sem-
blables pour traiter les g-analogues des fonctions de type hypergéométrique.
Avec Almqvist, Zeilberger a aussi décrit des algorithmes du méme genre
pour déterminer les équations différentielles satisfaites par des intégrales
du type u(x) = f v(a,y)dy ou v est de type hyperexponentiel.* Enfin, en
s’appuyant sur les résultats préliminaires de Galligo [C 7], Takayama [C 14]
a développé des techniques d’élimination dans les idéaux d’opérateurs diffé-
rentiels, imitant les bases de Grobner [C 5] pour les idéaux de polyndémes.

Cela lui fournit une alternative aux méthodes de Zeilberger.

* Ceci siguifie que D,v/v et Dyv/v sont des fonctions rationnelles.
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4. SERIES ET FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES *

4.1. On a déja rappelé la définition de la série hypergéométrique de Gauss
F = 2F1 .

(127) F ( “cb z

k>0

elle a un sens pourvu que ¢ ne soit pas un entier négatif, et la série converge

pour |z| < 1. Elle satisfait & I’équation différentielle

&’F

(128) z(1 - 2) =

dF
+{c-—(a+b+1):}—d—~—abF=0.

Dans certains cas particuliers, on retrouve des fonctions élémentaires, par

exemple
(129) F(“bb z) =(1-2z)""

a a+1/2) \ _1 A/2v=2a . Lo 1/2y-24
(130) F( 2 (~)_2(1+~ )72 4 (1= 2

Les fonctions correspondant a divers parametres @, b, ¢ ne sont pas indé-
pendantes ; voici par exemple la relation d’Euler

a+b—c (lb~
:):(1—:) +o F( . )

Dans certains cas, on peut sommer exactement la série (127) :

C

(131) F(C—(L c—>b

a b _ T(e)l(c—a=D)
(132) F( . ll) = Tle—a)Te ) GAUSS

* Voir [A 16] et [A 2] pour les propriétés de base des fonctions hy-
pergéométriques, et [A 11] (chapitre 5) pour un exposé trés détaillé des

sommes liées aux coefficients binomiaux.
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a b  o—a I‘(1+a—b)l"(%)
(133) F(1+a_b’—1)_2 EEw vy KUMMER
al-all\_,;s  T(FIO)
(134 (") = NEDYCTE
2a 2b |1\ _Tl(a+b+1I(3)
(135) F(a+b+§ §>_r(a+§)1“(b+§)'

Il y a deux démonstrations classiques de la formule (132) de Gauss.

Tout d’abord, on a la représentation intégrale d’Euler

c 1
(136) F(“ch =W)Fp((:)_—b—)/0 71 (1= )N (1 — t2) %t

qui fournit le prolongement analytique de la fonction hypergéométrique
dans le plan coupé le long de I’axe réel de 1 a +00. Pour z = 1, l'intégrale

se réduit a 'intégrale béta d’Euler

1
/ tb—l(l _ t)c_b_a_ldt,
0

donc a I'(b)['(¢c — b — a)/T'(¢ — a). La méme méthode permet d’établir les
relations (133) a (135).

La deuxieme démonstration utilise une équation de récurrence

) =

z) +c(c—-1)(1-2)F (Ca— ]

a b

(137) (c—a)(c—b):F<C+1

=c[(2c—a—b—1):—c+1]F(acb

)

(vérification directe par comparaison des coefficients de ). En prenant la

limite pour z tendant vers 1, le dernier terme disparait, d’ou

(138)  (c—a)(c=Db)F ( ot ’ 1) = clc—a—b)F ( “c”’ 1) ,
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Par récurrence sur ’entier m > 0, on en déduit

a b _(e=a)mlc=b)m a b
(139) F( c ‘1) - (c)m(c—a— b)mF(C-}-yn

1).

On passe ensuite & la limite sur m ; il est facile de voir que F ( CC:_ fn ‘ 1)

tend vers 1 lorsque m tend vers l'infini, et le développement de la fonction

gamma en produit infini donne la relation

() () _ T(01) - T(oy)
(140) 7711Ln}>o (v1)m - (v:)m F(“l) e P(u'll)’)

lorsque uy + - -+ 4w, est égal a vy + -+ + Up.

4.2. La formule de Gauss est particulierement intéressante lorsque b est un

entier négatif ; compte tenu de la relation de récurrence
(141) I(s+n)=T(s)(s)n ,

la formule de Gauss se spécialise en

(142) F ( “ =n

Mais la série hypergéométrique se réduit a une somme finie, et apres quelques

manipulations, on obtient la relation

) . YA (@) (c—a),
(14 S (7) o =

k=0

[l reste a faire la substitution « «— —u,¢ «— v —n+1 pour obtenir la formule

de Chu-Vandermonde

t+v = U v
(144) (1 n )= (k) (n—k)'
k=0

Voici d’autres spécialisations de la formule (142)

(145) Z(/..Z:l\',):(f,q,.::—}-l) (@ =Tl.ce—n—7)

k=0
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= (-1)" ('.;1) (a—1lce——n+r+1).

o >0t (})

A son tour, la formule de Chu-Vandermonde contient de nombreuses spé-

cialisations, par exemple*
u v _f u+tv
T \m+n)’

Xk:(m+k n—=k

(147)
De maniere analogue, la formule (133) de Kummer donne par spé-
cialisation
l—r—=2n =2n| _ 1) = (=1)" 2n)! (r=1) ,
i n! (r+n-1)!

(148) F ( ]

et apres quelques manipulations simples, on obtient la généralisation sui-

vante de la deuxieme formule (2)
2n , , . r
(1) (a20) = (3):

. _1\k

(149) Z( D k 2n — k
k=0

Ou pourrait continuer ce jeu : pratiquement n’importe quelle formule

donnant la somme de produits de deux coefficients binomiaux

s’obtient par spécialisation des formules (132) a (135).
Pour aller plus loin. il faut introduire les séries hypergéométriques

4.3.
générales (voir le n° 2.1)
- () ay, (@) (ap)e 2k
(150) ,F, ( ! '“) = ————
PRI\ by by /ZN (D)o ()i K
L’équation diffé¢renticelle (128) se généralise ainsi (on pose D = (—;I; et v =
:%)
DW+b =1)---(+b,—1)F =W +ay) - (V+ap)F .

(151)
* Voir [A 11], page 169 pour une liste plus étendue.
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Cela résulte immédiatement des trois formules de dérivation :

a ap---a ai+1---a,+1
1 P 2 ) = P 1 P
(152) DF(b1 b, > m.umF(b1+1 b, +1‘)
(153)  @+a)F (9| ) =g (0 t] “

bl...bq bl 2

(154) (W +b, —1)F( %
by b,

_ _ al a2 “ .. ap
z)-—(b1 l)F(bl_1 by---b, z).
Dans la formule d’Euler (131), comparons les coefficients de z™ dans les

deux membres. On obtient une relation due 4 PFAFF et SAALSCHUTZ
et qui s’écrit

- a b i 1 _ (C_a/)n(c"'b)n
(155) aks ((‘ a+b—('—n+1‘1> T (C)nlc—a=0),"

: L ab
Il est facile de retrouver le théoreme de Gauss sur » F} ( LC ' 1) en prenant
la limite pour n — oo dans la formule de Pfaff-Saalschiitz.

Nous recopions les relations les plus remarquables obtenues par som-

mation de séries hypergéométriques générales :

DIXON :
a b c
3F2( a—b+1 a—c+1|1)_
(% +1)0(a — b+ 1)l(a—c+DI(L —b—c+1)
Tla+ )T(2 —b+ 1)I(2—c+ Dl(a-b-c+1)
WATSON :
F (a b ¢ 1)_1"(% T(c+ 3)T(4EE)T(L -4 -2 4¢)
352 jla+b+1) 2¢ T(SNT(B)D(e— & + Ll - 2+ 1)
WHIPPLE :
P (a b ¢ 1)_ 7(e)T(f)
TP\ e g 220-1D( 454 ) T(4L) D () (B
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(sous les hypothéses a +b=1et e+ f = 2c+1).

L’identité la plus impressionnante est celle de DOUGALL :

F (@ b c d e -m 1
e a—b+1 a-c+1 a—-d+1 a—e+1 a+m+1
_(a+Dmla=b—c+)mla=b=—d+1)m(a—c—d+1)m
(a=b+1)pla—c+1)pmla—d+1)pla—b—c—d+1)y’

ol
wia 4
—

sous I’hypotheése que m est un entier positif et que 'ona 2a+1=b+c+
d + e — m. Les experts savent déduire de ces formules, par spécialisation,

un nombre illimité d’identités entre coefficients binomiaux.

4.4. Toutes ces relations ont des g-analogues.* On a déja introduit le
produit infini (a;q)a = [[,,50(1 — ag™), qui est un cousin de la fonction

gamma, et le produit partiel

n—1

a:q). ,
(156) (a:q)y = —(ﬂ = H (1—aq™).
(ag™:q)oe 2y
Le g-analogue de la factorielle est
(4:9)n
157 nj,! = :
(157) [n]q T—q"

¢’est un polynowme en ¢ de degré n(n — 1)/2, dont la valeur pour ¢ =1 est

égale a nl.
Le g-analoguc de la fonction hypergéométrique de Gauss est donné par

- a b\ e (was(big)e
(158) ._,<I>.( ) .(,.,.)_Z—m_ ,

& (ol a)r

avec la généralisation évidente

Kk

JUNRR () ((ll;(I)k"'(al‘;(])k ~
(159) P (“1 “ :q::) = .
by -+ s ,é% (br:@)k -~ (bsi e (g3 @)k

* Voir les livres d’Exton [A 17] et de Gasper et Rahman [A 19).
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De méme que la série du binéme est un cas particulier de fonction hy-

)

pergéométrique

(160) -9 = (¢

et que I’exponentielle est donnée par

(161) €:=0F0(:IZ),

on introduira une série g-binomiale

(162) 0 (Cogs) = 3 Ll i)

et une série ¢-exponentielle

— =k 1
(163) 0‘1’0(_2(135) =Z( =T

S wae (20)

(pour retrouver le cas classique, remplacer z par (1 — ¢)a et faire tendre q
vers 1).

Dans la série ,®;, si I'on remplace = par 1 et que I'un des parameé-
tres a; est de la forme ¢~ (avec m > 0 entier), on obtient une somme
de coefficients g-binomiaux (voir le n° 2.5). Les formules de sommation

hypergéométriques (Gauss, Kummer,...) ont des ¢-analogues dont voici un

échantillon :
GAUSS :
1 : b
2@ (" ¢ )i(lif/“b) =1L, (({,(l c-(//ub (1)
KUMMER :

0 (C i) =1 —0 ) om (4 TP e
2P aq/b'q‘ (/0 ) =11l —q/b (:q/b1 2llo | _ q
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PFAFF-SAALSCHUTZ :

., (0 b g ) _ (¢/a;0)n(c/bi@)n

¢ abetgt- T (¢;q)n(c/ab; q)n

DIXON :

a® b ¢ 2 _ b/a®> c/a® q/a bcfa
3(1)2( «2q/b a2qfc’ T a/bc) = 4Tl ( bla c/a q/a® bc/a®

)

On a adopté la convention suivante

) _ (a15@) 0 * " (ar; @)oo
1 ot

- -a,
164 pin y :
(164) ( by by (01:q)oc - (bs1 @) o

On peut spécialiser ces formules d'innombrables manieres ; citons deux
cas particuliers célebres

JACOBI :

+

ll"’ n = 1
( L= > 35 —
Z 1 ’gl (1+(1_1u—l:)(1+q_m—1: l)(l_qu)

n=-—x

ROGERS-RAMANUJAN :
< .'-' xX 1
Z (1-q¢ l—q o (1—gh) 11 (1= ¢>n+1)(1 — gon+d)’

k=0 n=0

4.5.  Qucel est Fapport de Zeilberger 7 Je Tillustreral sur un exemple
typique, et je renverrai a [B 16] et [B 18] pour un grand nombre d’applica-

tions analogues. v compris la formule de Dongall [B 14].

Tout d’abord. la formule (3) de Dixon est le cas particulier a = b =

¢ = n d'une autre formule de Dixon (1903), a savoir
. gk [atD b+ ¢ c+a) _ (a+b+c)!
(165) z( b <(l+1-'> (1)+’~‘> (('+/~') T alle!
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(a, b, c sont des entiers positifs). Ce n’est autre qu'une spécialisation de la
formule hypergéométrique de Dixon :
(166)
_ < _ — 9, < v ] ¢ —
F l—a—-2n 1-b-2n -2n 1 =(_1)n(2n).(a+b+2n 2)n
a b wl (@a(0)n

Voici la démonstration de la formule (165) élaborée par Zeilberger, en

collaboration avec son fidele servant électronique Shalosh Ekhad. Posons

(n+0)(n+c)l(b+c)!
(n+ k)l (n—=kE)b+ K)(b— k) (c+k)(c—k)

(167)  F(n,k) = (-1)*

(n+b+c)
n!blc!

(168) R(n) =
La formule & démontrer est le cas n = a de la formule

(169) > F(n.k)=R(n) .
k

Or le cas n = 0 est évident, et I’on a 1’équation de récurrence

(170) (n+1)R(n+1)—(n+b+c+1)R(n)=0.

On aura réussi si 1'on découvre un compagnon G(n, k) de F(n,k) (les deux
forment ce que les auteurs Wilf et Zeilberger appellent modestement une

W Z-paire) satisfaisant a la relation
(171) (n+ 1) F(n+1,k)—= (n+b+c+1)F(n, k) = G(n, k) - G(n,k—1).

L’ordinateur Shalosh Ekhad, utilisant les algorithmes décrits au n°® 3.5,

recherche une solution sous la forme
(172) G(n, k)= R(n.k)F(n, k),

ot R(n,k) est une fonction rationnelle. Par ailleurs, F(n,k) satisfait aux

deux équations de récurrence

(173) Fn+1,k)= A, k)F(n, k), F(n,k+1) = B(n,k)F(n,k),
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et apres division par F(n, k), la relation (171) s’écrit

R(n,k-1)
, Aln. k) — = By~ -/
(174) (n+1)A(n,k)— (n+b+c+1) = R(n,k) B(n,k—1)
Les fonctions A(n, k) et B(n, k) sont évidlemment connues :

(n+bdb+1)(n+c+1)
(n+k+1)(n—k+1)

(175) A(n, k) =

(n—k)(b—k)(c—k)
m+k+1)0+k+1)(c+k+1)

(176) B(n,k)= -

et 'ordinateur découvre la solution suivante a I’équation (174) :

(b= k)(c k)

(177) R(n. k) = 2n+k+1)

Une fois découverte la fonction R(n,k), la vérification de 1’équa-
tion (174) est triviale.

5. VERROUS ET VOIES NOUVELLES

On dispose maintenant d’un dictionnaire précis ramenant la preuve
d’identités hypergéométriques (et en particulier de relations entre coeffi-
cients binomiaux) a celle d’identités entre fonctions rationnelles. Mais il
resterait a organiser la masse de résultats obtenus, et a deviner les structures
sous-jacentes. Au vu de quelques exemples, la clé semble étre a rechercher
dans une cohomologie a la de Rham de formes différentielles a coefficients
fonctions rationnelles, de leurs analogues sur un réseau Z° et dans la ¢-
machine. Les modules holonomes sout intimement liés aux fibrés vectoriels
munis de connexion intégrable. et il v anrait a explorer des sortes de groupes

de Galois différentiels.

Dans les récurrences a une variable k, il faut distinguer souvent le
comportement asymptotique pour k tendant vers +oo, et pour k tendant

vers —oo ; par exemple, I’équation

Flk+1) = (k+1)F(k)
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a deux solutions
fi(k)=k! pour k>0
(=1)¥*1/(=k = 1)! pour k<0
0 pour k£>0.

fa(k) =

Aomoto [D 1, D 2, D 3] a commencé & étudier ces comportements asymp-

totiques, aussi pour le cas d’équations du type };f(q;)) = a(q: z), et surtout a

plusieurs dimensions.

La formule (165) de Dixon est le cas particulier n = 3 d’une formule
de Dyson affirmant que, si I'on développe en série de Laurent le produit
I ;6] aifa;)* (ou 7,j parcourent les entiers 1 a n), le terme constant
est égal a

(a1 + -+ an)!

alrap!
Ceci est le point de départ de nombreuses identités du méme genre, as-
sociées aux algebres de Lie simples : conjectures de Macdonald et Morris-
Macdonald. Presque tous les cas sont aujourd’hui traités, mais certains
(comme le cas de G2 et de Fy) n’ont cédé qu’aux ordinateurs utilisant les
méthodes de Zeilberger. Ici, on rencontre une difficulté subtile : si z, z2, 23,
21 + 22,21 + 22 + 3 sont des polynomes, il n’en est plus ainsi de 2™ ou de

z1 + - -+ + &, du point de vue algorithmique (pour n indéterminé).

On bute sur un autre verrou lorsque 1'on veut prouver des identités ne
contenant aucun parametre ; par exemple, pour prouver a 'ordinateur la

formule de Rogers-Ramanujan, il faut passer par un intermédiaire :

q )rgl
(178) Z(Q.——Z :

& v(I) q: (1 n—k (1’(] n—k (1 (1)n+k

5k —k)/2

qui contient un parametre libre n, puis faire tendre n vers 'infini.

On rencontre une difficulté analogue si ’on veut prouver des relations
purement numériques. Comment prouver qu’il s’agit du méme nombre 7

dans les formules suivantes :

. 1 ot oc 2y
— = —_ = -_— Ty = V21 ?
Z 2n + 1 6 Z n? ,/_,)c ¢ @ 4
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Au fond, qu’est-ce quun nombre réel du point de vue de ['analyse algébrique
au sens de Mikio Sato et de ses émules 7 Une remarque de Métropolis et
Rota est peut-étre pertinente : soit (a,),>o une suite de nombres entiers a

croissance polynomiale
(179) lan| < CnF (n>1)

pour deux constantes C' > 0 et k£ > 1. Soit b > 2 un entier. Alors la série

Yoo o an/b" converge (trivial) ; sa somme est 0 si et seulement s’il existe

une autre suite (¢, ) @ croissance polynomiale et telle que
(180) a, =c, —bc,_1 .

Voila un nouvel exemple de sonume télescopique.

Enfin, I'analogie entre somimes de Gauss et fonction gamma est bien

connue. Une identité de sommes de Gauss, due a Anna Helversen-Pasotto

1).

Comment généraliser ceci pour les relations de Dixon, Saalschiitz, etc... ?

[E 8], est en fait I’analogue de l'identité de Gauss sur F} (ac b

Quelle est la méthode algorithmique sous-jacente 7 Y a-t-il un lien avec les

faisceaux-caracteres de Lusztig, ou les groupes quantiques 7 Place au réve !
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