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Exposé no 7

THECRIE DES ALGEBRES SEMI-SIMPLES

(Exposé.da P. CARTIFR, 1o 4.i.55)

&

Le corps de base est supposé de caractéristique O dans cet exposé.

1.~ Préliminsires.

Soit V un espace vectoriel de dimension quelconque sur K et A une

femille d'endomorphismes de V , On dit que V muni de A est complétement

réductible si tout espace de V invariant psr A odmet un supplémentaire

invariant par A .

Lemme 1.~ V &tant complétement réductible, on avpelle V"a le sous espace
des vecteurs annulés par tous les X €A et VO- le sous espace engendré par
les vecteurs Xv (X €A, veT),

1). V est somme directe de V% ot V° .

2)s si V est muni d'une différentielle d commtant aux X € A et telle

que X v cst un bord si v est un cvele H(V)cﬁ'H(VhF , (H(V) - désigne 1'homo--
logie de V pour d, H(V) = z(V)/B(V) ).

1) I1 est clair que v A et VO sont invariants par' A, Vl3 admet donc
un supplémentaire invariant W, Si v=w+V weW v'eg V™ on a

Xv=Xv€ W donc W o> VO

W.Si t€T Xt€Tnv™W=0 done €V mais T oV W avi=0

donc t =0, autrement dit T =0 W = VO et V est somme directe de V‘:3

et V0 . Noter que si U est un sous-espace invariant de V s U est somme di-
O & vRcvh
Par suite UO =Un VO 8=y m-Vh en particulier si U ¢ VO U= UO .

C

. S0it alors T un supplémentaire de VO dans

recte de UO et Uh 3 par ailleurs il est clair que Uoz: v

2) 4 commutant & A, V~ et 79 sont invariants par 4 donc H(V)

est somme directe de H(VO) et H(Vq) » I1 suffit donc de montrer que

H(VO) =0 . S0it v €& VO dv=0,7T le sous éspace invariant engendré par
v : il est sous tendu par v et 1és Xv , Mais Uce V0 donec U ¢ UO et

v cst donc de la forme E:hi Xi'v + i Yi Zi v ~ v est un cycle donc Xi v
est un bord ; par gilleurs d Zi v = Zi dv =0 donc Zi v est un cycle et

T, Zi v est un bord, Finalement v est un bord.
C.Q.F.D,
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Cc lemme permet de définir une application Wy V —yH parallélement
a VO , donc vifi= v (x v)\:‘ =0,

2.~ Cohomologic des glgébres semi-simples.

Soit of une =lgébre de Lie semi-simple, (B, V) une représentation 1i-
néaire irréductible non triviale de o} » OC l'ensemble des éléments de U
annulés par © . 11 existe alors un idéal £ tel que ¢} soit isomorphe &

W,
<7 elle est

£iddle et ¥ est encorec seri-simple donc (théorsme 3 de 1'Exposé n® 6) la res-

ot x & (cf. Exposé n° 6); si on restreint la représentation O 3

triction 3 ¥ do 1a forme quadratique T r(f(x) O(y)) est non dégénérée, On

-

peut donec former 1'¢lément de Casimir Cy correspondent & 1'idéal P et 2 1a
forme quadratique T r(& (x)O (y)) . C'est un élément du centre de U(OJ«) done
"; annule les Hp((?,,' V) , mais @(Cv) est un

automorphisme de V et ceci implique que HP(Q} » V) =0 pour p>0 . En outre

(Exposé n° 4, Proposition 2) C

si V=K D=0 ; Hl({, y V) =0 car op = [cg, ,%] on peut appliquer le thée-
réme 2 de 1'Exposé 4, qui montre donc quc toute représentation de 0} est com-

plétement réductible.

Donc si (B, V) est une représentation lindaire quelconque de dimension

finie de o(-]t V est somme directe de sous modules irréductibles ou trivieaux,
done V=V943 Vi s Vi étant irréductitle non trivial., Commre

Hp(aé s Vi) = 0 on voit que Hp(%, V) = Hp(o}, VL.") « I1 reste donc & étudier
le cas de V:K,@:O.

Pour ceci rapnclons que Cp'(%, K) est 1l'esvace des Q}—-homomorphismes
de Cp dans K autrement dit les formes lindaires sur Cp. telles que
f(ue) =0 8i uce U(OJ)J ¢ (u) = 0 ., Rapnelons que C est engendrée par les
x etles x (x¢€ 03,) et que d x = x . On définit alors &(x)f et i(x)f

pour la cochaine f par les formules

@(x)£)(e) = £(c.x) (i(x)£)(e) = £(e x)(-1)P
d'ol .
(i(x)af + di(x)f)(¢) = r(d(e.x)) - f(de.x) = f£e.x) = (F(x)f)(e)

donc si af =0, O(x)f = di(x)f est un bord. Comme il est clair que
B)B()]=0(xy]) clest-a-dire que les O (x). définissent une représenta-
tion lindaire de 0y dans Cp(O}, X) et que par ailleurs

B(x)a = i(x)d2 +di(x)d = d8(x) (ear a =0 ), i1 suf<it de remerquer que
toute représentetion de oa(, est complétement réductible pour pouvoir appliquer

le 2) du lemme 1, Nous allons montrer que, si f est annulée par les B (x) ,
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df=0, ccqui achéﬁefn de prouver que HP(Q}, K) s'identifie nux cochaines
invoriontes de degré P . Or il suffit de c-lculer d(xl...xp) dens Cp
_> (. i-1
d(xl...xp)—i (-1) Xy e By oo X

nois x, x % X =X X X+ E:: X [X.,X. JoooR, 00eX
'} 9 —i 1.-. t.l'p 1.'0_0... .<i 1... i’ j e 0 i.‘ p

i i P 3
A A

ceeX.ioaoX X, = Xye0eXs000X 2 XyoeoR,eeol Xy 9X, JoooX

KpeeeXy p =i 1°°°=4 . 1 i oL i’ J] **Tp
j>i
- { vz N s i-1

additionnons ces deux égrlités membre 3 membre, multiplions par (-1) et
sommons en 1 3 il viendrs alors enuwilisant le foit que les X, anticommu-

tent dens C(Q})
i-1 N . “a . oyi-1 "
Z("l) gc_i Xl...xi- 'oxp + z("l) . xl"'xi'"xp }—c'i
_ i+j"‘2 “a
2 d(xl...xp) +-§;5§;; (-1) [xi,xj] xl...ij...xi...xp

* o | )
2 2 AT [,k T X e Ry R
RS S A

= 2 d(Xl vee Xp)

Mais f s'annule sur les tormes commengant - ou s8¢ terminont par X done
2 df(xl cee Xp) =0 cl'est-a-dire df = 0,

Remaerquons finclement que les cochalnes & veleurs dans K s'identifient

aux formes linéaires sur 1l'algdbre extérieure /\(q}) et qu'alors
(B)E) () = flax) =-£(x, al) =-£(O(x)a) 2 € A(gp)

O (x)a daésignent 1 veleur de a pour le dérivation de A (g}) qui prolonge
adx sur Al(Q}) . Autrement dit B (x)f = 0 signifie que f est une forme

multilindaire invoriante sur~<3¥ .

Théoréme 1 : si V est un ¢of-module de dimension finie Hp(g}, V) est iso-

morphe & Hp(g},vh) . Par cilleurs Hp(qy, K) s'identifie 3 1'espace des for-

mes -p-linéaires glternées invarientes sur cg, .

Tirons meintenant les conséquences de ce théordme en ce qui concerne la
théorie des algebres semi-simples. Tout d'abord on a vu que toute représenta-
tion de g} est complétement.réguctible. Réciproquement si cette propriété cst
vraie, lo représentation adjointe est compldtement réductible donc tout idéal
admet une supplémentcire, Si C? n'était pas semi-simple, elle curait un
idéal. ebélicn non nul o, , aiors Qgéz or x % et toute roprésentation de o
s¢ prolonge cn une représentation de q} nulle sur O . Or une algébre de Lie

abélienne posséde des représentations non complétement réductibles par exem-

ple, 1o représentation metricielle
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A forme linécire sur ov ,

done :

Théoréme 2 : Pour gqu'unc algebre de Lie o soit semi simple, il fout et il suf-

fit guc toute représentation linénire do % soit complétement réductible.

Corollsire : si c; est semi-simplec, toute dérivction de o} est_intérieure.

Soit () 1'clgébre de Lie des dérivations de g , J 1'idéel de ®
formé des dérivations itéricures. x —> adx est uyisomorphisme de ¢ sur
J 3 donc J est un idéol semi-simple de G . Ia représentetion adjointe de
J dans B est complétement réductiblg donc () est somre direcie de [J ,®]
ot du sous ospace W7 des éléments commuient & J . Or si D€ 0k
[adx,D] = adDx = 0 pour tout x € P » mais clors Dx = O et finalement

D=0, Corme [} ,0] ¢ puisque J est un idénl de (X , O=J .
C.Q.FaD.

On peut démontrer ceci autrement : D wune dérivation de o est une
l-cochaine & vcleurs dans o} (runi de la représentation adjointe)
& D(x,y) = adx D(y) - ady D(x) - D([x,y])
[x,D(y) ] + ED(X)yYJ D([x,y]) =0

D est un cocycle donc un cobord puisque %],h = 0 (c'est le centre de

1

) et il existe a & tel que D(x) = - adx.a = ada.x .
Y %

Théoreme 3 : Si a& est _semi-simple, toute extension de O Dar unme algébre
résoluble est inessentielle. Si or et 7' sont deux sections, elles sont

conjugudes par un zutomorphisme spécial,

I1 suffit de remarquer que HZ(O(IL, V) = Hl(Cg., V) = 0 pour toute repré-
sentation irréductible non triviale de % et que 9 = [tg , %] pour pouvoir

appliquer le théoréme 2 de 1'Exposé n°® 5 .

3.~ Algébres réductives:

Définition : Si b; est_une sous-algebre de , on dira que N est ré-

ductive dans lorsque la représentation adjointe de b “dans %} est complée—

tement réductible, o} réductive dens g se dire simplement 9 - réductive,

Théoréme 4 : Les 3 conditions suivontes sont équivcolentes @

1) Pour tout x& non nul il existe une représentation irréductible

(B, V) de a} avec Bx) £0 .

2) 02, est _somme directe d'une algébre semi-simple et d'une algebre
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abéliennc : o} =3+ [(? ’Cc)f] (é centre de g]«) .
3) o} cst réductive.

1) == 3) Soit 7 un idéal résoluble de o et M= 7R t?] Le lerme 2 de
1'Exposé n® 5 montre que 9([’141,% 1) est dens le radical de 1'algébre associa-
tive Q(U(OJ)) done que @ (#) =0 si (6,V) cst unc représentation irrdduc-
tible. Finclement # = O d'eprés la condition 1), Tout idéal résoluble de Uf
est contenu dans le centre 3 de ? . 9}/5, n'a pas d'idéal résoluble # 0‘
car un tel idéal sercit de la forme 444/5)’ ot 24¢ serait résoluble # £

Donc %( /5, ‘cst semi-simple. La représentation adjointe de %i s'annule sur

3, et toute représentation de cg /3 est complétement réductible, donc 7 est

réductive,

3)==2) Soit o} réductive, Le lerme 1 montre que g = o(}h + [03 ,%] c'est-
a~dire ¢ = % + [001 ’%1] . D'zutre part [_Oc"t ,OJ] est sorme directe d'idéaux
minimaux qui ne peuvent €tre ab&liens sinon ils avvartiendraient & g . Done
[ch’ ,OJ] est sorme directe d'clgdbres simples : elle est semi-simple,

2)==31) Soit o = '9 x 0t b semi-sinple, ot abélienne, La représenta-
tion adjointe de B est fidele sur ¥ . Soit une base 7\1 eee }\n du dual de
1l'espace vectoriel Or . On consbruit une représentation complétement réducti-
ble fidele de (g en posant |
adh 0
O(h +a)= Al(a)
| 0 }\n(a)%s C.Q.F.D.

Supposons donnée une représentation irréductible d'une alsebre de Lie
‘réductive soit (9, V) . Soit Oz un idéal abélien de g, contenu dens le
centre 3 de g . Le commutant de B (OJ) est un corps L d'aprds le lorne-de
Schur, corps qui contient & () . Donc 1'algdbre d'opéroteurs engendrée par
O(a) est un sous corps M de L et lo réduction & ¢ de la représentation
donnée cst complétement réductible, Méme résultat si (6,V) est complétement

réductible.

Remarquons que si A est une algeébre. associative et commutative toute
représentation irréductible s'effectue dens A/M ot M ‘est un idéal maximal
de A ., De 12 on déduit que toute représentation irréductible d'une algébre de
Liec abélienne oz s'obtient comme suit : on considre une extension de degré.

- finie L sur K et une epplication lindeire € .de Ov dens L, 8(0[,)
engendrant le corps L sur K 4yla reorésentation se passe alors dans L avec
b)) =0(x).f (produit dans 1e corps L ).
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Soit alors % réductive 001 = D X 3 , (9,V) une rcprésentation 1i-
néaire de o dont la restriction & 3 est complétement réductible., Il résulte
de ce qu'on vient de dire que V <st somme directe de sous-espaces Vi inva~
riants par 9(3,) y la restriction de 9(5.) 3 V. ongendrant un corps L,
d'opérat‘ urs et L, étent non isomorphe 3 Lj pour i # j . Tout opérateur
commutant a 9( 2,.) conserve alors les Vi qui sont done invarients par
9(%) . Un sous-espace de V, invarient par 9(0}) est alors la méme chose
qu'un sous-espace Li—ve-ctoriel-de Vi invariapt par D . Mais le critére
de Cartan montre immédiaterent que D étont semi-pimple, il en est de méme de
W' = bLi (algebre déduite de B par extension du corps des scalaires) et
donc toute }représenta‘oion de b ' est compl‘efcenent réductible, Donc la repré-
sentation de OJ’ dens v, est compl2tement réductible, ainsi que la représen-

totion de UGL dons V .

Proposition 1 ¢ cg étont réductive, pour qu'une représentatvion de cg, soit

crplétement réductible

présentation au centre } de cy le soit.

s, i1 feut et i1 suffit que la restriction de cette re-

Considérons maintencnt deux représentations complétement réductibles de

) (Bi,Vi) et leur prdduit tensoriel (P,W) . La restrictionde p & 3
est identiqug eau produit des rostrictions a } de 91 et (92 « Si nous mon-
trons donc que le produit tensoriel de deux représentations complétément ré-
ductibles de } est de cette espece, une double epplication de la Proposition
1 montrera que p est complétement réductible. Soient donc deux extensions
L, de K et ‘Vi = } —> L; deux applications linéaires, on définit une
représentation linéaire de % X ’5 dans L]:@L‘2 en posant ,
9(}1,'}2) = Wl(él) ®1+1® L!"2(32) . Un sous espace invarient de
Ll ® L2 est alors ni plus ni moins qu'un idéal de 1l'algebre Ll® L2 . Mais
on est en caractéristique nulle, donc L& L2 est une algébre gemi-gimple
dene la représentetion de 2) X } est completement réductible et il en est
de méme de la restriction de cette représentation & 1'ensemble des (z ,2 ) .
Autrement dit le produit tensoriel des représentetions Wl et ‘\Vz est comple~
tement réductible,

Proposition 2 ¢ le produit tensoriel de deux représentations compldtement ré-

ductibles d'une algébre de Lie guelconguc est complitement réductible.

La proposition a été démontrée pour (g réductive, Mais si #2 est le

noyau de 91 @@2 s on a, en fait, affeire & des représentctions de o&f/a
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et Cg,//ha est réductive d'aprés la condition 1 du théoreme 4.

Corollaire : si (H,V) est complétement réductible, il en est de méme des re-

présentations canoniques de % dens  T(V) , S(V)’/\(V) . De plus si V esi
une elgébre de Lie dont les ®(g) sont des dérivations, la représentation de

% dans U(V) est aussi complitement réductible,

S(V) et A(V) étant des quotients de T(V) et T(V) étant somme direc-
te des VRV ... ®V les premilres assertions sont évidentes, D'autre part
n fois
U(V) est quotient de S(V) par 1'idéal J engendré par les

1®v -vRu-[uv]= E,v et J est stable pour les #(x) car

8(X)gu,v = 8(x)u,v * gu,@(x)ve J .
Ce corollaire s'appliquers au cas de Y réductive dans % 51l repré-

sentetion de ‘f) dans q/ étant la représentation adjointe,

Théoréme 5 : si b ‘est réductive dans og, et (B,V) est une représentation

complétement réductible de cy, , cotte représentation reste de méme espéce

guand on la rcstreint a \j .

On pout sons restreindre le généralité supposer (8,V) irréductible.
Soit Wc V un sous cspcce irréductible pour p . Comme V est irréductible
pour %F tout élément de V est de la forme 2 @(ui)w.1 , (wi W y
u € U(C(';L) ). Autrcment 1'application P : u®w —> Blu)w de U(Cg) QW =T

est surjcctive., Montrons que cette application est compatible avec les

opérateurs de 1} . d u—>xu-ux (x¢ b ) st la dérivation de U(O&)
qui prolonge adx donc la représentation x —> dx de D dans U((y) gst
compldtement réductible (corollaire de la proposition 2), D'autre pert, 1'ima-
gede d u@w+ul B(x)w est O(dX wWw + B) O)w =0 (x) Ou)w  done
p est comp:tible avec les.opérateurs de D ", La représentation de ) dans
U(cg ) ® W étant complétement réductible, il en est de méme de la représenta-

ltlon de D dans V , Cc.Q.F.D.

4.~ Le_théoreme des invariants de Hilbert.

V ost une algébre de Lie et O une représentetion compl‘etéme’nt réducti-
ble de % dans V . U = U(V) est 1'algébre enveloppante de V . D'aprés le
corollaire de la proposition 2 et le lerme 1, U = Uh+ U0 . Comme les B(g)
sont des dérivations U9 est unc sous—algebre, D'autre part si u & yh
v €UO ona v=2 (:)(gi)v_:L et uv = 2 11‘_‘7(gi)vi =2 Q(gi)(u vi) € ° done
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Rl of . De méme ° vhc yO . L'application |5 a donc les propriétés :

(u vt‘)h =uhvE= (WBv)d

U

Plus généralement soit G une classc de représentction irréductible de
0(; (de dimension finie) et UCD lc sous-espace de U engendré par tous les
sous-espaces invarients irréductibles de classe (0 , Le théordme de densité de
Jacobson montre que U est sorme directe des Ugp . D'autre part, les U@
sont invoriants par & (fgr) et pur tous les opérateurs comrutent aux €(g) en
particulier aux multiplications & droite et & gauche per les u € g™ « Autre~
ment dit les U@ sont des modules sur i .
U\:‘ a

Théoréme 6 ¢ L'algebre a un nombre fini de généroteurs. Chagque U 0 est un

module de type fini sur th .

Les applications les plus importantes concernent le cas ol D est une
sous algdbre réd-ctive de V , et le cas ol V cst abélicnne, c'est-a-dire ol

V est une représentation de c,; simplcment supposée complétement réductible.

Démonstration : soit d'cbord V 2bdélienne, Ub‘ est somme des Ub‘n Up

(WP = 8°(V)) car les U® sont des sous-espaces invuriants, Soit I 1'idéal
de S(V) engendré par les A P pour p > 0 . D'aprés le théoréme de
Hilbert, I a une base finie By eee S dont on peut prendre les membres dans
les UPa U™ , Soit T 1o sous algébre engendrde par les s, et T U,

liontrons war récurrence sur p que T N UP = URAUP , Clest évident si p=20
B

et supposons le démontré pour p <q elors si u € Wavu U= s.' éi
s:!L ¢ tont homogéne de degré P - Corme deg é > 0 on peut supvoser p; < q .
Mors u=ut S(s! 8)= T al%s, . tais t; = 8! F€ U atPlc T 0 yPi

done tiE T et finclement uw € T . Donc Ub‘n W=rn1?,

Venons-en & 1l'assertion sur U(D (p,D) sera une représentetion de clesse
) et L 1'espace des gpplications linéasdres de D dans S(V) . L'application
Z: £fRdAd—>f(d) applique L®D sur S(V) ot ellc est compatible avec les
opérateurs de O} . Par ailleurs L est un S(V) module de fagon neturelle
par (u.f)(d) = u £(d) et ce rodule est de type fini, De plus on vérifie
O(g)u.f + u.B(g)f =0(g)(u.f) car D(g) est une dérivation de S(V) d'od
(u.£%)5 = u"*‘.fq.Lh_ est 1'espece des O -homomorphismes de D dens S(V) done
z appiique 13 sur U@ Soit J 1le sous-S(V)-module de L engendré par
L9, I1 a unc bese finie cer S(V) est noethérien, Soit (t, ) une base de J
avec t,€ L . Alors si fe L% f—'Zul,ti tou f-—fh S(u .th)‘:‘
= Zuf‘.ti . Donc (’c ) est une base de 19 sur U™, Lo réunion des images

des ‘ti dans U est de dimension finiec et engendre U comme U‘q~modu1e

0 ®
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(& gauche),

Fassons maintenant au cas général, U est filtrée par les Up et
Up/Up_lZ SP(V) . Les Up sont stables pour o} et complétement réductibles
donc 1l'image dans P de UDﬁ U@ est P n S® de méme 1l'image de Up n Ut
est P gt . Donc 1'algébre gradude associde 2 US est sB qui a un nombre
fini de génératcurs d) een s, « Ces é1léments provicnnent d'éléments u, € uPl,
Alors si R est la sous-algébre de gH engendrée par les u, , et ue U7 Up
ona u €T mod Up__1 N T ., Mais par récurrehce sur p on peut supposer
U ,AnT=U_,naU% donc uéT et finnlement U7 NU =T AT d'od

p-1 p-1 , P P

(p —> w) T=u",
U® est un  Uhmodule filtrd dont le gradué associé est S(D donc une
technique analogue montre que U@ & une base finie sur U,
C.Q.F.D.




