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Séminaire "Sophus LIE"
E.N.S., 1954/55, 8-01

Expogé n°® 8

THEOREMES D'ADO ET D'IWASAWA

(Exposé par P. CARTIER, le 11,1.54)

1.~ Introduction.

% désignera désormais une algebre de Lie de dirension finie sur le corps
K de caractéristique O (cf. appendice pour le cas do caractéristique p # 0).

Le but de cet exposé est de dénontrer les doux théoréncs suivants :

Théoréme 1.- (Ado) 2} adnmet une revrésentation lindaire fidéle de dimension

finie, le plus grend idéal nilpotent # de 9 étant représenté par des opéra-

teurs pilpotents.

Théoréme 2.~ (Iwasawa) Sl M est un ?}—module de dimension finie et

u.CII(E;, M) , il existe un 2;—modulo de N de dlmen51or finie contenant M
telle que l'apvlication canonique de Hz(e} M) dans H (q;, N) annule u .

La méthode de démonstration suivie est dlie pour 1l'essentiel & Harish
Chandra. En reprcnent une méthode de démonst-etion du théoréme 1, dlle &
E. Cartan, Hochschild vient de démontrer l'analogue du théoréme 2 pour tous
les Hp(ej M) lorsque qg, est résoluble (rcsultut obtenu indépendamment pat

Koszul).

On gsura besoin au cours de la démonstrotion du lemme suivant d'algebre

associactive

Lemme : Si A est une clgébre associative engendrée par un nombre fini 4'é-
léments, tout iddal bilatére I de A de codimension finie admet une base fi-

0 ,' . ’ - . 0 ’ S . . . . .
nie (comme iddal bilatdre) gt les iddaux I° sont de cocimension finie.

On peut d':preés les hypofhéses faites sur A et I trouver un sous-espace
Gc A de dimensign finie tel que G + I = A et que G engendre A comme al-
gebre. Si donc g1 s 8 € G ona g, 8, =8 + i avec g &G etl i €I donc
el o (G + G ) o Soit Z 1'idéal bilatére engendré par le sous-espace de di-
'menslon finie I n (G + G2) Modulo Z , G est rmultiplicativement clos donc
G + Z est une sous—algdbre de A qui est d'ailleurs dgale & A puisqu elle

contient G . Donc G +2=A , Zc I estde codimension finie et a un
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nombre fini de générateurs, donc I a un nombre fini de généreteurs.,

2

I/I cst de maniére évidente un Afbimodule done 1l'annulateur contient I

donc un A/I-bimodule, A/I cst de dimension finie et I admet un nombre fini
de géndrateurs donc I/I2 est de dimension finie donc aussi A/I?“ extension
den A/I par 1/ 12 . 12

IZ:

est de codimension finie donc par récurrence sur n ,

1'est aussi et IS également si S < 27,

2.~ Le_théoréme préparatoire :

Théoréme 3 : \9 étant un idéal abélicn de o} et U 1'alcébre enveloppante

de oa, » il existe dens U un idéal bilatére 2 avec. lc,s 4 propriétés suivan-

es :

1) Z est de codimension finie
2) znh=o0
3) Z contient '9001,

4) Z contient #° pour s assez grend.

Faisons quelques remarques préparatoires : un idéal bilatére de codimen-
sion finie de U est le noyou d'unc représentation lindaire de T3 de dimension
finie et réciproquement, cn particulier tout idéal & gouche de codimension finie
contient un idéal bilatérc de codimension finie., De plus il résulte du théoréme
d'Engel que la condition 4) équiveut au fait que Z contient une puissance con-
venablc de tout éldment de % , Enfin si Oby 000G sont des idéaux de O} et
T 1'idéal & geuche de U cngendré par OLy +ee 0ty , toute dérivation D de

0} qui laisse stable les oL aun prolongement & U qui laisse stable T car
D(u a coeny) = Z Ue..d; 4 Dajecedy + Duaje..a €T

Si en particulier D = adg Du = gu - ug et il en résulte que Tgc T donc
que T est un idéal bilatére de U , '

Le premier pas de la démonstration du théoréme 3 est le suivant :

Si O} est résoluble et 2 yérifie les conditions 1), 2), 3), 4), il exis-

te un idéal biletére Z'c Z vérifiant ces mémes conditions et de plus :

5) Z' est invariant par toute dérivation D qui prolonge une dériva-
tion D de o) telle que Db.c.b

Soit A > 2 1'idéal bilatdre de U tel que A/Z soit le radical de
1'algébre .associative U/Z . A/Z est un idéal nilpotent donc AT ¢ Z pour

" r assez grand. On seit d'autre pert (Exposé n® 7 bis) que # ¢ A et que toute
dérivation
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envoie O} dans ¢ (idem, noter que 0} est résoluble), Donc si u = 81ee-8y
5u:zgl...Dgi...gn€iA D1=0

done DUc A en particulier A est stable par D . L'idéal a gauche S en-
gendré par DO} étant stable par toute dérivation D telle que D D C \j et
étant de plus bilatére, si 1l'on pose 2Z' = A" + 8, 2Z' vérific 5)., Il est

cleir que Z'c Z , De plus le lerme du.l montre que A" est de codimension
finie donc aussi 2'> AY , 1) est donc vérifide. Corme 3! “‘) cznY=0,
2) l'est aussi, 3) 1l'est do mdne puisque Z'> S > b o} « Enfin corme % ¢ A
w < 2' et 4) est vérifide. ’

Le premier pes est terminé, Abordons le sccond.

Supposons O} sorme directe de 1'idéal résoluble » et de la scus-algdbre
C ! N . 4 Lo s e

;’} et IQCZ_D =M 2P+ a %o, Si U(y) posséde un idéal Z' wérifiant
les conditions 1) et 5), U(gg) posséde un idéal avec les propriétds 1) a 4).

Pour tout g¢ 03, on définit unc dérivation Dg de_.'FP en restreignant
adg & T Dg He b car est un iddal de } donc Dg Z'c Z' .
U(Q}) = U(p) ® U(L>) d'aprés Birkhoff-Witt cet isomorphisme étent sculement li-
néaire, L'idéal & geuche éngendrd par Z' est done 2' ® U(%s) mais cet iddal
est un idéal & droite car gz - Zg = 5g Z2eZ' si Z€Z' ; de plus 1'idéal
4 geuche engendré par > aans U(oy) est U(w) @ HU(E) .
V=2'@U($H) + U(¥) @ HU(H) est donc un iddel & gauche de U(c}) et
U(cg)/v-x U(x)/2'@U(H)/4U(%) ~U(%)/2' =T . T est de dimension finie
et il y a une représentation lindaire canonique © g U(Cg,) dans T dont le
noyau est le plus grand idéal bilctére Z contenu dans V . Comme plu®l) =
=P u®l et b(u® 1).f Bb ul+u®b = Bb u® 1 nod Z' on voit que ‘
O(p)u = -;il g (v)u = ﬁ; u (4 est la classe de u mod Z' ) .

On a 9(h)i=1'1;!0 si h#£0 car bnz'zo doncan=O.

Z étent évidermment de codimension finie 1) et 2) sont vérifidés. Comme

YARN \Q:p V5 b o+ b % = T’) of donc V contient 1'idéal & cauche engendré
‘par bo} s mais ce dernier idéal est bilatére donc contenu dans Z et

D%c Z : voici pour 3). Enfin 1l'énsemble E des ne# tels que B(n) soit
nilpotent est un sous-espace vectoriel de # (cf. Exposé n° 7 bis).

n n}‘)sc Z' donc (%n?{ﬂ)sc V , mais 1'idéal & gauche engendré par

n n)P)S est bilatére (cf, le cas de DO} ) et donc (M HHJ)SC Z M4nJPcE.
Par ailleurs si be# nf adb est nilpotent donc D est nilpotent sur 3y .

b
L'ensemble des u € U(X ) annulés par une puissance de D, est une sous algébre
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d'apres la formule de Leibniz donc est identique & U(¥) . Paer suite unc puis-
sence de © (b) annule T et bE E ha$cE ot finalement #cE , 4) est
vérifiée,

I1 nous reste pour ¢teblir le théoreme 3 & raisonner par récurrence sur
la dimension de O}/b . 51 0f= , U(Og):i S(p) . On prendra pour Z 1'idéal
engendré parb , c'est-a-dire par 1l'enscrmble des éldments homogénes de degré
> 2 . Les conditions 1) & 4) so vérifient trivialcment, Si ! Z Y nous distin-
guerons deux cas : a) o} est résoluble, donc OJ/Y):OL est résoluble [or,od) #0v
donc Eg,g] + b £ ¢f « Prenons pour { un hyperplan contenent [0f,0f] +l') et
pour Y- une droite supplémentaire de 3 qui soit contenuve de plus dens ¥ si
ULEP . of =peé&db , P cstun idéal résoluble, 5 une sous-algdbre
sm=maoF+4 ~n Y

b) O} n'est pas résoluble, alors d'aprés le théoréme de

Levi o;; =3 +6 y P dtent le radical, ¥ une sous-algébre seni-simple et

U e

Corme dimﬁ/b < dm%f/p on peut construire dens U(P) un idéal Z,
vérifiont 1) 3 4), Mais ¢ est résoluble et on peut donc 1l'astreindre (pas 1)
& vérifier 5) en plus. Alors (pas 2), on peut construire un idéal Z:2 de

U(g) vérifiant 1) a 4). C.Q.F.D.

3.~ Démonstration des théorémes 1 et 2 ¢

Théoréme 1 : Soit b le centre de O} et construisons un "déal Z de
U(OA) vérifiant 1), 2), 4). Z est le noyau d'une représentation linéaire o
de dimension finie fideéle sur D et rcordsentent M par des opérateurs nil-
potents. Le noyau de la représcntation adjointe ©' est D et si n&% adn
est nilpotent. Il est alors clair que le représentation YV somme directe de ©

et ©' convient et démontre le thdoreme.

Théoreme 2 : Soit u & Hz(cg, M) ; la construction que l'on va faire pour
"tuer" u est analogue & celle de l'cxposé n® 5 bis. Soit O¢ une extension
de()('f! per ‘M, soit 0 —> N Lot Tr*%( > 0 correspondant & u (Exposé
n° 5) (on identifie M et i(M)c Ot ), U(x) est lialgdbre enveloppante de
¢t et I=0uU(or) 1'iddal maximal, I est un U(¢¢) module & gauche, c'est-
a-dire un 07 -module, donec I/MI = P est un 0i/M-module, c'est-a-dire un
0f -module, Comne McOL c I il existe $:M—>P ; ¥ est un gf-homomor-
phisme car si mé M ge o} 6‘(me =[a,m] T(a) = g mais [a,m]Zam

mod MI et par définition g.h = a.n d'ol 1l'assertion sur ¥ . Soit k €u
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un cocycle de classe u  k(x,y) = [£(x)2(y) ] - £(x,y]) 7 &tont une section
—> 0t , Si on considére 4 corme une fonction & veleurs dens I on a
k(x,y) -‘[(x)‘f(v) - f(Lx,J]) —‘5(3)-/(x) c'est-a~dire modula MI

k(x,y) =X . 'Z(y) - [(r;\,"]) - ¥, {Z (x) donc Wo k est un cobord dans
Czﬁg ,P) et par suite ‘92 u=0 P est de dimension infinic mais d'apres le
théoréme 3 il existe un idéal Z o MI Z o M= 0 de codimension finie dans
U(or) « Alors N = 1/7 = P/Z/MI est de dimension finic et corme M ©Z = 0

M plonge dans N , Comme u est "tuéddpar ¥PM —> P clle l'est o fortiori

par 1l'injection de M dans N composée de P et de P —> P/Z/NI .
C.Q.F.D.

Noter que le théorzme 2 équivaut au fait que pour toute extension or de
qy par M il existe une extension inessentielle b oo de Cg’ paf N telle

que le diagrerme suivant soit comrutatif

0= M —>A—>0 —>0

RV

0—>N—> Y

APPENDICE

K est supposé de caractiristique p # O « On ve montrer qu'il existe dans
U(sg) un idéal 2 vérifiant les conditions 1) & 3) du théoréme 3 ce qui assu-
rera que Of a une représentation fidéle de dimension finie et que toute 2-clas-—
se de cohomologic est "tude" comme dans le théoréme 2, Soit XqoeeXy yl.;.yn
une base de Cg les x; étant dens b . Di = ad y; se prolonge en uhe déri-
vation D de U(oy) . Mais comme on est on caractéristique p on peut véri-
fier que 5? u=[ 30 ul] (u€ U(Q}) . Comme ¢} gst de dimension finie, il
existe des const;ntes ay j telles que 2 al 3 ﬁg 0 donc SE a, 1,3 ng est
dans lc centre de U(q}) . Soit Z 111déd1 bllatere de U(q}) *engendré par ces
éléments et EJQ} . Le t doreme de Birkhoff-Witt appliqué 2 la base formée dee
x et des y montre alofs facilement que Z est de codimenskon finie et que

Woz=0 . C.Q.F.D.




