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1-01

HYPERALGÈBRES DES VARIÉTÉS DE GROUPES

P. CARTIER,(Exposé de P. CARTIER, le 20.1.56)

Faculté des Sciences de Paris

Séminaire "Sophus LIE"
Année 1955/1956

-: -: -:-

Exposé n° 1

1.- Introduction.

. Cette série est consacrée à l’étude des groupes de Lie formels d’après des
travaux récents de Dieudonné (cf. o la bibliographie) qui ont mis en évidence
l’importance de la notion d’hyperalgèbre. La théorie des groupes formels sur
’un corps de caractéristique 0 se réduit essentiellement à celle des algèbres
de Lie, et les méthodes exposées permettent de donner un exposé simplifié des
trois théorèmes classiques de Lie. liais sur un corps de caractéristique p ~ 0 ,
on verra apparaître des phénomènes essentiellement nouveaux, même dans le cas
des groupes à un paramètre ; il reste de nombreux problèmes ouverts dans cette
direction, les résultats n’étant à peu près complets que dans le cas des grou-
pes abéliens. En particulier, un problème fondamental est de trouver un analo-
gue satisfaisant de la formule de Hausdorff dans le cas de caractéristique p .

Nous allons consacrer cet exposé à dos notions globales sur les variétés
de groupes : le but de ces considérations est essentiellement de montrer l’ori-

gine de la notion de groupe de Lie formel, et de ramener la théorie de Lie

classique, aussi bien que celle des groupes algébriques en caractéristique 0

au même schéma algébrique, et de permettre l’application des résultats purement
algébriques de l’exposé 3 à venir.

2.- Variétés.

Soit K un anneau commutatif, dit anneau des scalaires.

Nous appellerons structure de variété sur un ensemble X, la donnée

a) d’une topologie sur X

b) pour tout ouvert d’un ensemble A(U) de fonctions définies sur

U , à valeurs dans K ..

Les axiomes auxquels sont soumises ces données sont les suivants s



(V 1) Soit f une fonction définie sur U (à valeurs dans K) ; pour que
il faut et il suffit que pour tout on puisse trouver un voi-

sinage ouvert U de x contenu dans U tel que la restriction de f à
U soit dans A(U )
x i "’ ’ ~ 

" 

- x

(V 2) A(U) contient les fonctions constantes ; si f, on a

f - g C Â(U) et f g 0

Une fonction f définie sur une partie de X à valeurs dans K est dite

régulière en x ~ X si elle est définie dans un voisinage ouvert U de x

et si sa restriction à U appartient à A(U). Si l’on identifie deux fonctions
régulières en x qui coïncident dans un voisinage de x 9 on obtient l’algè-

. bre A(x) des germes de fonctions régulières en x , autrement dit
A(x) = lim.ind. A(U) la limite inductive étant prise selon l’ordonné filtrant
des ouverts U contenant x . Les A(x) forment donc un faisceau d’anneaux

et A(U) s’identifie aux sections sur U de ce faisceau.

Si U est un ouvert d’une variété X, U muni de la topologie induite
et des ensembles A(V) pour ouvert est une variété, dite sous-variété
ouverte de X.

Enfin nous pouvons définir les applications régulières d’une variété X

dans une variété Y ainsi : une application régulière est une application
continue de X dans Y telle que pour x E. X et f régulière en 
f o ~ soit régulière en x . o Il est clair que la composée de deux applications
régulières est régulière, etc...

Ceci dit, nous pouvons définir los variétés d’une espèce particulière.
Pour cela, donnons-nous un ensemble ~~:~~ de variétés "les modèl.es", satisfaisant
à la condition suivante ? r

(11) Si X, on s’est donné sur l’ ensemble X x Y une structure
de variété appartenant à ~1~ telle que pour q u’une application LP d’une
variété Z ~ M dans X x Y soit régulière, il faut et il suffit que ses pro
jections sur X et Y soient régulières. 

Une variété X est dite d’espèce M si elle vérifie les deux axiomes
suivants :



(V3) Il existe un recouvrement de X par des ouverts Ui’ et pour chaque
indice i un ouvert U 1 d’une variété et un isomorphisme L?. de

la variété U’ sur la variété U. *

, 

Un isomorphisme d’un ouvert IT d’une variété sur un ouvert U

de X s’appelle une carte do l’ouvert U .

(V 4) Si (~ ~ U~) (i= 1 ~ 2) sont deux cartes d’ouverts U. de X,
~ étant un ouvert de l’ensemble des x = x~) ~ U’ x U’, tels que

est fermé pour la topologie induite sur par celle

de la variété ~% .

Noter que la topologie de la variété X2 peut être strictement plus
fine que la topologie produit des facteurs.

La condition (M) permet de définir le produit de deux variétés Xi et X?
d’espèce 6~ de la manière suivante : il existe sur xi x X~ une structure

de variété et une seule telle que si U’) est une carte d’un ouvert U.

de Xi (i= 1 , 2) , alors ~, soit une carte de 
i

U1  U2 ~ X1  X2 . X1  X2 est Une variété d’espèce et on vérifie faci-
lament qu’une application ~ = (~ ~ ~ ) d’une variété Y d’espèce ?
dans Xi x X2 est régulière si et seulement si 03C81 et 03C82 sont des appli-
cations régulières. D’autre part l’axiome (V 4) signifie évidemment que la
diagonale de X x X est fermée dans la topologie de la variété X x X .

Nous donnerons maintenant les exemples les plus courants d’espèces de
variétés :

a) Variétés analytiques sur un corps value complet K : les modèles sont les
espaces vectoriels une fonction ... , x~) étant régulière en
a == 

... ~ a~) si elle est analytique en a ~ i.e. développable en série
entière en les x. - a. au voisinage de a.

b) Variétés différentiables : les modèles sont les espaces euclidiens Rn,
une fonction f(x~ , ... , x~) étant régulière dans un ouvert’ U C.Rn si elle
est indéfiniment différentiable dans U . Ces variétés sont les variétés de clas-
se on définit de manière analogue les variétés de classe C~ ou les
variétés différentiables sur une algèbre K de rang fini sur R

Dans ces deux cas, la condition (M) est une conséquence du théorème des
fonctions composées, le produit de K~ et K~ s’identifiant à K~~



c) Variétés algébriques : soit A une algèbre de type fini sans éléments

nilpotents sur le corps K algébriquement clos K et X l’ensemble des ho-

momorphismes de A dans K ; chaque élément de A définit une fonction sur X

et pour chaque a~ A on désigne par X l’ensemble des f6:X avec f(a) ~ 0
et par A l’algèbre de fonctions sur X engendrée par les restrictions desa a

fonctions de A et par l’inverse de a ( a ne s’annule pas dans X par dé-a

finition). On définit alors la variété X(A) on prenant les X comme base
a

d’ouverts et les fonctions de A pour fonctions régulières dans X . Les
a a

variétés ainsi obtenues sont les variétés affines : elles peuvent servir do

modèles car B) peut servir de produit X(A) x X(B) . De plus on ne
considère en général que les variétés recouvertes par un nombre fini de cartes.

N.B. La présentation suivie est inspirée do J.P. SERRE (Ann. of Maths~ 6l~
1955, p. 197-278).

3.- Structure des algèbres A(x) .

Puisque les fonctions constantes sont régulières, A(x) est une algèbre
avec unité notée 1 y d’autre part si f est une fonction régulière en x sa

valeur f(x) en x ne dépend que du germe de f en x , d’où un homomor-

phisme, noté f2014>f(x) = A(x) dans K. A(x) est donc somme di-

recte de l’anneau des scalaires K.l et de l’idéal I(x) =1 noyau de L 
x 

.

A(x) est filtrée par les puissances de l’idéal I(x) ; nous dési-
gnerons par G(x) = Gn(x) l’algèbre graduée associée :

= si l’on pose 1 = A(x) . On vérifie facilement que G(x)
est engendrée par les scalaires et l’ensemble G.(x) des éléments de degré 1

et l’application identique de G.(x) se prolonge donc en un homomorphisme Lp
de l’algèbre symétrique sur G(x) .

Les éléments de = sont les différentielles en x . Si X

est une variété algébrique, nous dirons que est un point simple si la
dimension de est la plus petite possible.dans un voisinage de x.

Théorème 1 : Soit X une variété analytique sur un corps value complet
ou une variété différentiable, x un point de X ; l’homomorphismo canonique

03C6x de S(G1(x)) sur G(x) est un isomorphisme. Ceci est encore exact si, X
étant une variété algébrique, x est un point simple.



Nous renverrons au Séminaire Cartan-Chevalley (1955/56) pour la démons-
tration dans le cas des variétés algébriques.

La question est évidemment locale et nous pouvons donc la démontrer sur

un modèle : t dans le cas analytique~ nous devons donc étudier l’algèbre A(U)
des séries de puissances en ... ~ x à coefficients dans le corps value

complet K convergeant dans un polydisque U : 1~idéal I(U) = 1 est formé

des séries sans terme constant, d’où résulte que f ~ Ik n’a pas de termes

non nuls de degré  k ; réciproquement~ si les termes de degré  k do la

série f sont nuls, appelons M. ~ ... ~ M les monômes distincts de degré
k en ... ~ x ; tous les termes de f sont divisibles par l’un des M.
puisqu’ils sont de degré ~ k , donc si l’on appelle A. la sonne des termes

de f divisibles Par mais non par ... , il en résulte que

= M. J- où f. 3. est une série convergente dans U ~ et f = / ’.~.~ 
= 03A3 M. f. peut donc prendre les polynômes homogènes de degré k

comme représentants de 1 module passant à la limite sur les poly-

disques U , on voit donc que G(0) est isomorphe à l’algèbre des polynômes
en .... ~ x graduée par le degré total. Le théorème est donc prouvé dans
ce cas, et l’on voit que si X est connexe, le rang de est égal à n

indépendant de x 

Dans le cas différentiable, nous considérerons les fonctions différentia-
bles dans l’ouvert de R et nous montrerons d’abord que si 1 est

l’idéal des f avec f(0) = 0 que 1 est l’ensemble des f dont les dé-

rivées k sont nulles en 0 : i soient f. ~ ... , f. des fonctions

différentiables nulles en 0 ~ Dl ’ ... ~ D des dérivations d’ordre 1

(m  k) . Alors ... y D ) (f. ~ ... , est somme de termes du type

D. f.... f. f.... o f. qui sont nuls en 0 . donc les dérivées

d’ordre  k de fGIk sont nulles en 0 . Nous démontrerons la réciproque
par récurrence sur le nombre n des variables : si n = 0 , il n’y a rien à

démontrer ; soit ... ~ x ) dont toutes les dérivées d’ordre ~k sont

nulles en 0 , et supposons démontré que pour h = 0 , 1 , ... ~k-1~ l’an-
nulation en 0 des dérivées d’ordre qh implique l’appartenance à Ih . on
peut ... , x~) = ... ~ x~) + f"(xg ~ ... ~ x ) avec

~’(0 ~ x~ ~ ... ~ x ) = 0 ; comme les dérivées d’ordre  k de f" s’annu-
lent en 0 y fil par l’hypothèse de récurrence sur n ~ et on se ramène



donc au cas où ... , x ) = 0 . Mais c’est un résultat standard qui
se déduit de la formule de Taylor que l’on peut alors écrire

f"(x1 , ... , x ) = x. g(xl ’ ... , x ) où g est indéfiniment différentia-

ble ; on a alors en posant D. = ô/ôx. :

ce qui prouve que g a ses dérivées d’ordre  k - 1 nulles en 0 et donc

g &#x26;I~f" 
Comme il y a un polynôme de degré  k et un seul ayant des dérivées d ’or-

’ 

dre  k données, il en résulte que les polynômes de degré  k forment un

système do représentants de A(U) mod et donc que les éléments de

1 /I sont représentés par les polynômes homogènes de degré k ~ donc par
passage à la limite inductive selon les ouverts U que G(0) est isomorphe
à l’algèbre des polynômes en ... ~ x ~ ce qui démontre le théorème.

. C.Q.F.D.

Nous allons tirer quelques conséquences du théorème 1 : nous noterons .

Â(x) l’algèbre obtenue en complétant l’algèbre A(x)/~ Ik(x) pour la topo-
logie définie en prenant les images des idéaux 1 (x) comme système fondamen-
tal de voisinage de 0 .

Corollaire 1 s Â(x) est isomorphe à l’algèbre des séries formelles à n

indéterminées. (n = rg G.(x)) 
’ ’

Soient f~ , ... , f~ n éléments de l(x) dont les classes f: 
forment une base de G~(x) et B la sous-algèbre de A(x) engendré par 1

et les f~ ; P~ + ... " + P~ est un polynôme dont les P. sont les

composantes homogènes et tel que P. ~ 0 ~ alors P(f. ~ ... ~ 

6l~(x)~I~(x) , car P~ , ... , f~) ~I~(x) , puisque
G(x) est isomorphe à l’algèbre des polynômes en les f : autrement dit B

est isomorphe à l’algèbre des polynômes on les 
, f. et la topologie induite sur

B par A(x) est identique à la topologie induite sur les polynômes par colle
des séries formelles. De plus B est dense dans A(x) car si est

donné on peut déterminer par récurrence sur k des polynômes P. homogènes
de degré k tels que f - 03A3 Pi (f1 , ... , fn) ~ Ik (x) puisque les f’ii~± ~ 



engendrent G(x) . Il résulte donc de ce qu’on a démontre un isomorphisme de
l’algèbre des séries formelles sur A(x) .

Corollaire 2 : Si X e_b Y sont doux variétés de nome espèce différen-
tiable, analytique, ou algébrique et si (x , y Y est donne (x et y
étant supposes simples dans le cas algébrique) , on peut définir un isomorphis-
me do dans A(x , y) tel que y) =

= 03A3 1 i (x) ~ Ik-j (y) . De plus est dense dans A(x , y).
Soient U ~ X et V c Y deux ouverts, et des fonctions

régulières ; comme les projections de X x Y sur X et Y sont régulières,
U x V = X x est ouvert dans X xY et f(x) g(y) On

peut donc définir un homomorphisme de A(V) dans A(U x V) en faisant

correspondre à ~ t~ g~ la fonction ~ f~(x) x V) ; cet homo
morphisme est injectif, car si on suppose les fi linéairement indépendants,
de 03A3 fi(x) gi(y) = 0 , on tire 03A3 fi gi(y) = 0 donc gi(y) = 0 et par

suite 
gi 

= 0 et 03A3 fi (g; gi = 0 . Puisque le produit tensoriel commute à la
limite inductive, on définit par passage à la limite un isomorphisme de
A(x) @A(y) dans A(x , y) . De plus, il est clair que l(x) ~A(y) + A(x) S;l(y)
qui est l’idéal de engendre par l(x) et I (y) est contenu dans
I(x,y),doncque ~ I~(x)~I~(y) qui est la puissance k" de cet

idéal est contenu dans 1 (x , y) . Nous achèverons la démonstration dans le
cas analytique ou différentiable, le cas algébrique reposant sur des techniques
plus subtil e s d’anneaux do fractions.

Supposons donc X et Y analytiques et ramenons-nous, ce qui est licite
au cas où X = K~ Y = ~ x = 0 , y = 0 ; A(x) ~ A(y) contenant les polynômes
par rapport aux variables .... x~, y~ ... ~ est donc dense dans
A(x , y) ; d’autre part comme les polynômes homogènes forment un système de
représentants pour G(x) et G(y) , et comme K[x., ... , y ] ~ 

.

... , x~] (~ K~y~ ~ ... , y~] , il en résulte que l’isomorphismo ca-
nonique de G(x) ~ G(y) dans G(x , y) obtenu à partir des homomorphismes
G(x) -~ G(x , y) et G(y) 2014~ G(x , y) déduits de A(x) _~ A(x , y) et
A(y)~ A(x , y) respectivement, est bijectif. Or, il résulte d’une technique
élémentaire de produits tensoriels que G(x) ~ G(y) est l’algèbre graduéeassociée à A(x) ~ A(y) filtrée par les idéaux 03A3 Ij(x) ~ Ik-j(y) , d’où



résulte par les théorèmes d’isomorphie de E. Noether que y) coupe

A(y) suivant l’idéal ~ I~(x) (~ I~~(y) .
j=0

4.- Distributions ponctuelles sur les variétés.

Soit X une variété (différentiable, analytique ou algébrique) et 
nous appellerons distribution d’ordre $ k en x une forme linéaire sur A(x)
nulle sur l’ensemble de ces distributions se note 6~’(x)
est la réunion dos pour et ~ est la somme directe des es-

paces 60’(x) : un élément de OJ’. s’appelle une distribution (ponctuelle) sur

X . Nous allons d’abord étudier les distributions sur une variété X x Y

Théorème 2 : Si X ~ Y sont deux variétés de même espèce et si
(x , peut définir un isomorphisme de ~’(x)~(~(y) sur

~)’(x ~ y) par lequel ~(x ~ y) correspond à ~~ 4(7) * On
peut de même identifier y et’~Jy.~6j’ . ~ 

°°°

D’après le corollaire 2 du théorème 1, une distribution d*ordre ~ k en

(x , y) est bien définie par sa restriction à A(y) et elle doit être

nulle sur y) n A(x) ~ A(y) 3 A(x) ~’ + A(y) = 
Or A(x) est isomorphe à l’espace de dimension finie

dont le dual est (x~(y) , d’où résulte que
si l’on définit une application ~ de ~)’(x) (~ ~(y) dans 6~’(x ~ y) par

Ç est surjective; elle est injective car si les Si sont linéairement indé-

pendantes, et’ 1f’ (££ Si ,xl T.) = 0 , on a f £S. , f >T. , g > = 0~ 
i . 1 

~ 
i i

donc £ S.  T. , g > = 0 d où £ T. , g ) = 0 et par sui te T - 0 et
. i , 

i i i 1

03A3 Si ~ Ti = 0 .

L’assertion sur lÔll((x , y) réxulte de la formule Ik(x , y)OA(x) Q# =

= t Ij (x) ~ Ik-j (y) par les techniques tensorielles standard. 
C.Q. F. D.j=0 ’ ’ ’ °

Nous allons maintenant définir sur les distributions un certain nombre

d’opérations:
a) augmentation : on pose É (T) =  T , 1 > pour T e Ôll’ (x) et on le

prolonge Par linéarité sur °(
b) image par une application régulière : si 03C6 est une application régulière

de X dans Y , st si f est régulière en 03C6 (x) , f o ( est régulière en x



par définition même, et le germe de f o f ne dépend que du germe de f ,
’d’où un homomorphisme, noté encore f 2014>f ~ ~ de A(~(x)) dans A(x) qui

envoie dans 1 (x) . On en déduit une application ~ de 

dans ~.(~(x)) en posant s .

Cette formule montre immédiatement que = ~ ~ C~ et que

i = 1 si i est l’application identique de X et 1 l’application identi-

que de ~’(x) . ° Soit ~= (~. ~ ~~) une application régulière en 

X. x X~ dans Y. x Y~ ~ on a si h = (f. ce f~) p ~ ~
h(x~ , x~) = ~(~(x~)) (f~ o ~) ~) (f2 o ~~) et

donc d’après les formules (2) et (3) , on a

, 
.

Enfin si 03C61 désigne la projection de X x Y sur X , on aura pour f

régulière sur X = 1 , d’où immédiatement q

et une formule analogue pour la projection sur Y.

c) application diagonale : appliquons le b) à l’application régulière o :
x2014~(x ~ x) de X dans Xx X ; on on a alors les pro-

priétés suivantes :

1) A est une application linéaire do dans ~) qui

2) les applications ( ~1 ~~ I ~ o ~ et o Ô de dans

(x~ ~~, ~~ci’ (x) ~~i’ (x) sont égales, autrement dit :

en effet ces deux applications proviennent de l’application x ...~;~~x 9 x 9 x)
de X dans X x X x X . La formule (5) montre de même que l’on a, car

~.(~(x)) = x ô

Enfin, comme la diagonale de X x X est invariante dans la symétrie
(x, y) --.-~. (y 9 x) il en résulte qu’en notant S la symétrie a ~~ b -..-> b ‘x~ a
dans û~’ (x~ ~ ~~’ (x) , on a : 

’



d) intégration des fonctions vectorielles ? si V est un espace vectoriel

de dimension finie sur K , on appellera fonction régulière en x ~ X une fonc-

tion f définie au voisinage de x et telle que x2014>(f(x) ~ v’ > soit

régulière en x pour toute forme linéaire v’ sur V ~ ou ce qui revient au

même si l’on peut écrire f(x) = ~" f.(x)v. (v. 6V ~ f. régulière en x) .
Faisant correspondre à f x la fonction x 2014~>f(x)v ~ on voit
qu’on identifie A(U) à l’espace des fonctions à valeurs dans V et ré-

gulières en tout point de U ~ et par suite qu’on peut identifier 
à l’espace des germes de fonctions régulières en x à valeurs dans V. On

définit un accouplement entre K)’(x) et A(x) ~V en posant
 T , f~v ~ = T(f)v et toute application ~P de X dans V régulière en x
définit une application T~->~(T) =  "> de ~J’(x) dans V ,
qu’on pourra aussi noter dT si l’on veut.

Donnons quelques exemples de distribution pour terminer : tout d’abord

~x ~ f ->f(x) est une distribution en x , "la masse +1 en x " ; ensuite
il est immédiat do vérifier qu’il y a identité entre les distributions
Te telles que ~(T) = 0 et les vecteurs tangents en x à X, i.e.
les distributions T qui vérifient : i T(fg) = T(f) g(x) + f(x) ce qui
s’écrit aussi ~(T) = T % 6 

x 
+ ~ ~ T .

5.- Hyperalgèbres des variétés de groupes.

On appelle variété de groupe une variété G dont l’ensemble des points
est muni d’une loi de groupe telle que les applications (x , y) _~> xy et

x 2014~ x de G x G dans G et do G dans G respectivement soient des
applications régulières.

L’application t (x , y) ~-.~>xy étant régulière~ définit une applica-
tion de ~ -~ ’’~ ~ dans une loi de composition
dans ~~ qu’on appelle produit de convolution et qu’on note S ~ T : cette
loi est bilinéaire et elle est associative : en effet l’associativité dans G ,
soit (xy)z = x(yz) s’écrit ~o( ~L , i) = d’où

i)~ = ce qui s’écrit (T ~ T’) ~ T" = T ~(T’ ~ T") ;
la commutativité de G implique de même celle de D’X . Enfin si f est un

homomorphisme de G dans G’ , ce qui s’écrit f(xy) = f(x) f(y) ou



1-11

Si e est l’élément neutre, il cst clair que Ee est unité dans et

quo est une sous-algèbre de qu’on appelle l’hyperalgèbre de G

et qu’on note U(G) 0 De plus comme l’application x ~(x , x) est un homo-

morphismo de groupes, 0394 est un homomorphisme d’algèbres. U(G) est donc mu-

nie des structures suivantes :

1) Une structure d’algèbre sur K avec élément unité 1 = 1
2) Un homomorphisme 6 de U(G) dans U(G) ~ U(G) et un homomorphisme ~ de

U(G) dans K vérifiant les formules

3) Une filtration croissante U (G) telle que (~ envoie

Les seuls points non évidents sont que ~ est un homomorphisme et la
formule (12). Or ~(S ~T) = 1>= S~T , 1~1>= ~(T) .
Quant à la formule (12 ) elle résulte de ce que * est compatible avec les

Enfin notons que toute représentation linéaire régulière (UX , V) de G
x

dans un espace vectoriel V définit une représentation linéaire de U(G) en

po sant U(T) = Ux dT (x) pour T C U(G) = D’ (e) ; en effet on voit immédia-
tement en prenant une base dans V ot utilisant la (4) que
U(S * T) = .U(S) U(T) . Il en serait de même si U 

x 
était définie pour x

voisin de e et si l’on avait U = U U pour x, y assez voisins de e

("germe de représentation linéaire").


