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SUR I’ACYCLICITE DU COMPLEXE
DES FORMES DIFFERENTIELLES

par P. CARTIER (Strasbourg)(!)

1. — Introduction.

Un résultat fameux de H. Poincaré affirme qu’une forme différentielle w
qui‘satisfait 3 dw =0 dans lespace (?) euclidien R" est de la forme
w=dp si elle est de degré > 0, ou une constante si elle est de degré 0.
L. Schwartz [6], dans sa théorie des distributions, donne des cas particu-
liers d’un résultat analogue portant sur les courants (i. e. les formes diffé-
rentielles & coefficients distributions) (Cf. [6], tome I, p. 59). Par ailleurs, on
doit & Grothendieck 'extension du résultat précédent aux formes différen-
tielles sur DVespace C* et & Vopérateur de différentiation extérieure par
rapport aux variables complexes conjuguées; il n’est pas difficile d’étendre
le résultat de Grothendieck aux courants. La démonstration de Grothendieck
utilise sa théorie des produits temsoriels topologiques, et une variante du
théoréme de Kiinneth. Dans sa theése, Dolbeault [4] donne une autre dé-
monstration du résultat de Grothendieck qui s’appuye sur la théorie du
potentiel ; enfin, on doit & Serre [1] un principe de démonstration du méme
théoréme fondé sur lemploi de la convolution.

Notre but dans cette Note est de donner une démonstration de tous
ces théorémes basée sur un principe algébrique unique; la source de ces
démonstrations se trouve dans deux lemmes, découverts séparément par de
Rham [3] et Koszul [5] & propos de problémes assez différents de ceux
traités ici. Ces lemmes seront démontrés en détail dans les n* 2 a 4,
puis appliqués a divers problémes de formes différentielles. Nous termine-
rons par un cas particulier du théoréme de dualité de Serre [7] sur les

\
(1) Les chiffres entre crochets renvojent & la Bibliographie située & la fin de ’artiele.
(2) On note Z Vensemble des nombres entiers, R celui des nombres réels et C celui
des nombres complexes. '
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faisceaux analytiques cohérents (prop. 5). Comme notre intention est essen-
tiellement didactique, nous avons en général insisté sur les détails de
démonstration.

Une fois acquis les résultats locaux de cette note, on démontre sans
peine les théorémes globaux de de Rham et Dolbeault en utilisant la
théorie générale des faisceaux.

2. — On considére un groupe abélien M, muni de n opérateurs
D; (1 <<i<<n) commutant deuxr & deux. La base canonique du Z-module
Z" sera notée (e;);<i<, et l'algébre extérieure de ce module sera notée ¥ ;
c’est une algébre graduée par les puissances extérieures p° de Z", notées
respectivement E,. Lorsque 0<Cp < n, le Z-module E, admet pour base
les éléments :

(1) Wig,..i

p:eilA...Aei

»

(81 4404 1p) parcourant Pensemble des suites strictement croissantes de p
entiers compris entre 1 et n; on a H, =0 si p <0 ou p >n.

Le groupe abélien ¢ = M (x) ¥ sera muni de la graduation définie par
les sous-groupes C, = M (x) B, et de la structure de E-module a droite
définie par la condition :

(2) (m Xu) - v=m X (wAv) meM, u,v€RH

De plus, sur C, on définit des opérateurs 8; et d;, respectivement homo-
génes de degré 0 et 1 par les formules :

(3) 0; (im X)u) = D; m (X)

(4) d; (m (X)uw) = Dy m (X) (e; A w).

Les opérateurs 0; et d; sont E-linéaires; de plus, de la formule :

(5) didj(m X u)= D; D;m X)e;AejAu

et de la relation de commutation des D;, on déduit d;d; = 0et d;d; = — d; d;.
Si Pon pose d =d, ... 4+ d, , on déduit des relations précédentes que ’on
a dd = 0, de sorte que (C, d) est un complexe de cochaines. Explicitant la

définition de d, on voit tout de snite que pour w € C, de la forme:

(6) w= 3 m;_; X)e; A..A¢g
<oy L F 1 v
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on aura :

p+1
) do = ) (2 (— 11D . m, » . )@ e, Aw.Ae,
’51<.--<ip+1 To—1 U 11...’Lk...lp+1 1 ]J+l

oli le symbole * aun-dessus de lindice i signifie comme d’habitude que Von
doit Pomettre. En particulier, si on identifie M et €, par I’isomorphisme
m—~m X1, on aura:

"
(8) dm = 3 D;m(X)e;

i—1
pour m € M, de sorte que dm = 0 équivaut & D;m =0 pour 1 <<i<< n.
3. — Venons-en au premier lemme sur la cohomologie du complexe (C,d).

LEMME 1: Pour 1 <C i <C n, s0it M; le sous-groupe de M, somme des images
des opératewrs Dy, ..., D;, et soit M, = 0; si, pour tout i tel que 0 <<i<n
la relation Dy, m € M; impligue me€M;, on a H?(C,d)=0 pour p =n et
H»(C,d) est isomorphe a M/M, .

Nous raisonnerons par récurrence sur le nombre entier n. Lorsque
n==0, on a 0, =0 pour p 5= 0 et 0, = M, tandis que M, = 0; le lemme
est alors immédiat dans ce cas. Supposons done n> 0 et le lemme démon-
tré pour n — 1 opérateurs; comme D, m =0 implique m = 0, on a H°(C, d)=10
puisque dm = 0 implique D, m = 0. Il est clair que les opérateurs
D,,...,D,_, vérifient les hypothéses du lemme pour le cas de n — 1 opé-
rateurs, et de plus que lalgébre extérieure du module Z"—1 g’identifie a la
sous-algébre de I engendrée par e, ,...,e,_;; on notera E’ cette algébre, K,
Vintersection de E’ et de H,, ¢’ le produit tensoriel M (X)E’ et Cp le
produit tensoriel M (x) E,. Si l’on pose d’ =d, 4 ... 4 d,_;, Phypothése
de récurrence implique que HP? (C’,d’)=0 pour p 4=n —1 et que
H7"1(0",d’) est isomorphe & M/M,_,.

De plus, tout élément de C, s’éerit d’une maniere et d’une seule sous
la forme :

9) w=aoa-+p- e, a€Cp, BECy,
et I opérateur d est donné par la formule suivante :
(10) do = d'w + (—1)P 0, (w) - én = d'a 4 (— 1P Ou () + d'B) - €,

Soit alors w € C, tel que dw = 0, c¢’est-a-dire, avec les notations pré-
cédentes :

(11) da=0 (—1)p10,(@) = df
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Nous distinguerons alors plusieurs cas:

a) 0 <p<<m—1: de d'o = 0 et de la relation HP((’,d’)=0, on
déduit Pexistence d’un o' € Cy_; tel que o = d’'a’; comme les opérateurs 6,
et d’ commutent, la deuxiéme formule (11) s’écrit:

(12) @B+ (— 1) 6y (¢) = 0

Comme g -+ (— 1)? 6, (a') appartient & C,_; et que H?~1((’, d’) = 0, on en
déduit existence d’an p’'€ Cp_y tel que f - (— 1) 0, (a') = d'f’, soit:

o= d'o’

= (—=1p"16, () 4 d'f

Autrement dit, d’aprés la formule (10), on a w=4d (' 4 B’ e,), ce qui
prouve que HP?(C, d) == 0.
by p=mn-—1: comme €0, o, on a:

n—1 ~
(13) ﬁ =2 (— 1)7:_] U (g) e N Ae ANy
t=1

ot les u; sont dans M; on en déduit:
n—1

(14) d’(g = (2 D; ’ll/i) (g) €A Ahep
i—1

Autrement dit, on a d'f=uX)e, A...Ae,_; avec w€ M, ;; comme d’autre
part, on a a€C, 5, on a a =v(X) e, A...Ae,; avec vEM et la deuxidme
relation (11) §’éerit w==(— 1) D, (v). Or, d’aprés les hypotheéses faites, la

n—1
relation D, (v) € M,_, implique v € M,_,; on peut donc écrire v = 3 D;v;
=]
n—1 . . ~
dolt & = d'a’ avec &' = X (— 1)1 v;(X) e, A..Ae; Ao Ahe, ;. Ayant déter-
i=1

miné o' € Cp_y tel que a« = d’a’y, on achéve la démonstration comme dans le
cas a); ceci prouve la relation H"1(C, d) = 0.

¢) p=n: les éléments de C, sont les éléments de la forme m (X) e,A...Ae,
avec m € M, tandis que les éléments de C,_; sont de la forme:

(15) o =2 (—1""1mXe A.. A;;A Y
=1
et Von a:

n
(16) do = (z Dimi) X ey A e A ey

=1
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Il en résulte que lapplication m — m (X) e, A... A ¢, détermine un isomorphis-
me de M/M, sur H*(C,d).
d)yp>mn:ona 0, =0, dot HP(C, d) = 0. ' cqfd

COROLLAIRE : Supposons qu’il existe dans le groupe M des opérateurs
T: (1 <<i<Cn) vérifiant les relations suivantes:

(17) T:D; = 1 T, D; = D; T

pour & >j. Alors H? (0O, d)y=0 pour p == n; si, de plus, les T; commulent deux

& deux et si T; commute & D; pour j == i, alors M est somme directe de M, et de
n

Uimage de Popérateur J = II (1 — D;T;), de sorte que Von peut identifier

=1
H" (0, d) et J(M).
Il suffit, pour démontrer la premiére assertion, de vérifier les hypo-
théses du lemme 1; orsi m€M est tel que D;yym = D, m, + ... + D;m;,
on en déduit:

i i
m == Ti+1 Di-l—l m=2 Tl'—l-l Dk m= 23 Dk Ti+1 m
k=1 k=1

d’out m € M;. De plus, si les T; commutent entre eux et si 7; commute &
D; pour i == j, les opérateurs 1 — D; T; commutent entre eux, et comme l’on a:

(1-—-—Di.’lyi)'?':1——2DiTi—|—DiT@'DiTi-_—1—ZDiTi+DiTi=1—D¢Ti

puisque T; D;=1, on voit que J est un projecteur. La formule (1 — D; T;) D; =0
qui résulte immédiatement de 7;.D; =1, montre alors que J s’annule sur
M, ; mais la formule :

n
1—J=3(—1P 3 Di..DyTi .1

- . . 1 p
p=1 1.1<.‘.<14p

montre que limage de 1 — J est contenue dans M, . Le corollaire résulte
immédiatement de la.

4. — Voici maintenant le second lemme sur la cohomologie du com-
plexe (C, d):

LEMME 2: Sott M; Vintersection dans M des noyaux des opérateurs
D,y D;y pour 1<<i<<n et soit My= M; 8i, pour tout ¢ tel que 0 << i <,
on @ Mj= Dy, (M}), on a H?(C,d)=0 pour p =0 et H°(C,d)= M,.

La remarque & la fin du n® 2 montre que H° (0, d) = M, ; pour démon-
trer que H? (¢, d)=0 pour p == 0, nous raisonnerons par récurrence sur u,

4, Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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comme dans la démonstration du lemme 1 et nous garderons les mnotations
introduites & ce propos. Le début de la démonstration est inchangé, jusqu’a
la formule (10).

Soit done w € C, telle que di» = 0 et posons w =a 4 f.¢, avec a€C,
et 8€Cyp_;; les relations (11) seront alors vérifiées. On peut supposer p > 0,
puisque €, = 0 pour p < 0; la relation d'« = 0, jointe a I’hypothése de
récurrence H? (0', d') = 0, démontre Pexistence de o' € Cp—; tel que o = d'o’.
La formule (12) sera encore valable. Nous distinguerons alors deux cas:

a) p>1: comme u = f + (— 1)? 0, («”) appartient & C,_; et que
Hr=1((¢’, &’y = 0, il existe '€ Op_, tel que S 4 (—1)? 0, (a") = d’p’, et
comme dans la démonstration du lemme 1, on voit que ceci implique
w=d@ + e

b) p=1: Comme u appartient & ) = M et que d'w =0, on a
u€ M,_,; mais les hypothéses faites entrainent que D, (M, ;)= M,_;, et
par suite, il existe v € M, , avec v = D, (v). La relation v € M, _; entraine
d’v = 0, et de plus, on a § = D, (a’ + v) puisque u = D, (v); il en résulte:

w=d'o"+ Dy(a + v)- o = d(a + ).

On a donc bien prouvé dans tous les cas que H?(C, d) = 0 pour p > 0.
cqfd
COROLLAIRE : Supposons qu’il existe dans le groupe M des opérateurs
T:(1 << i< n) vérifiant les relations suivantes:

(18) D;Ti=1 T{D;j=D;T;

pour i>j. On a alors H? (0, d)=0 pour p==0; si, de plus, les T'; commutent
deux & deux et si T commute & D; pour j==i, Vopérateur J’= II (1 — T D;)

i=1
8t un projectewr de M sur H®(C, d).

Pour démontrer la nullité de H?(C, d) pour p 3= 0, il suffit d’aprés le
lemme 2 de montrer que D;;, est surjectif dans M;. Or, pour m € M;, on
o m= Dy, Tiy;m et Dj(Tipsm)= Tiy, Djm =0 pour j<i, ce qui prouve
que m est Vimage par Dy, de Vélément Ti;,m de M;. La relation D;Ti=1
montre immédiatement que D;(1 — T';D;)=10 et que 1 — T} D; est un projec-
teur. Si T; et D; commutent pour ¢==j et si les 7; commutent deux 2
deux, les opérateurs 1 — T';D; commutent deux & deux, J’ est un projec-
teur et D;J’ = 0 pour tout i, Cette derniere relation signifie que J’ ap-
plique M dans M, ; comme il est clair que J’ induit Videntité sur M;, on
a bien prouvé que J’ est un projectear de M sur M,. cqfd
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5. — Comme premiere application du lemme 2, congidérons le complexe
£2 des formes différentielles sur I’algébre des séries formelles en n indéter-
minées X; (1 << i << n) 4 coefficients dans un corps K de caractéristique 0,
Si 'on pose A = K|[[X,,..., X,]] et si "on note D; la dérivation partielle
par rapport a X;, il est bien connu que les D; commutent deux a deux.
De plus, toute forme différentielle de degré p s’écrit de maniére unique
sous la forme:

19 w= 2 fi i aX; A..AdX;
(19) i4<...<z{‘ E ?
et 'on a:
20 do = 3 df; ; AdX; A...AdX;, =
(20) i\ <o iy f‘ p ! ?
2 p§1 1)1 D aX; axXx
= —_ - N P i N A i .
i‘_<--'<ip-|—1 (k=1( ) i fz‘.‘.zk..wp_}_l) 1 'p-4-1

Une comparaison immédiate avec la formule (7) montre que l’application

w —~ 2ﬁ1~--i,, ) e, A ...A e, est un isomorphisme du complexe (£2, d) sur le
®
complexe (C, d) défini comme aun n° 1,

De plus, pour toute série formelle f = Zfai,_,a X ... Xy#, nous po-
(@) "

serons :

(21) Tif =2 fo.ap (@, 4+ V7" X Xl X xiHs | x o
(@)

i—1 41 n

On vérifie immédiatement que les T; commutent entre eux et que 7{ com-
mute & D;, que D;T; f=f et que:

XM, X0 x| X

i1 O ap1ay 1 i il n

@2 S—TiDif= 3 f, .

Qpoily o

ES n

.....

lemme 2, et Pon obtient le résultat suivant:

PROPOSITION 1: Soit A Valgébre des séries formelles a n indéterminées
Xi(1 << i << n) & coefficients dans un corps K de caractéristique O, et soit
(2, &) le complexe des formes différentielles de A. On a alors H? (L, d)= 0
pour p &= 0 et H (L, d) = K.

On notera que les opérateurs D; et T; précédents transforment un po-
lynome en un polynome; il en résulte que la proposition 1 reste valable si
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Pon y remplace Valgebre A des séries formelles en les X; par Valgébre des
polynomes en les X;. Il en est de méme si on remplace les séries formel-
les par les séries convergentes sur un corps valué complet non discret.

6. — Soit » un entier > 0; pour tout ouvert U de R™, on notera
€ (U) Vespace vectoriel des fonctions indéfiniment différentiables dans Pou-
vert U, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact
des dérivées partielles de tous ordres (on omettra désormais Vadverbe «in-
définiment » devant « différentiable »). Pour tout compact K de U, on note
Dk (U) le sous-espace de € (U) formé des fonctions nulles en dehors de K,
muni de la topologie induite par celle de €(U); enfin, on notera D (U) la
réunion des sous-espaces Dk (U), et on le munira de la topologie limite in-
ductive de celle des sous-espaces (Dg(U). Le dual topologique de & (U) sera
noté E/(U), celui de <D (U) sera noté D'(U). On identifie D (U) & un sous

espace de &’(U) en associant a '€ (D(U) la forme linbaire ¢ — ff(p dz sur E(U).
[

De la méme maniére, on identifie € (U) & un sous-espace de D(U). Pour
toutes ces notions, on pourra consulter le livre de Schwartz [6]. On rappelle
que les éléments de D’ (U) s’appellent des distributions.

Nous allons d’abord étudier certains opérateurs fonctionnels dans le cas
n=1; on notera .D la dérivation, D f étant la dérivée usuelle de f. Soit
alors T = Ja, B[ un intervalle ouvert fini ou non de R, a un point de I;
pour tout f€ & (I), nous poserons:

(23) (T’ f) () = f £t at ' (€T
a I

On a alors:

(24) DTS =f f— T'Df = f(a)-1

et Vopérateur T est continu dans € (I) puisque D"7'f = D"1f pour n >>1,
ce qui prouve que si les dérivées de s convergent uniformément vers 0 dans
un ensemble, il en est de méme de celles de 7.

Pour tout f€ D (I), on posera:

(25) Pf=f—g.| fdt
/

ot la fonetion ¢ est un élément fixe de D (I) tel que f(p dt = 1; I’opéra-
I
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teur P est un projecteur continun de D (I) sur Phyperplan 9 de <D (I) défini
par la condition /f dt = 0; comme on a fl)f dt=0, on a PD = D.
I

On peut alors définir Popérateur T dans D(I) par la formule

x B

(26) (T7) (@) = f (BF) (0 dt = — f (PF) (0) .

a ax

Supposons ¢ nulle en dehors de lintervalle compact J de I; on voit alors
immédiatement que pour tout intervalle compact K de I, Vopérateur T ap-
plique Dk (I’ dans Dyyx (I), et qu’il est continu dans D (I). On a de plus
le formulaire suivant:

(27) TDf = f f——l)Tf:(p-/fdt.

I

Soit alors U un pavé ouvert de R#, produit des n intervalles ouverts
finis ou non I;(1 << ¢ << m); pour toute fonction f sur U, on définit une
famille de fonctions sur I; par la formule:

(28) jw .';,‘ .y, (xz) :f(xl )t w';z)'

Si f appartient & & (U), les fonctions f, ~ sont dans E(I); si feD(U),
L T e By

ces mémes fonctions sont nulles en dehors d’un intervalle compact fixe K

de I;. Il résulte de ceci que, pour tout opérateur continu H dans &€ (I),
on peut définir un opératenr H; dans & (U) par la formule:

(29) (Ho ) @ ey @) = B, 50 @)
Si H est un opérateur continu dans <D (I;), tel que pour tout compact K de I;,
il existe un compact K' avee H (Dx (I;)) € Dk (L) (]), alors la méme formule
définit un opérateur dans D (U) que Von notera aussi H;. La définition (29)
entraine immédiatement les formules :-

(30) H,-Hi=HHY (H+ H)y=H-+ O

(3) Cette dernidre condition est toujours satisfaite car I’on suppose opérateur
H continu; cela résulte de ce qu’un ensemble borné dans P (U) est contenu dans Uun des
sous-espaces D (U).
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Appliquant ceci aux opérateurs définis précédemment pour un intervalle
ouvert, on définit dans € (U) des opérateurs continus D;, T'; et dans D (U)
des opérateurs continus D;, T; vérifiant les conditions suivantes (%) :

81) D;Dj=D,D; T;D;=1 T,T=T7T  T,D;=D;T: (i)
(32) DiD;j=D;D; D;Ti=1 TiT;=T;T, TiD;=D;T, (i<}

les premiéres se rapportant & (D(U) et les secondes & € (U). Les relations
de commutation valables pour ¢==j ne font que traduire les propriétés
connues des fonctions de deux variables :

b b
9 8 o 8 3 9 —[2
%@f(m,?/)—ga—wf(-”,y) ' B ff(w,y)dy —rfawf(w,y)dy, ete. ...

De plus, par définition, les D; ne sont autres que les opérateurs de
dérivation partielle du premier ordre; enfin, dans D (U), le projecteur

n
J = IT (1—D; T;) est Vapplication f— @, ... ¢, | fdw, et dans E(U), le projec-
t=]1 o
n
teur J' = II (1 — T'{ D,) est Vapplication f— f(a) - 1.
1

!
On sait que toute forme différentielle de degré p dans U g’écrit d’une
maniére et d’une seule sous la forme:

(33) w = 2 ) fil e ’l:p dw,-l A..A dmip
z‘<.‘,<zp

ks

les x; étant les fonctions coordonnées dans U, et que l'on a:

p+1
— — 1\k— . N . .
(34) o= 3 (kfl( 1) ID%le...zk...@erl) Qo N oo Qe

En appliquant les corollaires des lemmes 1 et 2, on en déduit immdédiate-
ment la proposition :

(*) Pour faire cette construction, on a choisi un point a = (a) de U et pour chaque

intervalle I, une fonction @ € D (I,) telle que/¢i (t)dt=1. On note aussi par abus g, la
I;
fonotion (xl g xn) - @, (x;) sur U,



des formes différentielles 55

PROPOSITION 2: Soient U un pavé ouvert de R* et (2 (U), d) le complexe
des formes différentielles différentiables dans U; on a HP (2 (U), d) = 0 pour
p 3= 0et H(Q(U), d) se \compose des constantes. De plus, si 2,(U) est le sous-
espace de Q(U) formé des formes différentielles nulles en dehors d’un compact
de U, on a H?(Q, (U),d)=0 pour p &= n et Vapplication w — /w de O dans
R définit un isomorphisme de H" (2,(U), d) sur R. ! *

Dans le dual &'(U) de E(U) nous définirons Popérateur D; comme le trans-
posé de Vopérateur — Di de € (U) et Vopérateur T; commele transposé de
Vopérateur — T} de € (U); de méme, dans le dual ' (U) de D (U), on posera
D;=—1tD; et T\ = ‘T Les formules (31) et (32) ont alors des analogues

respectivement valables dans & (U) et dans Q@' (U). L’opérateur I] (1— D; T

dans &' (U) est le transposé de J’, donc est 1 apphcablon ,u ©(1). 6,
en désignant par 6, la masse 1 au point a. De méme, l’opéra

teur H (1 — T, D;) dans Q' (U) est le transposé de Popérateur J de QD (U),

donc est; Papplication p—~u (@, ... p,). 1. Appliquant alors les corollaires des lem-
mes 1 et 2 au complexe £ (U) des courants dans U (c’est-a-dire des ex-
pressions de la forme (33) avec f,-l_,,,-pE(Z)’(U) ), on obtient la proposition
suivante :

PRrROPOSITION 3: Soient U un pavé owvert de R" et (' (U), d) le com-
plexe des courants dans U; on a alovs I? (2 (U),d)=0 pour p=F0 et
HO(Q'(U), d) se compose des constantes (°). Si (2, (U), d) est le complexe des
courants a support compact (i. e. les expressions de la forme (33) avec
film,;pE(f’(U)), on a H?(2,(U),d)=0 pour p %+ n, tandis que Papplication
I:pde, A...Adr,—~p(l) définit un isomorphisme de H" (2,(U), d) sur R (5).

(3) On rappelle qu’on a identifié §(U) & un sous-espace de 2’ (U). Noter que Topé-
rateur D, défini dans 9’ (U) prolonge opérateur du méme nom défini dans 8 (U), mais que
T; ne prolonge pas T7.

(5) Si U est un ouvert de R" et si u€ & (U), on notera le nombre u (1) sous l'une

des formes:
/ydmlA...Adxw /p(xl,..,xn)dxlh...i\dxn
u

U
On peut done écrire I (w) =/w pour o € Q."(U). De plus, la dualité entre 2(U) et
- U
D' (U) (ou §(U) et & (U)) s’exprime par la formule :

p(f)= /f-udwn
U
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REMARQUES: 1) Par passage & la limite inductive, la proposition 2
montre que le complexe des germes de formes différentielles différentiables
en un point a € R* est acyclique. Il en est de méme du complexe des
germes de courants en un point a € R*; le méme énoncé est donc aussi
valable pour les germes de formes différentielles et de courants en un point
d’une variété de classe C%.

2) La démonstration des propositions 2 et 3 reposant par l’intermé-
diaire des lemmes 1 et 2 uniquement sur les identités (31) et (32), on déduit
immédiatement acyclicité des complexes de formes différentielles ou de
courants a valeurs dans un espace vectoriel topologique, ou des complexes
d’applications continues (resp. différentiables, analytiques réelles, holomor-
phes, etc...) d’un espace topologique (resp. d’une variété différeutiable,...)
dans Pespace des formes différentielles sur U.

7. — Nous allons maintenant examiner le «lemme de Poincaré » rela-
tif aux fonctions de variables complexes.

Sur lespace complexe & n dimensions C», on note z,, ..., 2, les fonc-

p 1 ’ 19
tions coordonnées ; pour 1 << j << n, on posera z; = xy;_1 -+ iy, de sorte que
les fonetions réelles x,,...,x,, définissent une bijection de C* sur R*;
. . . g ¢ .
lorsqu’on parlera d’une fonction différentiable sur (%, il s’agira d’une fone-
tion différentiable des 2n variables réelles x,, ..., s, , et Pon fait la méme
convention pour les courants ou les formes différentielles.

On a dzj = dwyj_; + i dw,; et dzj = dwyj_— i dxs;. 11 Sensuit immédiatement
que toute forme différentielle de degré 1 sur un ouvert de C» 8’écrit de maniére
unique comme combinaison linéaire des différentielles dz; et dz,; en parti-
culier, pour toute fonction différentiable f, on peut poser :

(35) 0 = X (0 /- dsy+ B - )

On a en fait:

(36) 9j=(Dy—1 — i Dy)j2  65=(Dyjmy + i Ds))/2

ce qui prouve que les opérateurs ¢; et :’9_, commutent dans leur ensemble.
On dira qu’une forme différenticlle est de type (p, q) si elle est de la forme:

(37) w ::(DZ' (]Z)‘ wil'"ip;jl"'jq dz,;l A..A dzip A dzjl AL A dz]q

avec une sommation étendue & tous les systémes (i) strictement croissants
de p entiers et les systémes (j) strictement croissants de ¢ entiers; on notera
0Q2.9(U) ’ensemble des formes différentielles de type (p, ¢) sur un ouvert U
de C*, de sorte que Dlespace Q2 (U) des formes différentielles sur U est
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somme directe des sous-espaces Q7¢(U) pour p =0 et ¢ = 0. Enfin, si
est de type (p,q), on a dw = dw + (— 1)? o avec dw de type (p 4+ 1,¢) et
dw de type (p,q -+ 1) données respectivement par les formules:

p+1
L . — — 1Ye—1 4. AL
(38) (aw)wl...tp_l_l;“...]q = kfl (— 1)kt awk Wgy.diggen iy 41910
¥ ! k—1 3. A
(39) (00)..ipify...jgta ==k-2;1 (— 1Y 0jy, @iy pemiga

Dans ' (U), on notera respectivement 9; et ('9_] les transposés de — 9; et
— a_j; si Pon identifie £(U7) & un sous-espace de D' (U), opérateur §; sur
@' (U) prolonge lopérateur 9, défini sur € (U), et il en est de méme pour
d;; les assertions démontrées pour les formes différentielles restent valables
pour les courants, en remplacant dans les formules précédentes toutes les
fonetions par des éléments de Q' (U).

Soit p un entier == 0; on mnotera A? (U) Pespace des formes différen-
tielles sur U dont toutes les composantes de type (p’,¢q) pour p’ == p sont
nulles; la formule (39) montre que A? (U) est stable par 5, et Panalogie
avec la formule (7) montre immédintement que Pon a § § = 0, de sorte que
4r(U), 0) est un complexe. Ce complexe est en fait formé par le procédé
du n° 2 au moyen du groupe abélien A?9(U) et des opérateurs —8_“... ,5,,
sur ce groupe; comme le groupe AP0 (U) est somme directe de (;)sous-

groupes isomorphes a A% (U)= E(U), le complexe (AP (U), §) est somme

directe de (;) complexes isomorphes & (AO(U),ﬁ). La correspondance en-

tre une forme  de type (p, q) et un systéme de (; ) formes c,...i, de type
(0, 9) s’exprime par la formule:

(40) w = uZ)'dzzl A A dzip A a)il,..ip

qui entraine :

(41) ow = (%' dzil A A dz,-p A awil,,.ip

En remplacant les formes différentielles par des courants, on définit de ma-
niére analogue le complexe (4P (U),d), et les formules (40) et (41) restent
valables.
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PRoPOSITION 4: Soit P un polydisque (") ouvert dans C%, produit des
disques U,,..., U, de C. Alors H? (AP (D), 5) et H(A'? (P), :9—) sont nuls
pour q==0 et se composent pour ¢ =20, des formes différentielles de type (p, 0)
dans P, dont les coefficients sont des fonctions holomorphes.

Les remarques précédant ’énoncé montrent que ’on peut se limiter au
cas p = 0 pour démontrer la proposition 4.

A) Nous définirons d’abord des opérateurs 7T transformant une fone-
tion de @ (C" en une fonction de & (C*).

Soit done f€ D(C"), et soit j un entier avec 1 <Cj << n. Nous définirons

une fonction T;f sur C" par la formule :

[o=] 27
(42) Tif (21,0 y2,) = — ) fdrff(zl, vy Zimgy 2 1e0, 2500,y 2,)6—00d0.
b0

Supposons que la fonetion f soit nulle en dehors de I’ensemble des points
de C” ou |2|=sup|z| est inférieur & R; si Pon calcule la valeur de la
fonction 7 f dans Vensemble des points de C* vérifiant Vinégalité |z | << R/,
Pintégrale portant sur » pent étre prise entre 0 et R - R’, en particulier
dans un intervalle fini. Il en résulte que la fonection 7/ est indéfiniment
différentiable, et que l'opérateur T, commute aux opérateurs de dérivation
Dy, ..., Dy,, donc aussi & d;,...,8,; de plus, inégalité sup | f(2)| < M en-
traine 'slup | T; f () | << My (R + R'), de sorte que Vapplication linéaire T;
z|=R’

de D (C") dans & (C") est continue.

Nous allons prouver que lon a T,—gjf=f pour f dans D (C*); on en
déduira a_jijzf puisque 8; ‘et 7j commutent. D’aprés la formule (4),
notre assertion est une conséquence immédiate de la formule :

co 27

(43) f f 5/ (re) =8 dr 40 = — 7 £ (0) . (fED ()
00

que nous allons maintenant prouver. Si 'on pose g (r, 8) = f(re®®), on aura:

D,g (v, 0) = §f (re®) 62/dr + 8f (ré®®) 6z/dr = of (rei®) e +- 3f (rei®) ¢—10
Dyg (v, 0) = 0f (re®) 82/50 +- 9f (r6i®) 92/00 = i of (re'®) rei® — i of (reid) re—0

() On appelle disque ouvert de centre a et de rayon R dans C I’ensemble des nom-
bres complexes 2 tels que |z —a|<C B; le disque fermé correspondant est défini par
Yinégalité | 2—a | << B; on n’exclut pas le cas R=co de sorte que C est considéré comme
un disque onvert et fermé, et par conséquent, (7 est un polydisque ouvert et fermé.
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d’out 'on déduit :
i

(44) 8f (re®) e=i0 = (D g (r, 0) + ir—1 Dyg (r, 0))/2.

Comme on a par ailleurs :
fl)ig (r,0)dr = — g (0,0)= —f(0)

0
27
j Dyg (r, 0)d0 = g (r, 2m) — g (r, 0) = f(r) — f (r) = 0
0

on déduit de (44) la formule:

oo 27 27

ffgf(mw) e 0drdg=—1/2 Jf(O) a0 = — n f(0).
0 0 0

Comme Vapplication 7, de D (C?) dans ¢ (C") est conlinue, on définit
une application linéaire T; de &' (C") dans ' (C*) par la formule

(45) Tu(f)=—p(T f) (fED(CY, pec (CM)

et des propriétés de T;, on déduit:
(46) Tj' 5k,u == 5]517]"# Tj’ 51/4 = 5j T]'M = U.

Soit U un ouvert de C* de la forme U;><...>< Uj—; >< € >< Ujyy >< ... >< Uy
la formule (42) montre que si une fonction f dans (D (C*) est nulle dans U,
il en est de méme de la fonction Tjf; elle montre aussi que si le support
de f est contenu dans U, il en est de méme du support de Tjf. Comme
une distribution u est dite nulle dans U si Pon a u (k) = 0 pour toute fonc-
tion h différentiable ayant un support compaect contenu dans U, il résulte
immédiatement de ce qui précede et de la formule (45) que si la distri-
bution p & support compact est nulle dans U, il en est de méme de
T{u. Le support d’une distribution étant le complémentaire du plus érand
ensemble ouvert dans lequel elie est nulle, on montre de maniére analogue
que si la distribution u a un support compact contenun dans U, la distri-
bution 7j/u a son support dans U.
B) Pour démontrer Vassertion de la proposition 4 relative au cas
q = 0 il suffit de prouver que les fonctions holomorphes dans un ouvert
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U de C" ne sont autres que les distributions u telles que 51':“= 0 pour
1<j<n.

Supposons d’abord que f soit une fonction holomorphe dans U ; pour
tout a dans U, il existe une suite de polynomes P, (z), respectivement ho-

mogeénes de degré r, et telle que la série X P, (¢ — a) converge uniformément
r=0

dans un voisinage de a et ait une somme égale & f(z) dans ce voisinage.
La série précédente peut donc étre dérivée terme a terme d’aprés le lemme
d’Abel, et I’on a en particulier :

8jf(@)= 3 8; P,(a —a)=9; P, (0)
r=0
ce qui est nul puisque P, est combinaison linéaire des z; et que (—9—]-zk=0.

Réciproquement, considérons un élément u de P’ (U) vérifiant 5j,u= 0
pour 1<Cj<Cun. Nous orienterons DPespace C* au moyen du systéme de
coordonnées réelles x; , ..., ¥, ; puis, nous définirons une forme différentielle
w de type (n,n) sur C* par w (2) = A dzjl\dz_l; enfin, sur Pespace C"><(C",

=1
NOUS NOLErons 2, , ..., Zn, Uy 5 .uey Uy ;es coordonnées complexes, et nous dé-
finirons les fonctions véelles y; par wp = Yor—y - ¢ Yor, -

Soit @ un polydisque ouvert dont l’adhérence (j soit compacte et con-
tenue dans U. Pour simplifier, nous supposerons que ¢ est le produit de
disques @, , ..., Q. centrés en O dans C; nous noterons E, le rayon de @);.
Comme|§ est compact et contenu dans louvert U, on peut trouver R, et
R} finis tels que R, <R, < E;’ et que U contienne 'adhérence (compacte)
du polydisque @ défini par les inégalités |z;| <<R; pour 1<Cj<Cm.
Nous noterons C; la couronne dans C, ensemble des points u tels que
By —e<|u|<<R)+ ¢, le nombre ¢ étant choisi trés petit; enfin, nous
choisirons f; € D (C) vérifiant les relations:

1 si |u|<R

Ji(w) =
0 si |u|=R,.

Nous conviendrons que dans un produit de facteurs, le produit de 0
n

par un terme non défini est nul. Comme le support de la fonction II fj(z;)
J=1

est contenu dans O, ><..>< Cy, et que @ = @, ><...>< @y et @;n 0; = &,
on définit une fonction différentiable h sur ¢ >< C* par la formule:

(47) h(2;u) = .1"] 8f, (wy)/(w, — )
J

=1
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De plus, dans Q;>< 0, on a Vinégalité |u;| > (R; + Rj)/2 > |#;|, de sorte
que Von peut développer la fonction (u; — 2,)~! par la série géométrique,
et qu’il vient:

(48) h(es )= O, () e &, (0,) 2 e &
J

et cette série converge uniformément sur @ >< €", ainsi que toutes les séries
qu’on en déduit par application d’un produit de dérivations par rapport
aux variables réelles y;. Comme h est & support compact, on en déduit
que la fonction M définie sur @ par:

(49) M) = f B e s 0) ) o (1)
Cn

est développable en une série de puissances convergeant uniformément dans
@, de la forme:

Soit g une fonction différentiable sur U ayant son support dans @ ;
le théoréme de Fubini a été généralisé par Schwartz aux distributions (cf.
[6], tome I, p. 109) et impligue :

fM<z>g(z)w<z>=fu<u>w(u)fh(z;u)g(z)w(z)
Q " Q

= / () @ () 8fy (1)) vor Ofn () @ (20)

C
avec :

= (— 1)"];}(@0—[—1;) 11 vj—ldvjl\dv_j.

i=1

Or, si lon fait le changement de variable v;—r;e'% , les variables »; et 6;

étant réelles, la forme différentielle vj ' dvjadv; se transforme en — 2i¢™i drindo;
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comme le montre un calcul facile; on en déduit:
oo 27t
(50) G (u)= (2i)" f f gy + 1161 s Uy - 1060 O T 4y 46, A, A04.
0 0

Si nous utilisons maintenant Phypotheése 5j,u= 0, on voit que u est
nulle sur les produits 9;(vw), d’ou la formule d’intégration par parties:

(51) p (B0 - 10) = — (v - ,w).
On définit 1a fonction s €D (C") par:

(52) 8(20y wee s Zu) =1 (24) oo S (20)

et l'on a alors:

fM (2) g (2) w (2) :[,u (1) @ () §y v On 8 (1) G (w)
Q c"

= (— 1) f,u () @ () s (w) 0y ... G G (n).
Cn
Mais on peut calculer 8_1_...5,,_0 (u) en remplacant dans Pintégrale (50) la

fonction & intégrer g par 4, .. dxg; en appliquant n fois la formule (43),
on obtient finalement :

(53) (— 1)% 8, v 0, (w) = (27i)" g (u).

Comme s est égale 4 1 sur @, et que g est nulle en dehors de @, on a
8g =g, et les calculs précédents donnent la conclusion :

f M (2) g (2) @ (2) = (2} f g () g (w) o (a).
Q Cn

Par suite, u est égal & la fonction (2niy~"M dans @ (8). Le principe de

() Rappelons qu’une distribution g€ 9’ (U) est dite nulle dans un ouvert V¥ € U si
VYon a u (h) =0 pour toute fonction k€ 2D (U) nulle en dehors d’un sous-ensemble compact
de 7. Au moyen d’une partition de 'unité, on montre que si U est réunion des ouverts
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Jocalisation des distributions (®) montre que Von a u€E(U), et Pon vient
de prouver que dans tout polydisque dont ’adhérence est compacte et con-
tenue dans U, la fonction u est égale & la somme d’une série de puissances.
Autrement dit, 4 est une fonction holomorphe dans U.

C) Soit @ un polydisque ouvert, concentrique & P, et donc I’adhé-
rence soit compacte et contenue dans P; les fonctions nulles au voisinage
de @ forment un sous-espace Ny de (') stable par les opérateurs 5, .
Dans ’espace quotient G = € (P)/Ng, on a donc n opérateurs notés encore
51- et obtenus par passage au quotient. I.es opérateurs 51 dans Gy commu-
tent & deux, et nous allons prouver que les hypothéses du lemme 2 sont
satisfaites.

Soitfﬁun élément de G g tel que I'on ait a_,f“_—. =ajf'\=0. Choisissons une
fonction f dans la classe f; il existe donc par définition un ouvert U tel que
QcUcPet ,f=..=8;f=0 dans U. On introduit alors les objets
R;, R;, R}, Q", fi, Cj, Qj comme en B), et 'on note @; le disque de centre
O et de rayon Rj; la fonction s est définie par (52). Comme s est égale &
1 dans le voisinage @ = @] >< ... %< @; de 6, la fonction f' = fs est dans
la classe f, et appartient & D (P); nous considérerons f' comme fonetion
de @ (C") en la prolongeant par 0 en dehors de P. Par ailleurs, le support
de s est contenu dans Q'C U, et la fonction §.f est nulle sur Q' pour
1 <<k <"j; dans ces conditions, on a done 5kf- s = 0 dans P. De plus, on a:

0k 8 (2) = Jy (21) v Siomt (B1—1) 9 i (%) fies (@) oo i (20)

d’olt résulte immédiatement que ;8 est ‘nulle sur @1 >< ... < @ >< O =Vj.
Il en résulte que orf’ = 0*f-s8-4/- 0x8 est nulle sur V;; nous poserons
alors g = T, f’. On a 9rg = Tj}, 0 f’, d’ou explicitement :

(o] 27

gk g (Z) = —ga1 fd’l‘ / 510 f’ (Zi gy eee 9254 %541 —I— 1'6i9, Zj42 gy ey Z,,) ]

0 0

Uq ot 8i p est nulle dans chacun des ouverts Us, on a u = 0. Supposons alors qne pour
tout «, il existe mne fonction f, sur U, , différentiable dans cet ouvert et telle que

u (h) =/fa k. dx pour h€ P (U) nulle en dehors d’un compact de U,. 1l en résulte que f,

Ua
et f, coincident sur U n Uy, d'o lVexistence d’une fonection f sur U induisant S, sur
U, pour tout a. Le résultat rappelé précédemment montre que Pon a y=f (of. [6], tome
I, p. 27).

.
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et cette formule montre immédiatement que dyg est nulle sur V;

pour 1<Zk<Zj. Silon notefq la classe de g modulo Ny, on a done

51; = .. = 791'3:0, et comme on a 514_1 Tipa f’ =f’y on a 5j+1;=ﬁ
Les considérations précédentes s’appliquent & peu prés sans changement
aux distributions. On notera N le sous-espace de )’ (P) formé des distri-
butions nulles dans un voisinage de @, et lon posera Gy= D’ (P)/N¢.
Les opérateurs g; laissent stable Pespace N puisque la dérivation des
distributions est une opération de type local (cf. [6], tome 1, p. 36). Pour
démontrer que Gg satisfait aux hypothéses du lemme 2, on procéde comme
pour le cas des fonctions; deux points seulement méritent éclaircissement:
a) Le produit de la fonction s €D (P) par la distribution f€ D’ (P) est
définie par (fs)(h)= f(sh) pour heE(P); c’est un élément de & (P); si f
ou s est nulle dans un ouvert V, il en est évidemment de méme du produit
Js=J".
b) La distribution f/€ ¢’ (P) se prolonge en un élément de & (C)
nul dans Pouvert complémentaire de é”; on peut alors former g = Tj%; f".
On montre comme dans le cas des fonctions que d5f’ est nul dans Vi,
et pour toute fonction h€<)(P) a support dans V;, on aura:

Skg(h)=—g@rh)=F (Tys1 0 h) =1’ Ok Tye1 h) = — 05/’ (Typs 1)

Mais b ayant son support dans V,, la formule (42) (ou l'on remplace j par
j+1 et ' par h) montre que Zji,;k a son support dans V,, et comme
ak/ est nul dans V;, on a akf (Ly41 b) = 0, d’onr akg(h)_ 0, et 8kg est
nul dans V;.

En appliquant le lemme 2 & l’espace Gg¢ (resp. Gg), on voit que pour
toute forme (resp. courant) ¢ de type (0,q) avec ¢ =1, et 89 = 0 dans P,
il existe une forme (resp. un courant) y de type (0,9 — 1) dans P tel que
@=dy dans @.

D) Il est immédiat qu’il existe une suite croissante de polydisques
P, dont chacun soit ouvert, de méme centre que P, et d’adbérence com-
pacte, et qui vérifient les relations :
(54) P= l>JPr ﬁr C Py,
r=1

Soit ¢ un courant de type (0,q) dans P tel que 8 @ = 0. Supposons
d’abord ¢=2. D’apres la tin de C), il existe un courant 1w, de type
(0,g — 1) dans P tel que dy, — ¢ dans P,. Soit r un entier avec r = 1;
Supposons qu’il existe un courant vy, dans P, de type (0,9 — 1) et tel que
81/1, = ¢ dans P,; d’apres O), il existe un courant « de type (0,9 — 1) dans
P tel que do = @ dans Py ; mais alors, on aura 0 (Wr — &) = dyp—dx =0
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dans P,, et @ aprés C), il existe un courant B de type (0,9 — 2)
dans P tel que w,— «=8f dans P, (c’est ici qu ’intervient l’hypothese
q = 2). Posons vy, ; == o} 9f; on a donc oy, = e, et par suite oy,
coincide avec ¢ dans P,y; et ce qui précéde montre que v,y coincide
avec vy, dans P,. En résumé, on a construit par récurrence sur r une
suite de courants vy, de type (0,¢ — 1) dans P tels que Pon ait

5"/}7' =@
dans P,.

Yr = Yr41

D’aprés le principe de localisation des distributions (8), il existe done dans
P un courant y de type (0,qg — 1) tel que y = w, sur P, pour tout r =1,
et on en déduit oy = ¢ sur P.

Supposons maintenant que l’on ait ¢ = 1. D’aprés (), il existe une
distribution v, sur P telle que 8y, = @ sur P,. Supposons que pour un
entier » =1, on connaisse une distribution v, sur P telle que ¢ = EYS
dans P,. D’aprés C), il existe une distribution « sur P telle que ¢ = ga
dans P,y;; on a done E(wr—a)=0 dans P,, eb par suite, y, — a est
égal dans P, & la somme d’une série convergente de puissances; il existe
done un polynome F (2, ,...,2,) tel que w, —a — F soit égal sur P,_; a
une fonction différentielle de module << 2= (noter que P, est compact
et contenu dans P,). Nous poserons y,;; = a - F. On a donc construit
par réeurrence une suite de distributions vy, sur P vérifiant les conditions :

dy,=¢sut P, ; yp—we=/r ; |fr]==2" sur P.

Soit 8 un entier =>1; pour tout entier r aveec r = s - 1, nous noterons
w, la restriction & Vouvert P, de la distribution v, sur P; dans ces condi-
tions, /) = y,4; — v, est une fonction différentiable de modnle << 2— sur
P,. La série X f, converge alors uniformément dans P, vers une fonction

ras
f’; cette série converge alors dans @’ (P;), autrement dit (%), pour toute
fonction h €D (Py), on a for ff’ h(2) w (2). De plus, la
r=s

(% Parmi les nombreuses définitions équivalentes de la limite d’une suite de distri-
butions, nous rappellerons la suivante: soit (u,),-, une suite d’éléments de 2'(U); si,
pour toute fonotion k€9 (U), la suite de nombres w, (k) a une limite pour » tendant vers
Vinfini, il existe une distribution x sur U telle que u (k) = lim u, (k) pour tout he D (U)

r—oo

et 'on dit que u est lunite des g, (c¢f. [n], tome I, p. 74, thm. XIII).

6. Annali della Scuola Norm, Sup. - Pisa.
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dérivation étant continue dans <)’ (P;), on aura 3/’ = 0. Si I'on note
¥s la distribution v, 4 f’ sur P;, on aura

%s () = lim v, (h) = lim v, (k) h €D (Py)
r-+00 r—00

et 9y, = Oy, . Comme tout compact de P est contenu dans ’un des ensem-
bles P,, la suite des nombres v, (h) a une limite pour tout k€D (P); si
Pon note y (k) cette limite, y est l'unigne distribution sur P qui coincide
avec y, sur P; quel que soit s =1; on a done 8y == dy; = @ sur Py, d’ott
finalement 8y = ¢ sur P.

Supposons que ¢ soit une forme différentielle différentiable; lorsque
g =2, il suffit de remplacer partout le mot «courant» par les mots «forme
différentielle différentiable » pour démontrer Vexistence d’une forme v de
type (0,q — 1) telle que ¢ = o

Supposons maintenant que ¢ soit une jforme de type (0,1) telle que
5(}0 =0 sur P; d’aprés ce qui précéde, il existe une distridbution v sur P
telle que 9y = @. Nous allons montrer quune telle distribution est néces-
sairement une fonction différentiable (« lemme de Weyl »). Pour tout r =1,
il existe d’aprés C), une fonction fe E(P) telle que 5f=<p sur P,; on a
done 4§ (f — ) dans P, et f —y est donc une fonction holomorphe dans
P, d’aprés B); ceci prouve que y est une fonction différentiable dans P,,
et comme » est arbitraire et P réunion des P,, on a la conclusion cherchée.

Ceci termine la démonstration de la proposition 4.

REMARQUES : 1) On peut faire tout d’abord les remarques analogues
4 celles de la fin du n® 6.

2) La méthode utilisée pour montrer que toute distribution u telle
que ou =0 est une fonction est un procédé classique de la théorie des
équations elliptiques. Il repose sur Vexistence des «inverses bilateres» T
pour les opérateurs ¢, et leurs propriétés de régularité. Notons que lin-

co 2w

tégrale /. ff(rew) e~ dr d6 pour €D (C) est une distribut‘on, égale dans
0 0
le complémentaire de 0 & la fonction 1/z; la formule (43) est done équi-

0z \m2
enfin que le résultat dont nous nous occupons implique le résultat classi-

que que tout fonction continue de n variables complexes qui est holomor-
phe par rapport & chacune de ces variables est holomorphe dans C~.

3) La méthode employée dans D) est un artifice classique pour passer
d’une solution locale d’une équation aux dérivées partielles & une solution

valente a la formule —a: (l) = §2) de Schwartz (cf. [6], tome I, p. 49). Notons
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globale et utilise l’existence d’une suite croissante d’ouverts relativement
compacts, dont chacun contient ’adhérence du précédent et dont la réunion
est égale au domaine étudié. C’est une adaptation du procédé de Mittag-
Leffler pour la recherche d’une fonction méromorphe dans C ayant des
parties polaires données; ce dernier probldme peut d’ailleurs se ramener 3
la recherche d’une distribution f telle que gf= 8, le courant § étant dé-
terminé de manitre simple par les parties polaires de f (cf. [6], tome I,
p. 48).

8. — Pour terminer ce mémoire, nous allons examiner les groupes de
cohomologie que l’on peut définir an moyen de lopérateur F) pour les
formes et les courants & support compact.

Soient U un ouvert de C* et p un entier avec p = 0. Nous noterons
AZ (U) Pespace des formes différentielles différentiables 3 support compact
dans U, dont toutes les composantes de type (p’,q) pour p’ == p sont nulles.
Comme 1 opérateur § transforme une forme & support compact en
une forme A support compact, on a donc défini un complexe (A% (U), 5),
qui se construit d’ ailleurs par le procédé du n® 1 & partir des
opérateurs 8_1,---,57; sur le groupe D (U). En remplacant D (U) par
& (U), on obtient le complexe (42(U),d) de courants & support com-
pact; comme D(U) est identifié & un sous-espace de & (U), le com-
plexe (AP (U),5) est en fait un sous-complexe de (47(TU),5). Nous
allons montrer que ces deux complexes ont la méme cohomologie pour un
polydisque, et nous déterminerons cette cohomologie.

Le produit extérieur d’une forme et d’un courant se définit par les
mémes formules que le produit extérieur de deux formes; il suffit
de remarquer que les coefficients d’un produit extérieur « A g s’expri-
ment comme combinaisons linéaires & coefficients entiers universels de
produits d’un coefficient de o« par un coefficient de f; comme le
produit d’une fonction et d’une distribution est défini (cf. [6], tome I,
p. 117), le méme formule garde un sens si les coefficients de « sont
des fonctions différentiables, et ceux de f des- distributions. En par-
ticulier, soient U un ouvert de C®, et « un courant a support compact
sur U de type (p,n); si ¢ est une forme de type (n —p,0) sur U dont
les coefficients sont des fonctions holomorphes (on dira: une (n — p)-forme
holomorphe, pour abréger), le produit @A« est un courant de type (n,n),

donc de degré 2n et ’intégrale f Ao a un sens. Si f est un courant A
14

support compact de type (p,n— 1), on a:
pAa+0f) =gha+ Ao =qpAa -+ d(pAB)=qpAa-td(pAp

puisque lon a d(pAf)==0 pour le courant @A B de type
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(n,n —1). Comme on a fdw = 0 pour tout courant & support compact y sur U,
U
on en conclut que ’on afqa Ao = f(pl\ o’ si o’ = a -} 6. Autrement dit, la
U \

forme linéaire ¢ — fqol\oc sur lVespace des (n — p)-formes holomorphes ne
U
dépend que de la classe de cohomologie a € H" (A;p(U), 0) de a; on notera
t, cette forme linéaire,
Les intégrales précédentes s’explicitent comme suit. La forme générale
d’une (n — p)-forme holomorphe est donnée par la formule :

@ =2 &(8) Ps(n).....s(p) Vs(pt1) A wee A A2

ou les coefficients sont des fonctions holomorphes dans U, ou la sommation
est étendue & toutes les permutations s de n lettres telles que

(1) <<8(2)<T.. < 8(p) s+ s(p+2)< ... <s(n)

et ol £(s) représente la signature de la permutation s. Si, de plus, le
courant o de type (p,n) s’exprime sous la forme :

=2 Qkgy,... ke dzkl A Adz Adz;A...Ad2,
) ¢4 14

avec des distributions Ley,.. T a support compact dans U, et une sommation

portant sur toutes les suites strictement croissantes de p entiers, on aura:

(55) [ora=t—1r2 [0, @ m, . @0
U

L’entier d est égal a (n — 1) (p -+ n/2).

PropoSITION 5: Soit P un polydisque ouvert dans C». Les groupes de
cohomologie H? (AZ(P),d) et Hq(A;p(P),_é) sont nuls st q <= n. Pour ¢ =mn,
Vinjection de AZ(P) dans AY (P) @éfinit un isomorphisme des deux groupes
de cohomologie. De plus, Vapplication a—t, est un isomorphisme de
H'(AZ(P), d) sur le dual topologique de Vespace des (n — p)-formes holo-

c
morphes sur P muni de la convergence uniforme sur tout compact des coeffi-
cients et de leurs dérivées.

Comme dans le cas de la proposition 4, on peut se limiter a faire la

démonstration lorsque p=0.
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A) Pour démontrer la proposition lorsque ¢ == n, nous appliquerons
le lemme 1 & Vespace &’ (P) muni des opérateurs .9_1 et & Despace D (P)
muni des mémes opérateurs. Tout d’abord, il résulte de la formule (42) que
si la fonction s€ (D (P) est produit d’une founction s’ ne dépendant que de
z; et d’une fonction s” ne dépendant que des variables z; pour j 3=, on a:

(66) T:(sf)=2s""- 158" f) SEE(P)
Par transposition, on en déduit immédiatement:
(567) T (sp) =" - T4 (') peQ (P)

Soit FED (P); si Pon a 6, =0, on en déduit f= Ty §;f=0. Soit main-
tenant j un entier avec 1 << j<Cn, et supposons que 'on ait une relation :

(57) i1 g =201fi+ o + 8 f;

ot ¢, f1,...,/f; sont dans ) (P). Considérons un polydisque @ == @, ><...><Qy
d’adhérence compacte contenue dans P—=P, > ... ><.Py et contenant les supports
des fonctions g et f,,...,/, . Choisissons pour tout i une fonction u; €D (P)
égale a 1 sur @; et posons §;(z) = u; (%) et s=3s, ...8,. Nous poserons
Si =8j41 - Tjy1(fx) pour 1< k=Cj; d’aprés (56), on a fi =35 Tji1(fr),
done la fonction f; est & support compact tout comme s. Par ailleurs, pour
1< k<j, Popérateur de dérivation 9, commute & Tji,, et annule s;j4;; on
déduit alors de (57):

— 7 —
9= 38i410 = 81 Tj1 610 = 2 8141 Tja Onefe
-1

E (841 Tjpa f%) = ;
1

M\
M

= B
1

k

I
[

Les hypothéses du lemme 1 sont donc satisfaites pour les opérateurs 5,- sur
QD (P) Le cas de &' (P) requiert seulement de remplacer dans la démonstra-
tion précédente Ty, par T,}; et d’interpréter g, fi,...,fn comme des élé-
ments de &' (P). 3
B) Le lemme 1 implique que le groupe "H" (4] (P), §) est isomorphe
au quotient de &' (P) par le sous-espace N formé des distributions de la
[ —
forme X g,/ avec des fi convenables dans €' (P); lisomorphisme de ces
k=1 _ _
espaces s’obtient en associant 3 la classe de cohomologie de « dz, ...dz, la
classe de ¢ modulo N. Introduisons lespace <f(P) des fonctions holomor-
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phes sur P; c’est un sous-espace de & (P) et cet espace est fermé puisque
les fonctions holomorphes f sont les solutions du systéme d’équations dif-
férentielles 9, f = ... = §,f=0; nous munirons 9 (P) de la topologie in-
duite par celle de (P). D’aprés la formule (55), Passertion que a—t, est
un isomorphisme équivaut aux deux propositions suivantes :

a) Pour toute forme linéaire continue ¢ sur ¥ (P), il existe une distri-
bution a € &' (P) avee t(f) =oa (f) pour f€ Y (P).

b) Si une distribution o € & (P) est telle que a (f) = 0 pour toute fone-
tion holomorphe f dans P, il existe des distributions oy € & (P) telles que :

(58) & == 0,0, + oo - Ol -

Comme 9 (P) est un sous-espace de l’espace vectoriel topologique lo-
calement convexe ¢ (P), toute forme linéaire continue sur % (P) est la
restriction d’une forme linéaire continue sur & (P) d’aprés le théoréme de
Hahn-Banach. Ceci prouve a). .

Démontrons b). Nous choigsirons deux polydisques ouverts @ = @, ><...><Qy
et @ = Q| ><...>< @, d'adhérences compactes, et tels que QC Q € Q' Q' P
De plus, nous choisirons pour tout j une fonction différentiable u, d’une
variable complexe égale & 1 sur ¢); et 4 0 en dehors de ¢, et nous poserons
8j(2) = w;(2;) et 8 =8, ... s,. Enfin, pour 1< j < n, nous poserons:

Vj..—_ Ql > a0 X QJX Q,;'-l'l >X< e X Q;z

on conviendra aussi que @ =V, et Q=7V,. On a donec V;C V,_; pour
1<j<n

Etant donnée une distribution «€ & (P), nous considérerons les deux
propriétés suivantes (pour j=1,2,..,n):

(H;) Le support de « est contenu dans V;, et pour toute fonction f dans
E(P) qui vérifie 8,f=..=0;f=0 dans V;, on a a{f)==0.

(0)) Il existe des distributions o, ,...,a; dans C' (P) telles que oy ait son
support dans Vi_, pour 1<Clk<_j et o« = kz’* 5k &g .

=]

Supposons que la distribution « vérifie (H;) et posons o«; =38  Tja;
d’aprés ce qu’on a vu sur Deffet de 7} sur les supports (cf. fin du A4) de
la démonstration de la prop. 4), le support de «; est contenu dans V,_;.
Posons ff = « — d;a;; on a donc:

B=oa—0a;(3j Tja)=oa—s;-0;Tjo— 88 Tja
=0L—8j-ot—_(§j8j-1}"d
= — 98+ Ija

puisque s;=1 sur V; et que « a son support dans V;, d’olt a« =38;-«.
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Soit ge E(P); si j=2, on supposera que lon a 810 = wo = 5}_19 =0
sur V;_, et on ne fera aucune hypothése sur g si j=1. Posons alors
JS=T;(9;3;- 9); on a:

B (g) = a (T (358 - 9)) = & (f).

_ Par ailleurs, comme s; vaut 1 sur V;, on a—ajsjs() sur V;, d’ou
0if=0;8-9=0 sur V;; si j =2, et 8i Von a 1<<k<j, on a:

O = 01T (018 9) = T; (3,8 - 610)

puisque 0, commute 2 T; et que 5,68,-=0. Mais comme Ekg est nulle
sur Vg = @1 >< .. >< Qj1 >< Qf>< .. >< @), et que Von a gju;(f)=0
pour t ¢ Qj, on en conclut que le produit §;8; - 69 est nul sur
Q>< e X Qi X O Qjy1>< ... < @, , et d’ aprés la formule (42), Vo-
pérateur T; transforme cette fonction en une fonction nulle sur le méme
ensemble et a fortiori sur V;. On a donc prouvé que l'on a a_kf= 0 sur V;
pour 1 << k< j, d’ou résulte f(9)= a(f)=0 puisque o« satisfait a (H;).
Si j=1, on en conclut que on a f§ = 0 puisqw’il n’y a aucune restriction
sur g, et par conséquent o = 8_1“15 si j==2, on en conclut que B satisfait
a (Hj_y).

On a donc montré -que (H,) entraine (C,), et que pour j=2, toute
distribution « satisfaisant a (H;) est de la forme o = g - 8_,-ocj ou B satisfait
a (H;—;) et ol &; a son support dans V;_,. Supposons que ’on sache déja
que (H;_;) entraine (C;—_;); on peut alors écrire '

B =1 + .+ 5j—1°‘j—1

et ay a son support dans Vi_; pour 1 <<k <Cj; il en résulte immédiatement
que o satisfait & (C;); dans ce cas, la condition (H,) entraine (Cj;). De ce
raisonnement, on conclut que (H;) entraine (C;) pour 1 << j << n.

Supposons maintenant que o€ (P) ait son support dans @ et que
T’on ait «(f)= 0 pour tout f€ Y (P). On a done a(f)=0 pour toute
fonction feE(P) qui vérifie 8, f=..=0,f=0 sur (. Par suite, a
vérifie ‘(Hn), donc aussi (0,), et elle peut donc s’écrire sous la forme
& = 9,04 + «. | Onetn, les distributions o«; ayant leur support dans '
Ceci achéve la démonstration de b),
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0) Pour montrer que linjection de AY(P) dans A;O(P) définit un
isomorphisme des n-iémes groupes de cohomologie pour lopérateur 5, il
suffit de prouver les deux assertions suivantes:

a') Pour toute forme linéaire continue t sur Y (P), il existe une fonc-

tion o €D (P) telle que t(f')::foc(z)f(z) w (2) pour tout f€ 9 (P).

b') St une fonction a €D (P) est telle que foc (2) f (2) @ (2) = 0 pour tout
S dans Y (P), il existe des fonctions ay €D (P) telles que :

oc=a—1oc1—]—...—|—5nocn.

Nous nous occuperons d’abord de b'). Supposons qu’une fonction de
D (P), considérée comme élément de E’(P) satisfasse a (H,); on définira alors
une fonction différentiable 4 support dans V;_; par la formule a; =s; . T;a.
Comme en B), on prouvera que f = o —_3, «; est égale a ——5] 8- Tia; 8i g
gatisfait les mémes hypothéses que dans la démonstration de b), on posera
f=1T; (a‘,-s,-g), chaque fonction étant identifiée & wune distribution; on
prouve comme plus haut que Von a B(g) = « (f) puis que lon a d,f = 0
sur V; pour 1 <<k=<Cj, d’ot B(g) = a(f)=0. Ceci prouve que f = 0 si
j=1 et que B satisfait & (H,_;) si j=>2. Par récurrence sur j, on voit
donc que Von a a = 51 o + .o + 8_, a; avec des' fonctions a;€ D (P). Le reste
de la démonstration se fait comme dans b).

Passons & la démonstration de a'). D’aprés l’agsertion a), il existe une
distribution « € &'(P) telle que o (f) == t(f) pour tout f dans 9 (P). Nous
choisirons un polydisque ¢ dont l’adhérence soit compacte et contenue dans
P, et qui contienne le support de «. Ceci étant, nous reprendrons toutes
les notations de la partie B) de la démonstration de la proposition 4. La
conclusion de ce B) s’exprimait sous la forme u = (2x¢)~" M dans Q; si
Pon tient compte des formules (47) et (49) et que ’on substitue f & ¢, on
obtient le résultat suivant:

Pour toute fonction f holomorphe dans P, on a dans Q la formule inté-
grale :

.
(59 f= (2m’)—”/ ['H 8 fj (w)/(w, — 2,)| /' (w) w ()
p o
Vensemble 7' étant défini comme le produit des couronnes C; pour 1 <j <
(cette formule est la généralisation & »n variables d’une formule de Schwartz
pour les fonctions holomorphes d’une variable, formule qui est & peu prés
équivalente a la formule intégrale de Cauchy). Comme C, ne rencontre pas
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Q;, on peut définir pour tout v = (u;) dans T une fonction N, sur ¢ par
la formule:

(60) Nu (2) = (2mi)™ ﬁ (uj — z;)71.

el
Comme la fonction N, (2) sur @ >< T est différentiable et que o est uuse
distribution 4 support compact contenu dans ¢, on définit une fonction
différentiable g sur 7T par la formule ¢ (u) = « (N,); si Pon tient compte de
la formule (59) et que Von applique le théoréme de Fubini pour les distri-
butions (cf. [6], tome I, p. 109), on obtient finalement :

(61) t(f)=|f(w
/

g (u)jl_r”{ 5 s, <uj)] o (1)

n

La fonction & sur T définie par h (w) = g (u) IT f; (u;) étant différentiable a
=1

support compact se prolonge en une fonction A’ €< (P) nulle en dehors de

T, et Pon aura donc t(f) = ] f(u) (%) o (u). Ceci achéve de démontrer a’).
P
La proposition 5 est donc completement démontrée.

REMARQUES: 1) Il résulte des propositions 4 et 5 que si un courant
@ sur le polydisque P vérifie § ¢ = 0, il existe une forme w et un courant
x tels que p=1w - 6 y; de plus, si ¢ est & support compact, on peut
choisir v et y & support compact. En utilisant une partition de 'unité, on
peut montrer que la méme conclusion est valable sur toute variété analy-
tique complexe paracompacte.

2) Si Von examine la démonstration de ’assertion a'), on obtient
le résultat suivant. Soit ¢ une forme linéaire continue sur G (P); si
P=P, ><...>< P, et si u; n’appartient pas & P; pour 1 << j <", la fonction
ﬁ 1/2ni (uj — 2;) est définie et holomorphe sur P; si on note g (u) la va-
j=1
leur prise par ¢ sur cette fonction holomorphe, la fonection g définie sur le

produit R = II (C — }_’j) se développe en série de puissances des variables
j=1

1/uj, donc elle est holomorphe dans E. §’il existe une distribution « de

support dans ¢ qui prolonge la forme linéaire ¢ sur 9f (P) & Vespace & (P),

n —

la fonction g se prolonge analytiquement & l’ensemble R’ = II (C — @) et
=1

la formule (61) est valable. Or Pexistence d’un polydisque ¢ tel que ¢ se
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prolonge analytiquement & R’ peut se démontrer facilement en utilisant le
fait que ¢ est continue sur % (P). Ceci permet de démontrer les assertions
a) et a') sans utiliser le théoréme de Hahn-Banach; cette remarque permet
d’étudier facilement des familles de formes linéaires continues sur 9 (P)
dépendant continfiment ou différentiablement de paramétres réels ou com-
ploxes.
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