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SUR L’ACYCLICITE DU COMPLEXE
DES FORMES DIFFERENTIELLES

par P. CARTIER (Strasbourg) (1)

1. - Introduction.

Un résultat fameux de H. Poincaré af6rme qu’une forme différentielle co
qui satisfait à dc~ = 0 dans 1 espace (2) euclidien Rn est de la forme

co = dcp si elle est de degré ~ 0, ou une constante si elle est de degré 0.

L. Schwartz [6J~ dans sa théorie des distributions, donne des cas particu-
liers d’un résultat analogue portant sur les courants (i. e. les formes diffé-

rentielles à coefficients distributions) (Cf. [6], tome I, p. 59). Par ailleurs, on
doit à Grothendieck l’extension du résultat précédent aux formes différen-

tielles sur l’espace CI, et à l’opératenr de différentiation extérieure par

rapport aux variables complexes conjuguées ; il n’est pas difficile d’étendre

le résultat de Grothendieck aux courants. La démonstration de Grothendieck

utilise sa théorie des produits tensoriels topologiques, et une variante du
théorème de günneth. Dans sa thèse, Dolbeault [4] donne une autre dé-

monstration du résultat de Grothendieck qui s’appuye sur la théorie du

potentiel ; enfin, on doit à Serre [1] un principe de démonstration du même
théorème fondé sur l’emploi de la convolution.

’ 

Notre but dans cette Note est de donner une démonstration de tous

ces théorèmes basée sur un principe algébrique unique ; la source de ces

démonstrations se trouve dans deux lemmes, découverts séparément par de
Rham [3] et Koszul [5] à propos de problèmes assez différents de ceux

traîtés ici. Ces lemmes seront démontrés en détail dans les nOS 2 à 4,
puis appliqués à divers problèmes de formes différentielles. Nous termine-

rons par un cas particulier du théorème de dualité de Serre [7] sur les

, 

(1) Les chiffres entre crochets renvoient à la Bibliographie située à la fin de l’article.

(2) On note Z l’ensemble des nombres entiers, R celui des nombres réels et C celui
des nombres complexes. 

"



46

faisceaux analytiques cohérents (prop. 5). Comme notre intention est essen-
tiellement didactique, nous avons en général insisté sur les détails de

démonstration.

Une fois acquis les résultats locaux de cette note, on démontre sans

peine les théorèmes globaux de de Rham et Dolbeault eu utilisant la

théorie générale des faisceaux.

2. - On considère un groupe abélien 1f!, muni de n opérateurs
Di (1 -- - n) com1nutant deux à deux. La base canonique du Z-module

Z’2 sera notée et l’algèbre extérieure de ce module sera notée E;
c’est une algèbre graduée par les puissances extérieures pe de notées

respectivement E, . Lorsque 0 Ç~  n, le Z-module Ep admet pour base
les éléments :

(~1?"’?~) parcourant l’enseinble des suites strictement croissantes de p
entiers compris entre 1 et n i on a .E~ ==0 si p C 0 7~.

Le groupe abélien sera muni de la graduation définie par
les sous-groupes et de la structure de E-module à droite

définie par la condition : -.

De plus, sur C, on définit des opérateurs 0; et respectivement homo-
gènes de degré 0 et 1 par les formules :

Les opérateurs (Ji et di sont E-linéaires ; de plus, de la formule :

et de la relation de commutation des Di, y on déduit di di = 0 et di dj 
Si l’ou pose d = di +... + dn, y on déduit des relations précédentes que l’on
a dd = 0, de sorte que (C, d) est un complexe de cochaînes. Explicitant la
définition de d, on voit tout de suite que pour co E Cp de la forme :
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on aura :

où le symbole ~ au-dessus de l’indice ik signifie comme d’hubitude que l’on
doit l’omettre. Eu particulier, si l’on ideiitifie M et °0 par l’isomorplisme
?n - ?fi R&#x3E; 1 , On aura :

pour de sorte que dm = 0 éqnivaut à Di m = 0 pour 1 Ç i ~ ~rc.

3. - Venons-en au premier lemme sur la cohomologie du complexe (C,d).

LEMME 1 : Pour 1 ~ i S n, soit Mi le sous-groupe de M, des images
des opérateurs Di , ... , Di, et soit lllo = 0 ; si, pour tout i tel que 0 :5,- i  n

la relation lVlz implique 1U E lVli , on a HP (C, d) = 0 pour _p * 11, et

est isonlo1phe à 
Nous raisonnerons par récurrence sur le nombre entier n. Lorsque

n = 0, ou a C. = 0 polll’ p # 0 et °0 = i§1, tandis que Mn == 0 ; le lemme
est alors immédiat dans ce cas. Supposons donc ~a ] 0 et le lemme démon-
tré pour n -1 opérateurs; comme I)1 rn = 0 implique m = 0, on a d) = 0
puisque dm = 0 implique Dt m = 0. Il est clair que les opérateurs
Dl, ..., D,z_1 vérifient les hypothèses du lemme pour le cas de n - 1 opé-
rateurs~ et de plus que l’algèbre extérieure du iiiodule ZI1-1 s’identifie à la

sous-algèbre de .E engendrée par ... , on notera .E’ cette algèbre, Fp
l’intersection de .E’ et de Ep , C’ le produit tensoriel et Cp le

produit tensoriel Si l’on pose d’ = d1-f - ... -~- d~_1, i l’hypothèse
de récurrence implique que .g~ (C’, d’) = 0 1 et que
H"-1 (0’, d’) est isomorphe à ·

De plus, tout élément de C, s’écrit d’une manière et d’une seule sous

la forme :

et P opérateur c~ est donné par la formule suivante :

Soit alors OJ E Cp tel que dw = 0, c’est-à-dire, avec les notations pré-
cédentes :
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Nous distinguerons alors plusieurs cas :

a) 0 [ p  n - 1 : de d’a = 0 et de la relation HP (0’, d’) = 0, on

déduit l’existence d’un a’E 0’-, tel que a = â’a’ ; comme les opérateurs 0~
et d’ commutent, la deuxième formule (11) s’écrit :

Comme fl + (- 1)P On (a’) appartient à et qne HP-’ (C’ d’) = 0, on en
déduit l’existence E tel --t- (- 1)P 81~ (a’) = soit :

Autrement dit, d’après la formule (10), on a co = â (ce’ + P’ - en), ce qui
prouve que d) = 0.

b) p = n - 1 : comme E C~20132 ~ on a :

où les mi sont dans M ; ou en déduit :

Autrement dit, on a comme d’autre

part, on a avec v E M et la deuxième

relation (11) s’écrit Or, d’après les hypothèses faites, la

relation D,, (v) E implique on peut donc écrire

d’où Ayant déter-

miné a’ E tel que a = d’a’, on achève la démonstration comme dans le

cas a) ; ceci prouve la relation _Hn-1 (0, d) = 0.
c) p=n : les éléments de Ou sont les éléments de la forme m (8) 

avec in E M, tandis que les éléments de G’n-i sont de la forme :

et 
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Il eu résulte que ... détermine un isomorphis-
me de M/Mn sur ~~ (G~, â).

COROLLAIRE : Supposons qu’il existe dans le groupe M des opérateurs
Ti (1 Ç i  n) vérifiant les relations suivantes :

pour i ~ j. Alors HP (C, d) = 0 p =1= n ; si, de plull, les Ti deux

, 
à deux et si l1i comiiiitte à Dj pour j * i, u,lors M est somme directe de Mn et de

n

de l’ opé1’ateur J - II (1 - Dc, Ti), de sorte que l’on peut identifier
;=i

et 

Il suffit, pour démontrer la première assertiou, de vérifier les hypo-
thèses du lemme 1 ; or si in E U est tel q-ne Di+, in = Dl ml + ... + 
on en déduit : ’

d’où De plus, si les Ti commutent entre eux et si Ti commute à

Dj pour i ~ j, les opérateurs 1- commutent entre eux, et comme l’on a :

puisque 1’. -Di= 1 on voit que J est un projecteur. La formule (1..- ~D~ Ti) 
qui résulte immédiatement de Ti .Di = 1, montre alors que J s’annule sur

,V,, ; mais la formule : 
°

montre que l’image de 1 - J est coutenue dans Le corollaire résulte
immédiatement de là.

4. - Voici maintenant le second lemme sur la cohomologie du com-
plexe ( C, d) :

LEMME 2 : Soit Mi l’intersection dans M des noyaux des opérateurs
D1, ... , D; , pour 1 ~ i ~ n et soit M’ 0 = M ; si, pour tout i tel que 0  i  n,
on a Mi = on a .gp (C, d) = 0 0 et HO (Cy d) =1~1~, .

La remarque à la fin du n° 2 montre que H° (C, â) =1~~; pour démon-
trer que HP (U, d) = 0 0, nous raisonnerons par récurrence sur it,

4. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa,
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comme dans la démonstration du lemme 1 et nous garderons les notations

introduites à ce propos. Le début de la démonstration est inchangé, jusqu’à
la formule (10).

Soit donc m E Cp telle que dw = 0 et posons = a -)- ’ avec a E Cp
et b E les relations (11) seront alors vérifiées. On peut supposer p &#x3E; 0,
puisque Op = 0 pour p  0 ; la relation d’a - 0, jointe à l’hypothèse de

récurrence HP (0’, d’) = 0, démontre l’existence de oc’ E tel que a = â’a’.
La formule (12) sera encore valable. Nous distinguerons alors deux cas :

a) p &#x3E; 1 : comme u = ~ -~- (- 1 )P 0n (ce’) appartient à et que

(C’, d’) = 0, 1 il existe ~’ E tel que + (- 1)P 9?i (oc’) = et

Comme dans la démonstration du lemme 1, on voit que ceci implique

b) p = 1 : Comme u appartient à 00 = M et que d’u = 0, on a

mais les hypothèses faites entraînent que Dn (lll~_1) = ll~,’,-1, et

par suite, il l existe v E M:1-1 avec u = Du (v). La relation v E entraîne

d’v = 0, et de plus, on = D,, (a’ + v) puisque u = Dn (v); il en résulte :

On a donc bien prouvé dans tous les cas que HP (C, d) = 0 pour p &#x3E; 0.

cqfd
COROLLAIRE : Supposons qu’il existe dans le groupe M des opérateurs

T (1 Ç i  n) vérifiant les relations suivantes :

pour i ) j. alors d) = 0 pour p ~ 0 ; si, de plus, les T~ i 

deux à dezcx et si Ti commute à Dj pour j * i, l’opérateur, 1

est un projecteur de M sur H°’(C, d).
Pour démontrer la nullité de HP (0, d) pour p ~ U, il sunit d’après le

lemme 2 de montrer que est surjectif dans Or, pour m E M~ ~ on

a m = et l)j ni) = Ti+l Dj ?n = 0 pour j Ç i~ ce qui prouve
que m est limage par de l’élément Ti+11n de Mi. La relation 
niontre immédiatement que TiDi)= 0 et que 1 - Di est un projec-
teur. Si T~ et Dj commutent pour et si les Ti commutent deux à

deux, les opérateurs 1 - Ti Di commutent deux à deux, J’ est un projec-
teur et 0 pour tout i. Cette dernière relation signifie que J’ ap-

plique M dans 7~ ; comme il est clair que J’ induit l’identité sur j~~, on
a bien prouvé que J’ est un projecteur de M’ sur cqfd
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5. - Comme première application du lemme 2, considérons le complexe
S~ des formes différentielles sur l’algèbre des séries formelles en it indéter-
ininées Xi (1  i  n) à coefficients dans un corps K de caractéristique 0.
Si l’on pose A = K [[-XI ~ ... , et si l’on note D~, la dérivation partielle
par rapport à Xi, il est bien connu que les Di commutent deux à deux.
De plus, toute forme différentielle de degré p s’écrit de manière unique
sous la fome :

et l’on a :

Une comparaison immédiate avec la formule (7) montre que l’application
est un isomorphisme du complexe (Q, â) sur le

complexe (0, d) défini colnme au n° 1.

De plus, pour toute série formelle

serons :

nous po~

On vérifie immédiatement que les T~ i commutent entre eux et que Ti com-
mute à D~ , que que :

et par conséquent JI f = fo@()@ @() . · On peut appliquer alors le corollaire du

lemme 2~ et l’on obtient le résultat suivant :
PROPOSITION 1: Soit A l’if 19èbre des séries for1nelles à n indéterminées
-,- i n) à coefficients dans un corps K de caractéristique 0, et soit

(il, d) le complexe des forntes différentielles de A. On a alors HP (Q, d) = 0
0 et HO (Q, d) = K.

~ On notera que les opérateurs 1); et T i précédents transforment un po-
lynome en un polynome ; il en résulte que la proposition 1 reste valable si
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l’on y remplace l’algèbre A des séries formelles en les X~ par l’algèbre des
polynomes en les Xi, Il en est de même si l’on remplace les séries formel-

les par les séries convergentes sur un corps valué complet non discret.

6. - Soit n un entier &#x3E; 0 ; pour tout ouvert U de RI’ , on notera

E (U) l’espace vectoriel des fonctions indéfiniment différentiables daiis l’on-

vert U, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact
des dérivées partielles de tous ordres (on oinettra, désormais l’adverbe « in-

définiment » devant « différentiable »). Pour tout compact .g de U, on note
le sous-espace formé des fonctions nulles en dehors de K,

muni de la topologie induite par celle enfin, on notera la

réunion des sous-espaces et on le munira de la topologie limite in-
ductive de celle des sous-espaces Le dual topologique sera

noté ~’( U ), celui de ÇD (U) sera noté T)’(~7). On identifie un sous

espace de c’( U) en associant à f E la forme linéaii-e 99 - f dx sur E(U).
u

De la ’même manière, on identifie é (U) à un sous espace de T/(7). Pour

toutes ces notions, on pourra consulter le livre de Schwartz [6]. On rappelle
que les éléments de (-D’(U) s’appellent des distributions.

Nous allons d’abord étudier certains opérateurs fonctionnels dans le cas
n === 1 ; on notera .I~ la dérivation, D f étant la dérivée usuelle de f. Soit
alors I = ~[ un intervalle ouvert fini ou non de R, a un point de I ;
pour tout f E é (I), nous poserons :

On a alors :

et l’opérateur T’est continu dans é (I) puisque = pour il ¿ 1,
ce qui prouve que si les dérivées de f convergent uniformément vers 0 dans
un ensemble, il en est de même de celles de T’ f.

Pour tout f E (D (I), on posera :

où la fonction 99 est un élément ûxe de CD (1) tel que 17 opéra-
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teur P est un projecteur continu sur l’hyperplan H de T)(7) défini

par la condition comme on a on a

On peut alors définir l’opérateur T par la formule

Supposons 99 nulle en dehors de l’intervalle compact J de I ; on voit alors
immédiatement que pour tout intervalle conipact K de I, l’opéuateur T ap-
plique dans (DJUK (I), et qu’il est continu dans ~D (I). On a de plus
le formulaire suivant:

. 

Soit alors U un pavé ouvert de R" , produit des intervalles ouverts
finis ou non Ii (1 à 1  11,); pour toute fonctiou f sur U, on définit une

famille de fonctions sur Ii par la formule :

Si f appartient à (f (U), les 
.0. xn 

sont 
...*;...*n tl

ces mêmes fonctions sont nulles en dehors d’un intervalle compact fixe K

de Il résulte de ceci que, pour tout opérateur continu .g dans C (Ii),
on peut définir un opérateur Hi par la formule :

Si .g est un opérateur continu dans ÇD (I2), tel que pour tout compact .g de 
il existe un compact K’ avec ’H (li» C (DKI (Ii) (3), alors la même formule

définit un opérateur dans 9Ô ( U) que l’on notera aussi Hi . La définition (29)
entraîne immédiatement les formules :-

(3) Cette dernière condition est toujours satisfaite car l’on suppose l’opérateur
H~ continu; oela résulte de ce qu’un ensemble borné est contenu dans l’un des

J
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Appliquant ceci aux opérateurs définis précédemment pour un intervalle

ouvert, y on définit des opérateurs continus et dans 

des opérateurs continus Di, Ti vérifiant les conditions suivantes (4) :

les premières se rapportant a CJ) (U) et les secondes à (f (U). Les relations
de commutation valables pour i # j ne font que traduire les propriétés
connues des fonctions de deux variables :

.

De plLls, par défiuition, les Di ne sont alltres que les opérateurs de

dérivation partielle du premier ordre; enfin, dans ~D ( U), le projecteur

est l’application et le projec-

teur est l’application f -- f (a) . 1.
1

Ou sait que toute forme différentielle de degré p dans U s’écrit d’une
manière et d’une seule sous la forme :

les xi étant les fonctions coordonnées dans U, et que l’on a :

En appliquant les corollaires des lemmes 1 et 2, on en déduit immédiate-

ment la proposition :

(4) Pour faire cette construction, on a choisi un point a = (ai) de II et pour chaque

intervalle Ii une fonction Pi E ~ (Ii) telle que On note aussi par abus Pi la

fonction (XI Y --- XI;) - 99, (x~) snr p,
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PROPOSITION 2 : Soient U un pavé ouvert de Ru et (Q ( U), d) le co)nplexe
des différentielles différentiables dans U; on a Hp (il ( U), d) = 0 pour
p =1= 0 et HO (Q(U), d) des constaittes. De plus, si De (U) est le sous-
espace de Q (U) formé des formes diférentielleg nulles en dehors d’un contpact
de U, on a’HP ( v)j d,) = 0 pour P ;:j:: n et l’application w - co de Ûn, dans

u

R définit un isomorphisme de Hu (U), d) sur 
Dans le dual (f’(U) de C ( U) nous définirons l’opérateur Di comme le trans-

posé de l’opérateur - Di de C ( U) et l’opérateur Ti coinme le transposé de
l’opérateur - Ti de ê (U) ; de même, dans le dual q)’ ( U) de ~D (U), on posera
Di et fli = - tTi. Les formules (31) et (32) ont alors des analogues

’n _ .

respectivement valables dans c’ ( U) et dans ( U). L’opérateur Il (1- Di Tz)
. i=a

dans é’(U) est le transposé de J’, donc est l’application 8a
en désignant par a la masse 1 au point a. De même, l’ opéra-

n 
-

teur II (1 - Ti’ Di) dans (D’ ( U) est le transposé de l’opérateur J de D (U),
i=1

donc est l’application fl-fl (99, *** Appliquant alors les corollaires des lem-
ines 1 et 2 au complexe S’ ( U) des courants dans U (c’est-à-dire des ex-
pressions de la forme (33) avec fzl".zp E ~D’ ( U) ), on obtient la proposition
suivante :

PROPOSITION 3 : Soient U un pavé de Rn. et (S~’ ( U)~ d) le com-

plexe des courants dans U; on a aloi-8 IIp (Q’ ( U), d) = 0 pour p =t= 0 et

HO (S~‘ ( U)~ d) se compose des constantes (5). Si (U), d) est le complexe des
courants à support compact (i. e. les expressions de la forme, (33) avec

(f’ (U)), on a HP (Qé (U), d) = 0 pour _p * n, tandis que l’application
n, u (1) définit un isomorphisme de Hn (Qé ( U), d) sur R (6).. 

’ 

(5) On rappelle qu’on a identifié S (U) à nn sous-espace de D’ (U). Noter que l’op6-
rateur D, défini dans D’ (U) prolonge l’opérateur du même nom défini dans 6 (U), mais que
Ti ne prolonge pas Tz .

(6) Si U est un ouvert de Rn et si F ou notera le nombre p, (1) sous l’une
des formes :

Ou peut donc écrire pour w E (U). De plus, la dualité entre 5D ( ~I) et

~’ ( tI ) et ~‘ ( ~)) s’exprime par la formule :
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REMARQUES: 1) Par passage à la limite inductive, la proposition 2
montre que le complexe des germes de formes différentielles différentiables
en un point est acyclique. Il en est de même du complexe des

germes de courants eu 11n point le même énoncé est donc aussi

valable pour les germes de formes différentielles et de courants en un point
d’une variété de classe 000.

2) La démonstration des propositions 2 et 3 reposant par l’intermé-
diaire des lemmes 1 et 2 uniquement snr les identités (31) et (32), on déduit
immédiatement l’a,cyclicité des complexes de formes différentielles ou de

courants à valeurs dans un espace vectoriel topologique, ou des complexes
d’applications continues (resp. différentiables, analytiques réelles, bolomor.
phes, etc...) d’un espace topologique (resp. d’une variété 

dans l’espace des formes différentielles sur Û.

7. - Nous allons maintenant examiner le « lemme de Poincaré » rela-

tif aux fonctions de variables complexes.
Sur l’espace complexe dimensions Cn, on note Zi ... , zn les fonc-

tions coordonnées ; poar 1 Ç j n, on posera zj = x2j-l + de sorte que
les follctious réelles ... , x2~ définissent une bijection de C’2 sur R,2n;
lorsqn’on parlera d’uue fonction différentiable sur il s’agira d’nne fonc-
tion différentiable des 2n variables réelles l’on fait la même

convelltiou pour les courants ou les formes différentielles.

On a dzj = + = dX2j-1- Il s’ensuit immédiatement

que toute forme différentielle de degré 1 sur un ouvert de Cn s’écrit de mallière
unique comme combinaison linéaire des différentielles dzj et en parti-
culier, pour toute fonction différentiable f, on peut poser :

On a en fait :

ce qui prouve que les opérateurs aj et âj commutent dans leur ensemble.
On dira qu’une forme différentielle est de type (p, q) si elle est de la forme:

avec une sommation étendue à tous les systèmes (i) strictement croissants
de p entiers et les systèmes (j) strictement croissants de q entiers; on notera

(U) l’ensemble des formes différentielles de type (p, q) sur un ouvert U
de de sorte que l’espace Q (U) des formes différentielles sur Û est



57

somme directe des sous-espaces (U) pour p &#x3E; 0 et q ~ 0. Enfin, si m

est de type (p, q), on a dw = ~0153 + (-1)~ 7c~ avec de type ( p + 1, q) et
de type (p, q + 1) données respectivement par les formules:

Dans T/(~7)y ou notera respecti vement aj et c’y les transposés et

2013c’y; si l’on identifie é (U) à un sous-espace de ~’ (U)~ l’opérteur ai sur

Cj)’ (U) prolonge l’opérateur ai défini sur C (U), et il en est de même pour

c’y; les assertions démontrées pour les fornes différentielles restent valables
pour les courants, en remplaçant dans les formnles précédentes toutes les
fonctions par des éléments de CJ)’ (U).

Soit p uii entier ~ 0; olr notera l’espace des formes différen-
tielles sur U dont toutes les composantes de type ( p’~ q) pour sont

nulles; la formule (39) montre que AP (U) est stable par 9y et l’avalogie
avec la formule (7) moatre immédiatement que l’on a a a = 0, de sorte que
(AP (U), a) est un complexe. Ce complexe est en fait formé par le procédé
du n° 2 au moyen du groupe abélien AP,19 ( U) et des opérateurs ~1 ~ ... , an
sur ce groupe; comme le groupe AP,10 ( U) est somme directe de n sous-
groupes isomorphes à A’0,0 (U) = (f (U), le complexe (Ap (U), a) est somme

directe de n compleges isomorphes à (A° ( U), a). La correspondance en.

tre une forme w de type (p, q) et un système de t /B formes coz ."i de type
(0, q) s’exprime par la formule :

qui entraîne :

En remplaçant les formes différentielles par des courants, on définit de nia-
nière analogue le complexe (A’~ ( U ), a)~ et les formules (40) et (41) restent

valables.
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PROPOSITION 4 : Soit P un polydisque (7) ouvert dans Cu, produit des
disques Ui Un de C. Alors Hq (L1P (1»), a) et H q (P), ê) sont nuls

pour et se composent pour q = 0, des for1nes différentielles de type (-P, 0)
dacns P, dont les coefficients sont des fonctions holomorphes.

Les remarques précédant l’énoncé montrent que l’on peut se limiter, au
cas p = 0 pour démontrer la proposition 4.

A) Nous définirons d’abord des opérateurs Tj transformant une fonc-
tion de q) (Cn) en une fonction de C (Ct).

Soit donc f E q) (C’~), et soit j un entier avec 1  j à it. Nous définirons
une fonction sur en par la formule :

Supposons que la fonction f soit nulle en dehors de l’ensemble des points
de C" où 1 z I = -sup 1 zj 1 est inférieur à R; si l’on calcule la valeur de la

fonction dans l’ensemble des points de Cn vérifiant l’inégalité’ z 1 :::;: R’,
l’intégrale portant sur r peut être prise entre 0 et R -~- R’, en particulier
dans un intervalle fini. Il en résulte que la fonction est indéfiuiment

différentiable, et que l’opérateur Tj colnmute aux opérateurs de dérivation
Dl , --- ~ D2u, doilc aussi à ô, , ... , an; de plus, l’inégalité suip (z) ~ 1 :~~- M en.
traîne sup T~ f (z) I ~ Mo (R -~- R’), de sorte que l’application linéaire T

de (D dans C (C") est continue. 
_

Nous allons prouver que l’un a pour f dans on en

déduira puisque êj ’et 1) commutent. D’après la formule (4),
notre assertion est une conséquence immédiate de la formule :

que nous allons maintenant prouver. Si l’on pose g (r, 0) =f(rei8), on 

(7) On appelle disque ouvert de centre a et de rayon R dans C l’ensemble des nom-
bres complexes z tels que - a ~ ~ R ; le disque fermé correspondant est défini par

l’inégalité on n’exclut pas le cas R=oo de sorte, que C est considéré comme

un disque ouvert et fermé, et par conséquent, Cn est un polydisque ouvert et fermé.
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d’où l’ou déduit :

Comme on a par ailleurs :

on déduit de (44) la formule :

Comme l’application Tj de D (C") dans C (Cn) est continue, on (léfiiiit

une applicatioli linéaire Tj de C’ (Cn) dans par la formule

et des propriétés de y on, déduit :

Soit U un ouvert de CI, de la forme VI X... X Uj-l X C X Uj+l X ... X Un;
la formule (42) montre que si une, fonction f dans (D (CI) est nulle dans U,
il en est de même de la fonction elle montre aussi que si le support
de f est contenu dans U, il en est de même du support de Comme

une distribution p est dite nulle dans U si l’on a ft (h) = 0 pour toute fonc-
tion h différentiable a,yant un support compact contenu dans U, il résulte

immédiatement de ce qui précède et de la formule (45) que si la distri-

bution ft à support compact est nulle dans U, il en est de même de

Le support d’une distribution étant le complémentaire du plus grand
ensemble ouvert dans lequel elle est nulle, on montre de manière analogue
que si la distribution li a un support compact contenu dans U, la distri-
bution Tj’y a son support dans U. 

°

B) Pour démontrer l’assertion de la proposition 4 relative au cas

q = 0 il suffit de prouver que les fonctions holomorphes dans un ouvert
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U de Cn ne sont autres que les distributions u telles que = 0 pour
1 

Supposons d’abord que f soit une fonction holomorphe dans U; pour
tout a dans U, il existe une suite de polynômes Pr (z), respectivement ho-
mogènes de degré r, et telle que la série ~~.(~ - a) converge uniformément

dans un voisinage de a et ait une somme égale à f (z) dans ce voisinage.
La série précédente peut donc être dérivée terme à terme d’après le lemme

d’Abel, et l’on a en particulier :

ce qui est nul puisque P1 1 est combinaison linéaire des zk et que ôjzk = 0.
Réciproquement, considérons un éJélnellt fl de CJ)’ (U) vérifiant = 0

pour 1 Ç j Ç ~~. Nous orienterons l’eshace Cn au moyen du système de
coordonnées réelles xl , ... , x2n s puis, nous définirons une forme différentielle

n _

co de type (n,n) sur cn par co (z) = A enfin, sur l’espace Cn x en,
j=l

nous ... , zn, ,.. ~ les coordonnées coinplexes, et nous dé-
finirons les fonctions réelles yk , par uk = Y211;-1 + ·

Soit Q uu polydisqnie ouvert dont l’adhéceuce Q soit compacte et con-
tenue dans U. Pour siinplifier, nous supposerons que Q est le produit de

Qn centrés en 0 dans C ; nous noterons Rj le rayon de Q~ .
Comme, Q est compact et contenu dans l’ouvert U, on peut trouver Rj et
Rj" finis tels que  Ri’ et 4ue U contienne l’adliérence (compacte)
du polydisque Q" défini par les inégalités 1 zj 1  Rj" pour 

Nous noterons Cj la couronne dans C, ensemble des points u tels que
8  1 u ,  + 8, le nombre 6 étant choisi très petit ; enfin, nous

choisirons fj E T) (C) vérifiant les relations :

Nous conviendrons que dans un produit de facteurs, le produit de 0
n

par un terme non défini est nul. Comme le support de la fonction 
J-1

est contenu dans Cl X ... X On et que Q = Q, X ... X Qn et = 0,
on définit une fonction différentiable h sur Q x Cn par la, formule :
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De plus, dans Qj X Cj , on a l’inégalité 1 &#x3E; (Rj + R~)/~ ) ~ zj , , de sorte
que l’on peut développer la fonction (uj - par la série géométrique,
et qu’il vient:

et cette série converge uniformément sur Q x cn, ainsi que toutes les séries

qu’on en déduit par application d’un produit de dérivations par rapport
aux variables réelles Yk - Conime h est à support compact, on en déduit

que la fonction M définie sur Q par :

est développable en une série de puissances convergeant uniformément dans
Q, de la forme :

Soit g une fonction différentiable sur ~7 ayant son support dans Q ;
le théorème de Fubini a été géuéralisé par Schwartz aux distributions (cf.
[6], tome I, p. 109) et implique :

avec : *

Or, si l’on fait le changement de variable vj - rjei8j, les variables rj et 9j
étant réelles, la forme différentielle dviadvj se transforme en - 

’
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comme le montre un calcul facile; on en déduit :

Si nous utilisons maintenant l’hypothèse = 0, on voit que Il est

nulle sur les produits d’où la formule d’intégration par parties :

On déduit la fonction par:

et l’on a alors :

Mais on peut calculer a1... a"(~ (u) en remplaçant dans l’intégrale (50) la
fonction à intégrer g par 9~ ...~~; en appliquant n fois la formule (43),
on obtient finalement :

Comme s est égaie à 1 sur Q, et que g est nulle en dehors de Q, on a

sg = g, et les calculs précédents donnent la conclusion :

Par suite, p est égal à la fonction dans Q (8). Le principe de

(8) Rappelons qu’une distribution ~C E ~’ ( I~) est dite nulle dans un ouvert V c U si

l’on a ,u (h) = 0 pour toute fonction nulle en dehors d’un sous-ensemble compact
de Y, Au moyen d’une partition de l’unité, on montre que est réunion des ouverts
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localisation des distributions (8) montre que l’on a fl E C (U), et l’on vient

de prouver que dans tout polydisque dont l’adhérence est compacte et con-
tenue dans U, la fonction fl est égale à la somme d’une série de puissances.
Autrement est une fonction holomorphe dans U.

C) Soit Q un polydisque ouvert, concentrique à P, et donc l’adhé-

rence soit compacte et contenue dans P ; les fonctions nulles au voisinage
de Q forment un sous-espace NQ de (’- (1’) stable par les opérateurs Dj .
Dans l’espace quotient on a donc opérateurs notés encore

Bj et,obtenus par passage au quotient. Les opérateurs êj dans GQ commu-
tent à deux, et nous allons prouver que les hypothèses du lemme 2 sont,
satisfaites. 

’

A - A 1B

Soit f un élément de GQ tel que l’on ait 81 f= Choisissons une
1B

fonction f dans la classe f ; il existe donc par définition un ouvert U tel que
dans U. On introduit alors les objets

comme en B), et l’on note Qi le disque de centre
0 et de rayon RJ ; la fonction s est définie par (52). Comme -g est égale à
1 dans le voisinage Q’ = Q’ x ... x Ql, de Q, la fonction f’ = fs est dans
la classe j, et appartient à ~D (P) ; y nous considérerons f’ comme fonction

de (D (Cn) en la prolongeant par 0 en dehors de P. Par ailleurs, le support
de s est contenu dans Q’’ C U, ~ et la fonction 8kf est nulle sur Q" pour
1 ’ k Ç j ; dans ces conditions, on a donc = 0 dans P. De plus, on a :

d’où résulte immédiatement que aks est nulle sur Qi X ... X Qi X = Vj.
Il en résulte que ~~-/- ak 8 est nulle sur nous poserons

alors g = Tj+l f 1. On a 8k g =- Tj+l d’où explicitement :

ITa et si ~u est nulle dans chacun des ouverts on a p = 0. Supposons alors qpe pour
tout a, il existe une fonction lé!. sur différentiable dans cet ouvert et telle que

. dx pour h E ~J (~I) nulle en dehors d’un compact de U. - Il en résulte què fa

et coïncident d’où l’egistence d’une fonction f induisant fa sur
pour tout a. Le résultat rappelé précédemment montre que l’on a p = / (cf. [6], tome

I, p. 27). 
, 

’
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et cette formule montre immédiatement que ak 9 est nulle 

pour 1 Ç k Si l’oll Ilote 9 la classe de g modulo N Q, y on a donc
-- -/". - - ;"0 

al g = ... 
- ajg = 0, et comme on a aj+l T3+1 f’ = f’, on a aj+l g =f.

Les considérations précédentes s’appliquent à peu près sans changement
aux distributions. Ou notera le sous espace de ÇD’ (P) formé des distri-
butions nulles dans un voisinage de Q, et l’on posera GQ = 
Les opérateurs Bj laissent stable l’espace Né puisque la dérivation des

distributions est une opération de type local (cf. [6J, tome 1, p. 3à). Pour
démontrer que GQ satisfait aux hypothèses du lemme 2, ou procède comme
pour le cas des fonctions ; deux points seulenieiit méritent éclaircissement :

a) Le produit de la fonctions ET) (P) par la distribution f E (P) est
dé6nie par ( j°8) (h) = J° (sli) pour hEC(P); c’est un élément de c’(P); i si f
ou s est nulle dans un ouvert V, il en est évidemment de même du produit
ils =.r.

b) La distribution /~6~(~) se prolonge en un élément de C’ (CU)
nul dans l’ouvert complémentaire de Q"; on peut alors former g = 
On montre comme dans le cas des fonctions que est nul dans 

et pour toute fonction h E (D (P) à support dans Vj , on aura :

Mais h ayant son support dans la formule (42) (où l’on remplacer par
j + 1 et f’ par h) montre que 1j+1 h a son support dans Vj, et comme

est nul dans on a (lj+1 h) = 0, d’où ak g = 0, et ak g est
nul dans Y~ .

En appliquant le lemme 2 à l’espace G~ (resp. G’), on voit que pour
toute forme (resp. courant) 99 de type (0, q) avec ~~&#x3E;1~ et dans P,
il existe une forme (resp. un courant) y de type (o, q - 1) dans P tel que

dans Q.
D) Il est immédiat qu’il existe une suite croissante de polydisques

Pr dont chacun soit ouvert, de même centre que P, et d’adhérence com-

pacte, et qui vérifient les relations :

Soit g un courant de type (0, q) dans P tel que a 99 = 0. Supposons
2. D’après la tin de C), il existe un courant y, de type

(0, q - 1) dans P tel = g dans Soit r un entier avec 1;
supposons qu’il existe un courant 1Jlr dans P, de type (0, q - 1) et tel que

= g dans Pr ; d’après 0), il existe un courant a de type (0, q -1) dans
P tel que orx = cp mais aloi-,s, on aura a (y,. - a) = otpr -- ôa = U
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dans et d~ après C), il existe un courant P de type (0, q - 2)
dans P tel dans l’r (c’est ici qu’intervient l’hypothèse
q &#x3E; 2). Posons 1Jlr+l = a -~- on a donc = et par suite 

coïncide avec cp dans et ce qui précède montre que 1Jlr+l coïncide

avec 1Jlr dans Pr. En résumé, on a construit par récurrence sur r une

suite de courants 1Jlr de type (0, q - 1) dans P tels que l’on ait

D’après le principe de localisation des distributions (8), il existe donc dans

P un courant y de type (0, q - 1) tel qne y _ 1pr sur Pr pour tout r à 1,
et l’on en déduit av = g sur P.

Supposons maintenant que l’on ait q = 1. D’après C), il existe une

distribution sur P telle que sur P . Supposons qne pour un

entier 1&#x3E; 1, on connaisse une distribution sur P telle que g = ay~r
dans Pr. D’après C), il existe une distribution a snr P telle que 
dans on a donc à (tpr - a) = 0 dans .Pr , et par suite, 1pt" - a est

égal dans Pr à la somme d’une série convergente de puissances ; il existe

donc un polynome ... , zn) tel que 1pr - a - .P soit égal sur à

une fonction différentielle de modiiie  2-r (noter que Pr-i est compact
et contenu dans Pr). Nous poserons = « + F. On a donc construit
par récurrence une suite de distributions Vr sur P vérifiant les conditions :

Soit s nn entier &#x3E; 1 ; pour tout entier r avec )- h s + 1, nous noterons
1jJ; la restriction à l’ouvert P~ de la distribution yr sur P; dans ces condi-
tions, fr = 1jJ;+1 - 1jJ~ est une fonction différentiable de modnle Ç 2-r sur

Ps . La série 1 fr converge alors uniformément dans P8 vers une fonction
ras

f’ ; cette série converge alors dans (D’ autrement (lit (9), pour toute
n 1

fonction lz E (D (P8), on De plus, la

(9) Parmi les nombreuses définitions équivalentes de la limite d’une suite de distri·

butions, nons rappellerons la suivante: soit Une suite d’éléments de ~‘{a); si,
pour toute fonction h E ~ ( ~), la suite de nombres ,ur (h) a une limite pour r tendant vers
l’infini, il existe une distribution P sur T7 telle que P (h) = lim Pr (h) pour tout 

r--.oo

et l’on dit est limite des er (cf. [b], p. 74~ thm. XIII).

f , Annali della Scuola Norm. Sup. - 
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dérivation étant continue dans on aura ôf’ = 0, Si l’on note

Xs la distribution sur Ps, on aura

et 8Xs --- Comme tout compact de P est contenu dans l’un des ensem-
bles Ps ~ la suite des nombres a une limite pour tout ~6T)(P); si

l’on note x (h) cette limite, Z est l’uniqne distribution sur P qni coïncide

avec Xs sur P, quel que soit s &#x3E; 1; on a donc êZ = 8Xs = 99 sur d’où

finalement az == 99 sur P.
Supposons que op soit une forme différentielle différentiable lorsque

y~&#x3E;2~ il suffit de remplacer partout le mot « courant » par les mots ( forme

différentielle différentiable &#x3E;&#x3E; pour démontrer l’existence d’une forme de

type (0~ q~ - 1) telle que --- 

Supposons maintenant que soit une fo)-îîte de type (0,1) telle que
sur P ; d’après ce qui précède, il existe une distribution 1p sur P

telle que iJ1jJ = 99. Nous allons montrer qu’une telle distribution est néces-

sairement une fonction différentiable (« lemme de Weyl »). Pour tout r h 1,
il existe d’après C), une fonction fE C (P ) telle que af = 99 sur Pr; on a
donc a ( f - y~) dans P; est donc une fonction holomorphe daus
Pr d’après B) ; ceci prouve que 1f’ est une fonction différentiable dans P,.,
et comme 1 est arbi traire et P réunion des .P~. , on a la conclusion cherchée.

Ceci termine la démonstration de la proposition 4.

REMARQUES : -. 1) On peut faire tout d’abord les remarques analogues
à celles de la fin du n° 6.

2) La méthode utilisée pour montrer que toute distribution p telle

que c~ = 0 est une fonction est un procédé classique de la théorie des

équations elliptiques. Il repose sur l’existence des « inverses bilatères » T~
pour les opérateurs 8j et leurs propriétés de régularité. Notons que l’in-

tégrale pour f E (D (C) est une distribut’on, égale dans

le complémentaire de 0 à la fonction 1/z; la formule (43) est donc équi-

valente à la formule de Schwartz (cf. [6], tome I, p. 49). Notons

enfin que le résultat dont nous nous occupons implique le résultat classi-

que que tout fonction continue de n variables complexes qui est holomor-

phe par rapport à chacune de ces variables est holomorphe dans Cn.

3) La méthode employée dans D) est un artifice classique pour passer
d’une solution locale d’une équation aux dérivées partielles à une solution
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globale et utilise l’existence d’une suite croissante d’ouverts relativement

compacts, dont chacun contient l’adhérence du précédent et dont la réunion
est égale au domaine étudié. C’est une adaptation du procédé de Mittag-
Leffler pour la recherche d’une fonction méromorphe dans C ayant des

parties polaires données ; ce dernier problème peut d’ailleurs se ramener à
la recherche d’une distribution f telle que af = S, le courant S étant dé-
terminé de manière simple par les parties polaires de f (cf. [6], tome I,
p. 48). 

’

8. - Pour terminer ce mémoire, nous allons examiner les groupes de
cohomologie que l’on peut définir au moyen de l’opérateur a pour les

formes et les courants à support compact.
Soient U un ouvert de Cn et p un entier avec p h 0. Nous noterons

l’espace des formes différentielles différentiables à support compact
dans U, dont toutes les composantes de type (p’,q) pour p’ ~ p sont nulles. ,
Comme ]~ opérateur 8 transforme une forme à support compact en

une forme à support compact, on a donc défini un complexe (A~ ( U)~ 8),
qui se construit d’ailleurs par le procédé du n° 1 à partir des

opérateurs ai , ... , an sur le groupe ~D (U). En remplaçant par
c’ (U), on obtient le complexe (A~(~7)~) de courants à support com-
pact ; comme est identifié à un sous-espace de ~’ (U), le com-

plexe est en fait un sous-complexe de (,4,P(U),-Î). Nous

allons montrer que ces deux complexes ont la même cohomologie pour un

polydisque, et nous déterminerons cette cohomologie. ,

Le produit extérieur d’une forme et d’un courant se définit par les

mêmes formules que le produit extérieur de deux formes ; il suffit

de remarquer que les coefficients d’un produit extérieur s’expri-
ment comme combinaisons linéaires à coefficients entiers universels de

produits d’un coefficient de a par un coefficient de #; y comme le

produit d’une fonction et d’une distribution est défini (cf. [6J, ~ tome I,
p. 117), le même formule garde un sens si les coefficients de a sont

des fonctions différentiables, et ceux de fi des distributions. En par-

ticulier, soient U un ouvert de Cn, et a un courant à support compact
sur U de type (p, n) ; J est une forme de type (n - ~, 0) sur U dont
les coefficients sont des fonctions holomorphes (on dira: une (n - p)-forme
holomorphe, pour abréger), le produit cp À 0153 est un courant de type (n, n),
donc de degré 2n et l’intégrale f op A ex a un sens. Si p est un courant à

U ’

support compact de type (p, n - 1), on a :

puisque l’on 0 pour le courant de type
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(n, ib - 1). Comme on a pour tout courant à support compact y sur U,

on en conclut que Autrement dit, la

forme linéaire sur l’espace des (n - p)-formes holomorphes ne

dépend que de la classe de cohomologie a ô) de a ; on notera

ta cette forme linéaire.
Les intégrales précédentes s’explicitent comne suit. La forme générale

d’une (it -p)-forme holomorphe est donnée par la formule :

où les coefficients sont des fonctions holomorphes dans U, où la sommation
est étendue à toutes les permutations s de n lettres telles que

et où t (s) représente la signature de la permutation s. Si, de plus, le

courant a de type (p, n) s’exprime sous la forme :

avec des distributions à support compact dans U, et une sommation

portant sur toutes les suites strictement croissantes de p entiers, on aura :

L’entier d est égal à (n - 1) (p + n/2).

PROPOSITION 5 : Soit P un polydisque ouvert dans CI’. les groupes de

cohomologie Hq (A;(P), 8) et Hq (P),8) sont si q ~ 1t. Pour q = n,

l’injection de A ~ (P) dans l (P) définit un isomorphisme des deux groupes
de cohomologie. De plus, est un isomo1phisme de

(P) , 8) sacr le dual topologique de l’espace des (n - _p)-formes holo.

s2cr P muni de la convergence uniforme sur tout compact des coeffi-
cients et de leurs dérivées.

Comme dans le cas de la proposition 4, on peut se limiter à faire la
démonstration lorsque p .~_- 0.
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A) Pour démontrer la proposition lorsque q =t= n, nous appliquerons
le lemme 1 à ’l’espace é’ (P) muni des opérateurs aj et à l’espace 
muni des mêmes opérateurs. Tout d’abord, il résulte de la formule (42) que
si la fonction est produit d’une fonctions ne dépendant que de

zi et d’une fonction s" ne dépendant que des variables zj i, on a :

Par transposition, ov en déduit immédiatement :

si l’on a 8lf= 0, on en déduit f = Tl ôlf= 0. Soit main-

tenant j un entier avec 1  n, et supposons que l’on ait une relation :

où g, f1, ... , ,fi sont dans CJ) (P). Considérons un polydisque Q = 
d’adhérence compacte contenue dans x ... XPu et contenant les supports
des fonctions g et f , ... , f,a · Choisissons pour tout i une fonction 2Gi,E (D (Pz)
égale à 1 sur Qi et posons si (z) = ui (zi) et s = 8i ... Sn. Nous poserons
fk = 8j+l - T+i (,fk) pour 1 Ç lc --- j ; d’après (56), on a /~ = s . (fk),
donc la fonction fk est à support compact tout comme s. Par ailleurs, pour
1  Ic ç j , l’opérateur de dérivation commute à et anuule sj+1; on

déduit alors de (57) : _

, 

Les hypothèses du lemme 1 sont donc satisfaites pour les opérateurs bi sur
T)(~) Le cas de 6’(P) requiert seulement de remplacer dans la démonstra-
tion précédente Tj+l par et comme des élé-

ments de ~’ (P). 
’

B) Le lemme 1 implique que le groupe H" (Aéo (P), a-) est isomorphe
au quotient de ’ (P) par le sous-espace N formé des distributions de la
n

forme avec des fk convenables dans (f’(P); l’isomorphisme de ces
A&#x3E;=1 

_ _

espaces s’obtient en associant à la classe de, cohomologie de la

classe de 7, module N. Introduisons l’espace c)«P) des fonctions holomor-
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phes sur P; c’est un sous-espace de C (P) et cet espace est fermé puisque
les fonctions holomorphes f sont les solutions du système d’équations dif
férentielles ai f = ... = an f = o ; nous munirons H (P) de la topologie in-

duite par celle de E (P). D’après la formule (55), l’assertion que a - ta est
un isomorphisme équivaut aux deux propositions suivantes :

a) Pour toute forme linéaire continue t sur qe (P), il existe une distri-

bution a E C’ (P ) avec t ( f ) = a ( f ) pout’ f E ge ( P ).
b) Si une distt’ibntion a E C’ (P) est telle que a ( f ) = 0 pour toute fonc-

tion holomoiphe f dans P, il existe des distributions ak E C’ (P) telles que :

Comme qe (P) est un sous-espace de l’espace vectoriel topologique lo-
calement toute forme linéaire continue est la

restriction d’une forme linéaire continue sur 6 (P) d’après le théorème de

Hahn-Banach. Ceci prouve a). 1

Démontrons b). Nous choisirons deux polydisques ouverts Q = 
= Ql X... X Qn d’adhérences compactes, et tels que Q c Q c Q’ c Q’ 

De plus, nous choisirons pour tout j une fonction différentiable uj d’une
variable complexe égale à 1 sur Qj et à 0 en dehors de et nous poserons

.8j (z) = u; (z;) et 8 = 81 ... Su. Enfin, pour 1 ii, nous poserons :

on conviendra aussi que Q’ = Vo et Q = V,, . On a donc Vj C pour

Etant donnée une distribution oc E (f’(P), nous considérerons les deux

propriétés suivantes (pour j =1, 2, ... , n) :
Le support de a est contenu dans et pour toute fonction f dtt1tS

é (P) qui a 1 f = ... = a3 f = 0 dans Vj, on a a ( f ) = 0.
(Cj) Il existe des distributions ~1’.’" a3 dans ê’ (P) telles que a,, ait son

j -

support dans Vk-l pour 1  k  j et a = E Bk ak .
k=1

Supposons que la distribution a vérifie et posons aj = sj. 1l’a ;
d’après ce qu’on a vu sur l’effet de sur les supports (cf. fin du A) de
la démonstration de la prop. 4), le support de aj est contenu dans Vj-l.
Posons B = a - ôjoej ; on a donc :

puisque si = 1 sur Vj et que oc a son support dans Vj, y d’où a = a ,
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Soit g (P) ;, si j &#x3E; 2~ on supposera que Pou a alg = ... = ôj-lg = 0
sur et on ne fera aucune hypothèse sur g si j =1. Posons alors

on a :

~ 

Par ailleurs, comme 8j vaut 1 sur on a aj8j = 0 sur 5J , d’où

puisque 8k commute à Tj et que = 0. Mais comme ôkg est nulle

sur Vj-l = QI X ... X X Qj X ... et que l’on a = 0 .
pour t ~ y on en conclut que le produit êkg est nul sur

QI X ... X X C X Qj+l X ... X Q~~ , et d’après la formule (42), l’o-

pérateur Tj transforme cette fonction en une fonction nulle sur le même

ensemble et a fortiori sur On a donc prouvé que l’on a 0 sur Vj
pour 1 ~ k  j, d’où puisque a satisfait à (Hj).
Si j =1, on en conclut que l’on a ~ = 0 puisque! n’y a aucune restriction
sur g, et par conséquent a = alai i si j &#x3E; 2, on en conclut que satisfait

.

On a donc montré .que entraîne (Cl), et que pour j &#x3E; 2, toute

distribution x satisfaisant à (Hj) est de la forme oc = ~ -~- où ~ satisfait
à et où aj a son support dans Vj-l . Supposons que l’on sache déjà
que entraîne on peut alors écrire 

’

et ak a son support dans pour 1  k C j ; il en résulte immédiatement

que a satisfait à (C~) ; dans ce cas, la condition entraîne (0j). De ce
raisonnement, on conclut que entraîne (0j) pour 

Supposons maintenant que a E ê’ (P) ait son support dans Q et que
l’on ait On a donc a ( f ) = 0 pour toute

fonction qui vérifie a1 f = ... = a" f = 0 sur Q. Par suite, a
vérifie donc aussi (Cn), et elle peut donc s’écrire sous la forme

+ ... + les distributions aj ayant leur support dans Q’.
Ceci achève la démonstration de b),
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C) Pour montrer que l’injection de Ao (P) dans définit un

isomorphisme des n-ièmes groupes de cohomologie pour l’opérateur à, il

suffit de prouver les deux assertions suivantes :

a’) Pour toute forme linéltit’e continue t sur il existe une 

tion telle que

b’) Si une fonction a E (D (P) est telle que tout
IV

-f dans Cf( (P), il existe des jonctions OCk E (D (P) telles qite :

Nous nous occuperons d’abord de b’). Supposons qu’une fonction de

T) (P), considérée comme élément de E’(P) satisfasse à (-us); on définira alors
une fonction différentiable à support dans par la formule 

Comme en B), on prouvera quel = a - 8 j aj est égale à - Ta ; si g
. satisfait les mêmes hypothèses que dans la démonstration de b), on posera

chaque fonction étant identifiée à une distribution ; on

prouve comme plus haut que l’on = a ( f ) puis que l’on a 0

sur Yi pour 1 Ç k :::;:j, d’où (3 (p) = a ( f ) = 0. Ceci prouve que B = 0 si

j = 1 et que (3 satisfait à (H;-i) si j &#x3E; 2. Par récurrence sur j, on voit

donc que l’ou a a = a1 ai + ... + aj aj avec des- fonctions aj E CD (P). Le reste
de la démonstration se fait comme dans b).

Passons à la démonstration de a’). D’après ]’assertion a), il existe une

distribution telle que a ( f ) = t ( f ) pour tout f Nous

choisirons un polydisque Q dont l’adhérence soit compacte et contenue dans

1), et qui contienne le support de a. Ceci étant, nous reprendrons toutes

les notations de la partie B) de la démonstration de la proposition 4. La

, 
conclusion de ce B) s’exprimait sous la (2 ~c i)-n M dans Q ; si

l’on tient compte des formules (47) et (49) et que l’on substitue f à~ g, on
obtient le résultat suivallt :

Pour toute fonction f holomorphe dans P, on a dans Q la formule 
grale :

l’ensemble T étant défini comme le produit des couronnes Cj pour 1 j  ~z
(cette formule est la généralisation à n variables d’une formule de Schwartz

pour les fonctions holomorphes d’une variable, formule qui est à peu près
équivalente à la formule intégrale de Cauchy). Comme C~ ne rencontre pas
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Qj, on peut définir pour tout it = (itj) dans T une fonction sur Q par
la formu.le :

Comme la fonction Nu (z) sur Q X T est différentiable et que a est une

distribution à support compact contenu dans Q, on définit une fonction

différentiable g sur T par la formule g (it) = ce (.Vu) ; si l’on tient compte de
la formule (59) et que l’on applique le théorème de Fubini pour les distri-

butions (cf. [6], tome I, p. 109), on obtient finalement : ,

La fonction h sur T définie par étant différentiable à

support compact se prolonge en une fonction h’ E ÇD (P) nulle en dehors de

T, et l’on aura donc Ceci achève de démontrer a’).

La proposition 5 est donc complètement démontrée.

REMARQUES: 1) Il résulte des propositions 4 et 5 que si un courant

99 sur le polydisque P vérifie a (p = 0, il existe une forme y et un courant
Z tels 8 Z ; de plus, si 99 est à support compact, on peut
choisir y et Z à support compact. En utilisant une partition de l’unité, on
peut montrer que la même conclusion est valable sur toute variété analy-
tique complexe paracompacte. 

’

2) Si l’on examine la démonstration de l’assertion a’), on obtient

le résultat suivant. Soit t une forme linéaire continue sur si

P = Pl X ... X Pn et si u3 n’appartient pas à Pj pour 1 à j  n, la fonction
n .

Il 1/2ni (uj - zj) est définie et holomorphe sur P; si l’on note g (u) la va-
j=1

leur prise par t sur cette fonction holomorphe, la fonction g définie sur le
n 

_

produit R = II (C - P;) se développe en série de puissances des variables
~==1

donc elle est holomorphe dans R. S’il existe une distribution a de

support dans Q qui prolonge la forme linéaire t sur % (P) à l’espace ê (P),
7b 

_la fonction g se prolonge analytiquement à l’ensemble R’ = lI (C - Qj) et
j-j

la formule (61) est valable. Or l’existence d’un polydisque Q tel que g se
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prolonge analytiquement à R’ pent se démontrer facilement en utilisant le

fait que t est continue Ceci permet de démontrer les assertions

a) et a’) sans utiliser le théorèlne de Hahn-Banach ; cette remarque permet
d’étudier facilement des familles de formes linéaires continues 

dépendant continûment ou dinerentiablement de paramètres réels ou com-
plexes.
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