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EXEMPLES D'HYPERALGEBRES
(Exposé de P. CARTIER, le 3.2.56)

1.- Rappels sur les algeébres de Lie.

Rappelons qu'une algébre de Lie sur un anneau K est une algébre non

associative gy sur K qui vérifie les identités génériques :

(1) (x,x]=0  [x,ly,z]]+ly,lz,x]]+[20x,y]]=

Un exemple quagi-universel d'algébre de Lie est le suivant : si A est une
algébre associative et ./ un sous-module de A qui contient ab - ba aveo

a et b, on posera : [é , b] =ab - ba .

L'algébre enveloppante universelle de 27 est le quotient de 1'algdbre
tensorielle T((g) du module "l par 1'idéal bilatére J engendré par les
éléments u(x , y) =xxy-yxx-[(x,y5], x,y5ye i ) on la notera

U(L*) ; si xe:y , la classe de x modulo J sera notee i(x) d'ol la

¥
R

relatlon :

(2) i(lx , y1) =i(x) i(y) - i(y) i(x)

de plus pour toute application lindaire f de Q{ dans une algébre associa-
tive 4 telle que f([x, y]) = £(x) £(y) - f(y) f(x) , il existe un homo-

morphisme f' et un seul de 1'algebre U((V) dans A telque f=1f'51

Si f est un homomorphisme de l'algebre de Lie (7 dans l'algébre de Lie
l; » on peut alors définir un homomorphisme U(f) de U(«y) dans U( b )
par la condition U(£)(i(x)) = i(f(x)) powr xzr ; ona U(fo g)
=U(f) oU(g) et U(I) = I (I étant 1'idemtité)! Si % (i=1,2) sont
deux algébres de Lie et si f, désigne l'injection de %E. dans %71 X %%é ,
on définit un homomorphisme h de U( (2/1) % U( Ldﬁg) dans u( b,ll x %2) par
la condition

(3) _ h(a1 X 8, ) =U(f )(al) U(f )(a ) 8, € U( ‘aéi)

T

mais si 1'on définit h' s U( (7 X {/2) —> U( ) &% U(\}’ ) par
h' (1(x1 R XZ)) = 1(x1) &% 1+ 1 & 1(x ) (x & U ) » on vérifie facilement que h
et h' sont des isomorphismes réciproques par 1esquels on identifie

U(% x LZ.Z) 2 U(,) %07, .
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On introduit comme d'habitude une filtration croissante dans U(y) com-
patible avec la structure d'algébre en appelant Un( ?’ ) le sous-module dp
U((GJ() engendré par les produits de m < n éléments i(xi) € \‘); . I1 est alors
clair que dans 1}identification de U( G x lp) 3 U((‘g,() & U(p) , Un( /}, X b)
d'identifie a I"n[:__; Um(u}) % Un_m(b) . Par ailleurs la formule (2) montre
que les classes T (x) = i(x) mod UO("%) commutent deux & deux dans 1'algébre

graduée G associde & l'algebre filtrée U((%) « I1 en résulte que 1l'applica-
tion x > (x) se prolonge en un homomorphisme de 1l'algebre symétrique

S(L}) dans G . On a alors le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 1 (Poincaré-Witt) : Si 1l'algébre de Lie (7 admet une base sur l'an-

neau K , 1'homomorphisme canonique de S(({i‘() dans G est bijectif.

Corollaire 1 : l'application x —>i(x) de f} dans U( (25) est injective si
4
COJL est un module libre.

Corollaire 2 : si «y est une algébre de Lie sur un corps K de caractéristique

0o, T(L?}’,) est somme directe de 1'idéal J et du sous-espace des tenseurs

symétriques.

Cela résulte de ce que le sous-espace des tenseurs symétriques est supplé-
mentaire dans T(J/) de 1'idéal I engendré par les tenseurs X ®y - ¥y ® X,
de ce que I est le noyau de 1'application T(t%) —_ S(«gf) et de techniques
usuelles de filtration.

Du théoréme 1, on déduit facilement que si ud*, a une base (lxi?S totalement
o~ oty
ordonnée, U( &Z/) admet pour base les monbmes ! xil et que Un(g) admet pour
: i

base les mondmes T xil avec o= oy €n . 81 K est un corps de carac-
i = o(

téristique O , U(CE(;) admet aussi pour base les mondmes Zg = 11 xil/o(i !
pour ol = (oki) éN(I) (monoide abélien libre construit sur I?.

2.- p-algdébres de Lie.

Rappelons qu'on appelle alternant une expression constituée en itérant
1'opération de crochet, par exemple : [x ,[[y,2], [t , x]]]i.e , un mondme

non associatif en des variables x , y , ... pour une opération notée {.,.] .

Proposition 1 (Jacobson) : Il existe une somme f\p(x » ¥) bien déterminée

d'alternants en des variables x et y , telle que dans tout anneau de carac-

téristique p , ol l'on pose [x , y]= xy - yx , on ait 1'identité :

(4) (x +y)P = x° + 5P« PG s y)
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Dans toute algebre associative A , on posera ny = Xy = Dyx et

ad Xx.y = Xy - yx ; on a alors GXDZ = DZGX et ad x = GX - Qx , d'ol par la
formule du binbme : n

n _ n_ s -1 1 n—1
(5) (0, =07 = (ad )%= 7 ( - 6 oy

Si A est de caractéristique p , on déduit de cette fo;mule et des congruen-
ces (?) =0 mod p pour 1 <1igp-1 et (pj—-l) = (~1)' mod p pour O < igp-1

que l'on a

(6) (ad X)p.y = (G;{ - D}r;) yo= Xpy' - yxp = (ad xp) .y
-1 . . -1 .
-1 P2 i p-l- B22 3 p-1-i
(7) (ad x)P 7 .y = 2 - G Di ty = é - X yxp
i= 3=

Ceci dit, noue allons considérer des polynomes & coefficlents entiers

modulo p en des variables x , ¥y , ... qQui ne commutent pas entre elles.

Nous poserons f,(x; , ... , xk) = 2;; (1)t X (k) la sommation &tant
étendue 3 toutes les permutations ,- des k premiers entiers ; £ n'est autre
que la somme des termes multilinéaires de (xl + oaee ¥ xk)k . De méme, on
appellera gi,j(x , ¥y) la somme des mondmes distincts de dgg?é (i ,j) en

(x , y) , i.e 1la composante de degré (i , j) de (x + 7)Y . Le nombre des
permutations o— de 1l'intervalle [l , k] compatibles avec la partition
[1,k]=[1,i]Juli+1, k] étant égal & i '(k - 1) ! , on voit que si
1l'on remplace X1 5 eee s xi par x et Xi,1 7 ver 0 X par y dans fk

on trouve il(k-1)! x,vy).

1 k-1
Or 1'identité (7) ol 1l'on fait x = Xp ¥ e X et y= X, et ol 1'on

ne considére que les termes multilinéaires donne

(8) fp_l(ad X, 5 «oe s ad xp_l).xp = fp(xl y eee s xp)

car au second membre de (7) y prend chaque piacevune fois et une seule.
Faisant x; = ..o =%, =X et x, = «00= X, =V on en déduit :

(9) 8 po1.g(edx,ady) -y =0(-1) ¢ &,y O<icp
d'oh résulte la formule (4) si 1l'on tient cimnte de

(10) B e z_ &1 s s 9)

Les formules (9) et (10) donnent méme une formule explicite pour j\b(x:,y).

C.Q.F.D.
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Nous pouvons maintenant définir les p-algébres de Lie.

Définition 1 : orn appelle p-algébre de Lie ¢ sur un anneau K de caracté-

ristique p , la donnée d'une algébre de Lie L} et d'une application x —» x2

de ? dans elle-méme dite p-application qui vérifie les axiomes :

,n.

a) ad x2 = (ad x)P pour tout X e U

b) (0 x)B = xPE pour tous Xe g, ek

c) (x + y)2 = xB + yB +J'\p(x ,y) pour tous x , y¢ }
Exemple : un sous-module d'une algébre associative stable pour les opératicns
[x, yl=xy -yx et xE=%°

Soit x — x['p] une seconde p-application définie dans ( et

£(x) = x2 - pr] . Les formules a) & c¢) montrent alors que f(x) est dans le
centre de pour tout x ¢ «j{ , ebaque £(Nx)= 2Pr(x), flx +y) =

= f(x) + £(y) et que réciproquement si f(x) vdérifie ces conditions

<2 4 f(x) est une p-application ; Donc, 1'ensemble des applications vérifiant

les axiomes a) & c) est donné par x —>xb + £(x) oli f est une application

semi-linéaire (par rapport a .~>Ap) de L} dans son centre.

Proposition 2 : Soit \z une algébre de Lie sur 1'anneau K de caractéristique

P » que 1l'on peut identifier 3 un sous-module de U( }) . Pour qu'une applica-

tion x..,>x£ de ¢ dans g vérifie les axiomes a) , b) , ¢) précédents, il

faut et il suffit que 1'application x —> ga(x) = x - x£ soit une applica-

tion semi-lindaire de (} dans le centre de U( ?2)

Compte tenu de la formule (6) et de [x , y] =xy - yx pour x, ye%LU((})
on voit que a) équivaut & })(x)y =y plx) pour x, yecy» , donc au fait
que f)(x) appartient au centre de U((ﬁz’) qui est 1l'algdbre engendrée par

. De méme comme (X x)P = XPxP | v) &quivaut a P(/\ x) = 2P ?(x) . Enfin
d'aprés la formule (4) appliquée & 1'anneau U() , on a J\p(x , ¥) =

= (x + y)\p”_ % - yp , donc ¢) équivaut a la condition F(x +y) = P(x) + P(y).

Corollaire : soit & une algébre de Lie sur l'anneau K de caractéristique p

ayant une base ?x . Pour que %( puisse étre munie d'une structure de p-al-
gébre de Lie, il faut et il suffit que pour tout i , il existe b. crg/ avec

(aq xi)p = ad bi . La condition x% = bi détermine alors entiérement x-}3
pour tout xe 49][‘

On peut identifier / 4 un sous-module de U( (/(Z’) d'aprés le corollaire
du théoréme 1 .
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Posons alors P(T'— X %) = > ,\E(Xg - bi) ; comme on a (ad xi)p = ad b,
1

la formule (6) montre que F(x) est dans le centre de U(u}) . Comme par ail-
leurs, il est clair que ¢(x) dépend semi-linéairement de x et comme la pro-
position 1 montre que (: /\ixi)p - ZAEXEQ G > il en résulte que

1 1 4

x2 = xP - P(x é (3} et que x >xP- est 1'unique application vérifiant les

axiomes a) a c) tolle que XB = by .

Nous allons maintenant introduire la notion d'algébre enveloppante res-
treinte d'une p-algébre de Lie O] : cette algébre notée ,ﬁ( %’) est le quotient
de U(L%) par 1'idéal bilatére Jp engendré par les éléments i(x)P - 2
ou encore le quotient dec 1'algdbre tensorielle T(¢) par 1'idéal bilatére en-
gendré per les tenseurs Xy -y ¥ x —-[x, y] et xXP - xB (ot 1'on dé-
signe par ZMmo1, puissance me de x dans T(%)) ; on notera ’\i/(x)
1l'image de xé€ LZCT(% dans U }) ; on a donc

(11) ilx,y D= 311G -iy) ik) T6R) =P x,yeg

Réciproquement si f est une application lindairc de la p-algébre de Lie

dans une algébre associative A vérifiant les conditions f([x, y]) =
= f£(x) £ly) - £(y) £(x) et f£(x2) = f(x)p , i1 existe un homomorphisme f'
et un seul de .ff( y) dans A tel que f = f'o 31 . Comme dans le cas des al-
gébres de Lie usuelles (cf. paragraphe 1) on en déduit la définition de U(f) :
?I(%) _— T( Iv) pour un homomorphisme f de 37, dans \j tel que
f(xE) =fx)E (g et ”\, étant deux p-—alg‘ebrés de Lie) et de méme si 1'on
définit sur le. produit {zz d’J de deux p-algébres une p—anplication par

,( Xy, X )-‘B = (xl R xg') , On a un isomorphisme "naturecl" de U( xC}z) sur

U(%) @ U % :

Enfin; on introduit une filtration croissante dans ?J(' ) en appelant
U (t’)[ 1'image de 4}) par 1'homomorphisme canonique de U( (/?/) sur U(%)
cette filtration a les mémes propriétés que celle de U f%) M

Ceci dit, en nous appuyant sur le théoréme 1, nous allons démontrer un
théoréme analogue pour les p-algébres de Lie.

Théoréme 2 : Si (7 est unc p-algdbre admettant une base {Xﬂ (que nous

— iel
ordonnerons totalement), 1'application i est injective, et si 1l'on identifie

’:' el ., A T st
Xe Lg et i(x) e U(Lg) , les mondmes ‘Z!L x:il (0 < O‘i < p) forment une bage de

U(((}f) .
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Soit A = (o, )eN(I) un indice composé ; posons &, = fl pY; avec
f3 < p et dans U(u}) = U définissons 1'é1lément Td = T‘x Py P(X )Xl

avec les notations de la bropomtlon 2. 81 |s] = L_ o, = n, 11 est clair(x.
que TD{. ;T; xc:_i mod Un—l , donc comme par le theoreme 1, les mondmes ’q Xil
avec |¢| = n forment une base de Un mod Un-l , 11 en résulte que les T
avec |dl= n forment une base de U,mod U _, , et par suite que U(t}) admet
les Ty pour base. Or 1'idéal J engendré par les P(x) est aussi engendré
par les P(xi) et ces é1éments sont centraux, d'ou résulte que J' admet
pour base les Ty avec Yy = (\51) # 0 et finalement que les Ty avec ¥ =0

i.e 0K O(i < p forment une base de U modulo J' , d'ol le théoréme.

Bemarque : de la démonstration résulte que Un( ) admet pour bage les mondmes

T xll avec [dlgn et Os.—O( < p JMais si o 1< P 1/o< existe
pulsque K est un anneau de caracterlsthue P s et U(‘}) admet aussi pour
base les mondmes Z, = 'i' l/ot avee 0€£2X, <p.

Nous allons terminer ce paragraphe en montrant comment on raméne 1'étude
des algébres de Lie sur un anneau de caractéristique p & celle des p-algeébres
de Lie.

Proposition 3 : Soit (7 une algébre de Lie sur un anneau K de caracpéristique

p ayant une base ; le sous-module & de U(u;) engendré par les xPP

(x e %7 , h &N) est une p-algébre de Lie pouxf la p-application x —> xP s et

1! application identique de 3 dans U((}) se prolonge en un isomorphisme de

/

(&) sur U(«
(g } h h h
La formule (6) montre que ad x* = (ad x)® , d'od [x° , y° ]=

= (ad x)P ~ (-ad y)P .x pour x, ye U, ce qui prouve que 5 est stable

pour le crochet ; par ailleurs, la formule de Jacobson (4) , ! montre que 1l'en-

semble des x € \;; tels que e &
”n

4 VUl puisqu'il contient les xP ~pour xe% . Soit enfin {Xi} unehbase de

est un sous-module de ] , donc est égal

3 toujours par la formule (4) et le théoréme 1, on voit que les xg =Xy 3
~ : b4

forment une base de (} ; 5i on pose alors pour « = (A, )

— %y
™y =%—§,-‘o- dh?iph (o £y 5 < p) et T, = }‘1‘1 h,l /oah 3t Tx est
congru & Zy modulo des termes de filtration < |ot| d'aprés le théoréme 1 ,
donc les T, forment une base de U(0r) 3 si l'on comvare {T ! 4 la base de
U((g) attachée & la base {x % de (g' (remarque suivant le theoreme 2), on
voit que 1l'application canonlque de U((;) dans U(}) est bijective.
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3.- Algdbres de puissances divisées.

Soit K un anneau commutatif (avec unité comme toujours) M un K-module
unitaire ; suivant Cartan et d'autres, on définira 1'algdébre commutative [(M)
des puissances divisées construite sur M de la maniérec suivante :

(M) est définic par les générateurs m(h) (meM ; h entier % 0) et par

les relations 3

(12) (m+m‘)(h) = Z m(i) m'(j) m,m'eM NekK
i+j=h

(13) (m) (h) - ,\hm(h)

(18) 2™l < (@, 1w n© =1

entre cos générateurs.(On a posé pour abréger ((h , X)) = (h+X%) !/h!k! ).

Si 1l'on attribue le degré h & m(h) , les rclations écrites sont isobares

ot il existe donc une graduation sur | (M) compatible avec la structure d4'al-

gébre pour laquelle m(h) est de degré h . Les seules relations entre les
m(l) qui sont de degré 1 sont conséquence linéaire des suivantes @
(15) (m + m')(l) - m(l) . m'(l) (Aln)(l) - hxn(l)

et on peut donc identifier par m ,;>m(1) M & l'ensemble fﬁl(M) des 816~

ments de degré 1 de 1 (M) .

De la formule (14), on tire (h! m(h))( k! m(k)) = (h + k)!m(h + k) d'ol
h!m(h) = mb ; si K contient le corps des rationnels, on pourra poser
m(h) = mh/h ' ot les relations (12) et (13) seront conséquence de cette défi-
nition, ce qui prouve amplement que (M) n'est autre dans ce cas que l'alge-
bre symétrique S(M) du module M ; en tout cas, le nom de "puissances divisées"

est maintenant justifié.

Si f est une application lindaire de M dans N , il existe un homomor-
p?isme de 1'algébre ['(M) dans ['(N) et un seul noté M (f) qui envoie
m h) sur (f(m))(h) 5 il est clair que P og) = () o Mg) et (1) =1

et P(f) est compatible avec les graduations.

Proposition 4 : Si M est somme directe des sous-modules Mi , et si fi eat

1'injection de M; dans M, 1'application ¥ = (x5 fﬂ(fi) de zﬂ) (1(Mi)
- I (T

dans | (M) définit un isomorphisme de la premiére algébre graduée sur la

seconde.
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Rappelons que X \"(Mi) est le produit tensoriel infini (éventuellement)
(1)
des algebres o) (Bourbaki, Alg. III , App. I) et que ¢ est défini par

$lia) = T [z,
1

Introduisant la série formelle A une indéterminde T 4 coefficients dans

™ (u) s e(m, T) =3 m(h) ™ , les relations (12) & (14) prennent la for-
h»0

me équivalente,

(12') elm+m'" , T) =em, T) e(m* , T)

(131) e(dm , T) = e(m, AT)

(14") eclm, T+T)=em, T) elm, T') e(m, 0) =

ot T' est une nouvelle indéterminée indépendante de T .

Les m, dtant nuls sauf un nombre flnl, la définition de k? s'éerit
\V (& e(mi , T)) = 'i' e(m ,T) = e(: m, , . Inversement, nous allons défi-
i

nir un homomorphisme W de P(M) dans ® r‘(Mi) par la formule symbo-

T (1)
lique suivante W(e(m , T)) = & e(m , T) si m= Zm eM (m eM) s
1

formule qui signifie que \(/(m( )) n'est autre que le coefficient de Th
dans le second membre. Pour quc \If gsoit bien défini, il faut et il suffit qu'o:n

ait ¢

(12") Viem+mn' , 1)) = Yiem, ) Y@, )
(13%) Y dm, 1) = Yem, A1)

(14") Viem, T+™) = Yim, D) Yiem, )

identités dont la vérification est parfaitement triviale.

D'autre part, il est clair que qj( P ($< e(m , T))) = og e(m, , T) et

i 3
P ( \If(e(m , T)) = e(m, T) d'ou comme les elements en questlon engendrent les
algébres qui les contiennent, le fait que k? et \jj sont des applications ré-

ciproques.

Corollaire : si M admet une base {e ', P(M) admet pour base les mondmes

Zy = ‘l'e(l) (o i(O( )eN( avec Zy Zﬁz((o(,ﬁ)) Zoz+}3
(on pose  ((of,3)) = LM ((, , 3))).
Posant M, = Ke, , on voit que (M) est isomorphe 2 & P(Mi) , donc

(1)
admet pour base le produit tensoriel des bases des P(Mi) » Ce qui raméne

. , » \
immediatement au cas o M a une base d'un élément e . Or dans ce cas on voit
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tout de suite que les relations (12') & (14') sont conséquences des rele(tt:)Lons
e(re , T) =ele , AT) ot e(e, Te(e , T') = e(e , T+T') i.e. (X&) =

= Xhe(h) ei(; e(h)e( ) = ((h, k)) e(h+k) ce qui prouve que MX.e) a pour
h)
e

base les avec la table de multiplication désirée.

Nous allons maintenant définir une algebre anslogue & r‘(M)
T(M) est l'algebre tensorlrellle de M " on fait agir le groupe symétrique kn
sur TH(M) = x M par cr('fx« mi) = .vx- m_, . d'ou (T (%)) = (=) (%)
i=1 i=l o (1)
pour x eT™(M) et on dénote par TS®(M) 1'ensemble des xeT (M) tels que
o~(x) = x pour cre.\’,n . Nous noterons H le sous-groupe de @n

nl, oot’llk

- \ , . 3 i <
(n = Ny +o.ee +my) défini par les conditions nr<"'(1)‘nr+1 pour

n,<isgn (1<r <k) .

Soient xéTSm(M) R yETSn(M) et x xyeTmm(M) ; comme x®y est in-

variant par les q-eHm n? o-(x % y) ne dépend que de la classe r_j*Hm n et
b ?

on peut former x x y = > o(x xy) . On définit ainsi sur TS(M) =
yw’h; Hm n

% TS (M) par linéarité une multiplication associative et commutative. ~cmme
on le voit facilement.

Proposition 5 : Il existe un homomorphisme k et un seul de [(M) dans TS(M)

ul envoie m(h) sur m’ hLTS (M) ; k est bijectif si M est libre.
I1 suff:(Lt évidemment de vérifier que k est comnatlble avec les relations
h) , _
entre les m ¢ sl m = m, +m2,onam -.Z: f() ol la somme est

étendue 3 toutes les applications f de [1, h:l dans (1, 2]; or les mo-
némes de cette somme pour lesqucls 2 intervient i fois et J intervient j fois

(i + j =h) sont tous les mondmes o (m il R mé';‘]) formellement distincts

xi & (h)) _

donc la somme de ces mondmes vaut m;  x m,” et par suite k((m; + m2)

:(ml * mz)»xh: : mi‘l*m’?:l = Z_—_ E(mgl))w}g(méj)). La formule k(2 m) (h>) =
i+j=h i+j=h -

®h %k

= A hl_g(m(h)) est évidente. Enfin m = x m =[@h+k : H ]m’x’h*k

1

((h, k)) otk d'ou la compatibilité de k avec la dernidre relation.

Si M admet unc base e ™ (M)  admet pour base les mondmes
_ ] . . (. .
Og = €5 % evu X ein pour les suites S = 111 s eee ln% » et pour que

X = ; x(S)e soTt invariant par @’n » i1 faut et il suffit que

X(ll g eee 5 1 ) =X(1;{l) ) eee 5 i ~(n )) pour tout & . Ceci prouve que
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Ts™(M) admet pour base les éléments Ty somme des cq pour lesquels il y a

™, indices dans S égaux &1 . Si onappelle i, , ..., ip les indices dis-

Lg‘ i 1 . ~ ﬁp o(s'.)(i
tincts pour lesquels ™, #0, ona T, L__.G(e i K oees gneib ) = § e; *.
Il en résulte que k applique la base Z o de "(M) biunivoquement sur la

base Ty de TS(M) et par suite k est bijectif,

Nous allons terminer ce paragraphe en élucidant la structure des algébres

("(M) lorsque K est un corps.

Théoréme 3 : Soit M un espace vectoriecl sur un corps K ;

a) si K est de caractéristique 0, ['(M) est canoniquoment isomorphe 2

1'algdbre symétrique S(M)

b) si K est de caractéristique p £0, et 31 M admet une basge fmi}
fﬂ(M) est engendrée par les éléments Xh 3 = m(P ) et 1'idéal des relations
s

algébriques entre les Xh i est engendré par 1es relations Xﬁ g = =0 (M) ad-
3

~rr“h,i/ h

met pour base les mondmes X, = h,i Oh,i! pour cxi = LE_C*h,i P

¢

(o soxh,i <p).

Le a) a été démontré dans les remarques suivant la définition de ['(M).

Pour démontrer le b), on prouve d'abord un lemme arithmétique :

Lemme ¢ si a,b,c sont des entiers et p un nombre premier tels que

O<ac< pk » 0&b<p, O0<cgp, ona les congruences modulo p

(16) ((a, bpY) =
(17) (c/%) = (ep¥) /et (p°1)°
Les congruences étant prlses modulo p oaxa
s PP = e e PP S 2@,y B R 0y
oy

' k k k
b 1ot ARt
_ 2:: ) (b') Xa+(b p -a') ybp (b'p -a')

'

a'yb
PN k ' v K 2114 2

ou a'<a <p et b'<b<p donc b'p-a'=0 équivaut & a' =1b' =0 ;
le coefficient de xaybp vaut donec ((a , bpk)) au premier membre et 1 dans
le second d'ou la congruence (16).
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Désignant par Z_ 1'anneau des fractions a/b avec b non divisible par
2 a8 c c
p » on sait que prr\Z =pl .Orde uzvmodp ; ondéduit u = v mod p
pour O0<c<p et u =v' mod p2 ; de la congruence (7 __ xi)p_:_ > x} mod p
on déduit donc

k k k
(xl + e+ Xc)cp Jet = (x? +oeee + xg Ye/c ! mod pZ

La congruence (17) se déduit de ceci en comparant les cocfficients de

%

(xl .es xc)P dans les deux membres, en utilisant le fait que le premier mem-

bre de (17) est entier et 1'égalité pr/\Z =pZ .

Ce lomme étant démontré, soit a =% _ )kp un entier 3 0 (O i’-hkc p)
h
et m un élément de M ; nous poserons m = (p ) et ay, = %hp . La

relation (14) montre alors que l'on a :

A
n®) (570 /k>0 k'(pkwk

=0t [l Oylp" )/(Akp )

(@) 13>‘otk 142" ’\kp ) (de)

n(®) T (o 5 20™) <>klp )

et de plus :
k 1
@ )P =m, &)/

Ces formules et le lemme montrent que si K est un anncau de caractéristique p

TL () 5

1

1

.)p = p! (p‘pk) my,q -

— P _
on a Zd\ = Xu et Xh,i = 0.

L'assertion sur la base de | (M) résulte alors de ce qui précéde et du
corollaire de la proposition 4. Enfin, le fait que les relations cntre les

Xh N soient conséquence des relations Xg ;, =0 résulte de ce que modulo ces
’ P

relations, tout polynome cn les Xh 5 est congru & un polynome de degré < p
b

en chaque variable, ct le fait que les Xy forment une basc de FYM) .

4.- Définition d'hyperalgébres.

Soit (7 une algébre de Lic, U((]) son algébre enveloppante ; on a iden-
tifié U( x Ly) 3 U(if) % U(U) au paragraphe 1, et par suite si § est
l'homomorphlsme x ->(x, x) de U dans U] x k{(f , U(?J) = /N estun.
homomorphisme de U(gy) dans U(¢ 0/) &K U(Y) . De plus si on identifie U(0) a
K , 1'application Moz x> 0 de %; dans (0) définit un homomorphisme
& = U(N7) de U(;7) sur K, i.e. une augmentation. Enfin, on a défini une
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filtration sur U(tj) au paragraphe 1 . Nous allons voir que U((;f) muni de

1'application /\ et de l'augmentation & vérifie les axiomes des hyperalgebres ¢

a) (AxI)o /= (U(8) U)o U(§)=U(SxI)ohb)=0U(E").0Or

.....

§' (x) = (x, x,x) et un calcul analogue montre que (I x /) o D= U 51

d'ol l'associativité de [\ . Si S est la symétrie axb — bxa de

U((Z;) U(% ona U(y)=8 avee o(x, y)=(y, x) et par suite

0 D= S et Sol = N ce qui prouve que A est symétrique.

b) (é‘x:I)oL\=U((ff;><I)o&)=U(r7') ; or n7'(X)=(~7><I) (x, x)=
=0+x=x, ot on voit alors que (ILXC".)O,A=U('7?')=I

c)ona (1) =1 e A(l)=1x1

d) enfin la filtration est compatible avee la structure d'algebre et aussi
¥y o S :
avee [\ par la formule Un( Kgx (;/) = mz_ U (tg) &U _ (j) .

~
A 1'aide des "fonctours" U(‘%) pour les p-algébres de Lie ot P (M) , on

définit de la méme maniére dcs hyperalgébres et la vérification des axiomes

est parfaitement analogue. K (M) cst méme unc hyperalgébre graduée au sens

de 1'exposé 2 .

Faisant 1'hypothése que les modules qui interviennent ont des bases, nov~
allons déterminer la filtration canonique dc ces hyperalgébres et la structure

de 1l'algébre duale. Nous nous appuyerons pour cela sur le lemme suivant :

Lemme 2 : Soit A une coalgébre ayant pour base des éléments Z, tels gue

N(Zy) -[2__ Zp & Zy pour o = (‘3\.) Y et 0 £, <A, , A
Sty=0A

étant fini ou non ; 1l'algébre duale de A est isomorphe au quotient de 1l'al-

i

gébre des séries formelles K[[Xi]] par 1'idéal engendré par les Xi:L et

le module A de la filtration canonique a pour base les Zy avec \ml<n .

Définissons P, par la formule < Zy , Py >= Sw 3 5 toute forme linéaire
sur A s'derit alors d'une maniére et d'une seulc sous la forme de la série

simplement convergente c(x)B, . De plus, on a :

e
(&
(18) < Zg( ) Pﬁ P‘(>= < [\(Zo{ )) \)Z)P > = Z:( 5»& J ’ Pﬁ ¢ PX> =
=5 S8, =8,
oy RN T T ey
donc Pg Py = Pj3+y 4 condition de poser Py =0 si 1'un des di est > Ai .
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i1 = a al irmédiat t Py =''x." pour &,<N,
Si 1'on pose Xi-Pﬁ.,onaaors:meelaemen o =3 % P 1 i
i
et il faut négliger tous les mondmes de degré = >‘i en Xi }i\our au moins un
i , ce qui montre bicn que A' ecst isomorphe & K [[XiJY(Xil)

P, &tant é1ément unité de A' il en résulte que £(Z4) = .,%m , donc que
A" a pour base les Zx avec X # O de plus ¢ (ZO) =1 et A(ZO) =

= ZO % Z, donc Zg ost &lément unité de A ; supposons alors démontré que
pour n=0,1, ..., kA;L1 a pour base les Z avec £0 et |d)gn et

soit x = E:: x(=x) Z, un élément de A . On a :
(19) B&) - x %2y - Zg & % =rZ;OX(,f’u‘ +y) Ty % By
i

donc pour que Xé& Ak  » il faut ot i1 suffit que 1'on ait x(ﬁ +y) = pour
Poy £0 et L+ | > k+1 ; comme l'assertion sur AO est triviale, .
onadonc k>0 ot comme tout indice = avec KAl s'éerit = £ vy
avec f3, X # 0 , on en conclut que l'appartonance de x & A;+1 équivaut
a x(x) =0 pour |dI>k+1 , done A'l:+1' admet pour base les Zy avec
< k+1

Soit alors K un anneau contenant le corps des rationnels ct (j une 2l-
{

gébre de Lie sur K ayant une base x.) . On a vu au paragraphe 1 que U(J])

ig
X, 1/0\ ! pour tous les &N I) , et le

SR S,

admet pour base les éléments Zy =V

théoréme 2 montre que si uj” est une p—algebre de Lie sur un anneau K de
: ) _— n .
caractéristique p , ayant uns base S(Xi.t\ » les Zy définis de la méme maniére

o

que precedemment pour O <O<l < p forment une basc de U(C/y) Or la défini-
tion de [\ montre que 1'ona OD(x)=xx1+1x X pour X¢ (/}; donc
comme [\ est multiplicative O\x/m!) = > ox /1' & x j/'] si ceci a
i+j:m
un sens et donc immédiatement A(ch) :j: Z/5 % Z
? +a:\~1 .

. On en déduit alors :

o

¥

Proposition 6 : Si g7 est une algébre de Lie sur un anneau contenant les nom-

bres rationnels (resp. unc p-algébre de Lie sur un anncau K de caractéristi-

que p) ayant une base, la filtration canonique sur 1‘hyperalgébre U(b})
(resp. U(vr) ) est la filtration U ((%) (resp. U (O)) et en particulier
est 1'ensemble des éléments primitifs de U(UJ (resp U(o})) L'algdbre

duale de U( \?7) est isomorphe A 1'algébre des séries formelles en des varia-

bles Xi (resp. les séries formelles en les Xi mod XI; ) en correspondance

biunivoque avec les éléments d'une base de % .
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Corollaire : Si g? est une algébre de Lic ayant unc base sur l'anneau X de

{ n
caractéristique p , la sous-algébre de Lie sous-tenduc par les xP  pour

x 657 et h entier >0, cst 1'ensemble des éléments primitifs de U(g;).

Etudions maintenant le cas de 1l'algébre [ﬂ(M) ; explicitant A\ , on voit
que [S(m(h)) = ) m(1)<x m(J) . 51 M admet les eo; pour base, (M)

i+j=h
admet les 2, = Rge£ui) pour base et de ce qui précéde et du fait que A ost
multiplicative, on déduit que ONZy) =5 _ g% Zy ; mais ici on peut expli-

B+y=ok
citer l'application diagonale /\' dans le dual F de fj(M) « En effet dé-

finissant les Py par < Zy, P/5> = g01/3 sy O &

(20) <2Zzxz, , Dy )>=<252, , Pa>= ((£Y)) 2,00 Bt >=
= ((£,y)) éd, vy
d'olt. A'(Px) =3~ ((J,¥)) P x Py en particulier O'(X,) = X, 2 1+1 KX,

Sy =
On en déduit la proposition :
Proposition 7 : Si M est un module sur l'anncau K ayant unc base geiz 5

1'algdbro duale de 1'hyperalgébre ['(M) est isomorphe & 1'algébre des séries

.

formelles en des variables X, (1€I) et l'application diagonale /\' du dual
de ['(M) est définic par N(X) =X, &1+ 18X, .

Autrement dit, " (M) est 1'hyperalgibre du groupe additif de M , défini
par Lfi(g y ¥) = X, +¥,0" (on peut donner un sens intrinséque a cette affir-
mation & 1'aide de la notion de "fonction analytique dans un module").

Remarque : on étudiera de plus prés 1'hyperalgébre U(%y) d'une algébre de Lie
sur un corps de caractéristique O et on déterminera le groupe formel strict
correspondant & 1'exposé 6).

5.- Algébres de Lie des hyperalgébres.

Nous allons appliquer les résultats du paragraphe 4 & unc premiére &tude
de la structure d'une hyperalgébre quelconque. Des résultats plus préecis ne
g
pourrongfgtre obtenus avant les exposés 6,7,8.

Lemme 3 : Soit U wune hypcralgdbre sur un anncau K (resp. de caractéristique

p). Les éléments primitifs de U constituent une algdbre de Lie pour le crochet

[(x, yl=2xy - yx (resp. une p-algébre dec Lie avec xE = xP).
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Si x et y sont primitifs, ona Nx)=xsx1l+1l&x, Aly) =
=yxl+lsxy,dot Alxy)=xyml+1®xy+xgy+yxx et par suite
Nix,yD=[x,y]x1+1x[x,y] et [x,y] ecstbien primitif. 51

K cst de caractéristique p , conome xx 1 et 1 & x commutent, on a 3

AP) = (xgl+1sx)P=19x +x° %l ot x estprimitif,

Proposition & : Soiocnt U unc hyperalgebre sur un corps K et 2? 1'algebre
de Lie des &léments primitifs de U (resp. la p-algébre de Lie si X est de

caractéristique p # 0 ). L'injection canonique de %} dans U se prolonge en

un monomorphisme d'hyperalgébres de U(%y) (resp. 3(37)) dans U .

D'aprés cc qu'on a vu dans la définition de U(¢j) et de T( ), il
existe un homomorphismec d'algébres f de U(uj) (resp. E(g}) ) dans U pro-
longeant 1l'injection de Uf dans U ; cet homomorphisme cst comvatible avec les
applications diagonales car (f %f) o A et o f prennent la méme va-
leur f(x) © 1 + 1® f(x) sur les xé&v] , donc sont égaux puisque ce sont des
homomorphismes d'algébres et que %7 engendre U(37) (resp. ﬁ(’ )) . Pour dé-
montrer la comvatibilité avec 1'augmentation de f , il suffit de remarquer

que si x €U est primitif, ona §£(x) =0
(21) x=(£%I) (Ax) = ex) +x

Enfin le fait que £ soit injectif résulte d'un résultat de 1'exposé 2.




