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IES GROUPES Ext® (i,B)
(Exposé de Pierre CiRTIER, le 10.5.57)

1.~ Les classes d‘'homotopic.

Soit (¢ wne catégoric abélienne ; rappelons qu'on appelle complexe & valeurs
dens C un objet formé d'une suite (Fn)neZ dtobjets de ( et d'une suite

( ) oli, pour chaque n , d2  est un morphisme Fn-—->F‘m~1 et ou
F
dIF“ldF = O pour tout n . Les complexes & valeurs dans C forment une catégorie

3{ @: un morphisme d'un complexe F dans un complexe G est une suite (fn)n €7

ol, pour chaque n |, % est un morphisme de F dans G ot ou dg =
= fn"'ldg pour tout n . Plus généralement, introduisons, pour tout entier s ,
le groupe Hom®(F,G) composé des suites (£) oli, pour chaque n , 7 est un
morphisme de ' dans G et ob dg+sfn = (-~1)s fn+1 d?. pour tout n ; on
g donc Homo(F-,G) = Hom (F,G) Soient Fl’ 2,F3 des complexes 3 si f =

= (%) ¢ HomS(Fl,Fz) ’ = (f ™ ¢ ¢ Hom® (F ’FB) , on vérifie tout de suite que

la suite f£'f = (£17¥Sg8 )n ez appartient a Hms+t(F )Ty ) 1'gpplication
(£4£') > f£'f est bilinéaire, De plus, si F 4 est un quatriéme complexe & valeurs
dgans C et £" ¢ Hom" (F;F,) , ona £1(£'F) = (£921)1,

Soient F et G des complexes & valeurs dans (® ; soit (kn)n €z une suite
telle que k"€ Hom(F*,G " 1) . 51 on pose £ = dg"'s L, (~1) %K +1dF , on véri-
fie tout de suite que f = (£ )n €7 ost un &lément de Hom® (F,G) ; les éléments

de Hom® (F,G) que 1l'on peut obtenir de cette manidre sont dits 8tre homotopes

4 0 ; ils forment un groupe Hom (Fy,G) ; deux éléments f , g de Hom 5(r,G)
sont dits homotopes si f—g €-Homo (F,G) ; le groupe Hom (F,G)/Hom (F,G) sera
appelé le groupe des classes d'homotopie de degré s ot sera désigné par HS(F,G)
Si Fl’Fz’FB
£' ¢ Hom® (Fz,F3) , on vérifie tout de suite que f'f est homotope-d O si l'un

sont des complexes & valeurs dans C , f GﬂomS(Fl,Fz) ’
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au moins des élémente I ou f' est homotope & 0 ; on en déduit une application
bilindaire (F,7) — FiF do F(F,,F,) x'gf(F F,) dans Hs+t(F1,F3) s si
4 o
En(£if) = (FE7

est un quatridme complexe i valeurs dans ot f" e i (FB,F4) , on a
"

Soient F et G des complexes & valeurs dans C et f£= (£ ) un élément
de Hom®(F,G) ; il est clair que f7 induit un morphisme du noyau de dg dans
le noyau de dg“:'set également un morphisme de 1¥image de d;"l dans 1l'image de
dg"'s—l 5 £ Aaéfinit donc par passage aux quotients un morphisme fn de HY(F)
dans H"°(G) s nous poscrons ‘* (j& ), ¢z » L'epplication £—f ostun
homomorphisne du grovpe Henm®(E.G) dans le groupe 11 ne? Hon ( Hn(F),Hn *S(@).
On vérifie irmddiatoment gue La condit tion re AOI‘I (F,G) entraine f; =03 on

en déduit un homomorphisme f —> f de S(F dans le groupe
i ¢z Hom (H3(F), H™®(q)) ., si F .3F,sF, sont des complexes & valeurs dans
a2 gSfm ES :
C % erym), Te HE, T, B, ma
(B9, = (2 ¥ ),

Rappelons qu'on appelle résoluticn d'un objet 4 de la catégorie € um
couple formé d‘un complexe F = (Fn) et d'un morphisme & A-—)FO (1'augmenta~
tion) qui possddent les propriétés suivantes : on a F =0 pour n (0 ; la
suite dO

& j ) i
O-———>A—~>3‘O ~—~3e Fl

est exacte. Une résolution est dite exacte si on a H(F) = 0 pour tout n » 0 ;

elle est dite injective si les T sont des objets injectifs de ( .

Soient A un objet do C et G (Gn) un complexe & valeurs dans C ;
pour tout n , désignons Dar d nd 1 homomorphisme u—> dgu de Hom (A,G )
dans Hon (A n+1) . ma d g o+l d ™ =0; la svite (Hom (4,G™)) , munie des opé-

n . .
rateurs d s est donc un complexe de groupes abéliens que nous noterons
Hom (4,G). Soient maintenant (¥, &) wune résolution de A et 8 un entier ; si
< 8y 0 , . 8
£ = (£7) € Hom® (¥,G) 77 & est un élément de Hom (4,G) ; clest un cycle,
O

car on a ‘E_O& = (~1)%'a L &€ =0, Si f“'Hom (r,G) , f_OE est un bord dans
0 s-1 ot

Hom (A,GS) s en effet, il ex1st'—> alors des morphismes ko F —>G
Kl g Fl_.->GS tels que 0= ds L0, (-1)%k 1612 , dfol ¢ = ds—lkos . On en
déduit 1'existence d'un homomorpnlsme ©® de AIE,S(F,G) dans HS(Hom (4,G)) qui
applique la classe d'homotopie d'un élément (f) ¢ Hom® (F,G) sur la classe de coho-

molo-gie de fo &
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THEOREME 1,~ Soient (F, &) une résolution exacte d'um objet 4 de. ( et

= (G") un complexe tel que les G soient tous des objets injectifs de € .

Mors, pour tout s , 1'homomorphisme tps de }f(F,G) dans H°(Hom (4,G))

défini ci-dessus est un isomorphisme.

Montrons d'abord que %ps est injectif. Soit f = (£") un élément de
s (F,G) tel que £O¢ soit un bord dans Hom (A,GS). Déterminons inducti-~
vement des éléments Xk € Hom (F°,G 5 1) corme suit : on pose k° = O pour
n {(0; pour n=0, il résulte de 1l'hypothése faite que foé est de la forme

dé 1z sy OU Z est un morphisme de 4 dans ¢° s-1 : coome £ est un monomorphis-

ne ot G5 injectif, on peut écrire =z = %6 avec wn k%€ Hom (FO’Gs-—l) o
Comme le noyau de dg est 1'image de & , la fornule (fo z 1,0 ) € = 0 mnontre

8- 11 0
G n
posons déja déterniné un élément k € Hom (Fn Gh+s-1) el que le noyau de

contient celui de dg . Soit maintenant n > 0 3 sup-

Cd

que le noyau de f -d

= dg+s 4P contienne celui de dF . Xlors il résulte du fait que G- T° est
injectif qu'il existe un morphisme kn+1 le G tel que
(-—'1)S(i‘n-dg+s"1k ) = n+Idg . Ona (fn-l-l ~ dré-«skna-l) = 1)sdn+s(fn _

- (PalIN) = 0 puisque 7D = (-1)°F et 3P =0 e
noyau de £ o dr(;"'skn'l'1 contient donc l'image de d; s qui est le noyau de
an"'l puisque Hm'l(F) =0, Comme on a T = 2+S*1kn + (~1)%" n+l g pour tout
n, ona fGHomg (7,G) , ce qui montre que L‘OS est injectif,

Donnons nous maintenant un cycle u quelconque dans Hom (A,G?) . Nous
allons construire inductivement une suite (f7) , ot £ ¢ Hom (F%,6™®) , Nous
posons =0 pour n ¢ O ., Puisque & est un monomorphisme et G° injectif,
on peut écrire u = fOE , avec un fOG Hom (FO,GS) e On a dzfoé = dgu =03
le noyau de d(s}fo contient donc l'image de £ , qui est le noyau de dF °
Supposons naintenant que n) 0 et qu'on ait déja construit un élément
T &€ Hom (Fn,Gn-s-s) tel que le noyau de dg"'sfn contienne celui de dg » Comme

s+l ot injectif, il y a un élément £ e Hom (Fn+1,Gn+s+1) tel que

dg+sfn = (~1) %*ig +1 n ; on a dg+s+1fn +1d§ = 0 puisque dg+s+1dg+s =03 le
n+1

n+s+1fn +1 contient donc 1l'image de dg s qui est le noyau de dF

noyau de dG

- puisque HMI(F) = 0, La suite (f°) ainsi construite est un élément de

HomS(F,G) s et on a fO& = u ; ceci montre que (ps est surjectif. Le théoréme

1 est donc établi,
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‘Supposons naintenant qu'il y ait un morphisme h d'un objet B de la caté-
gorie dans GO tel que (G, 7) soit une résolution de B o Nous allons alors
établir un isomorphisme de 10 (Hon (4,G)) sur Hon (4yB) » Comme p est un
nononorphisne, v——) v cst un isomorphisme ¢ de Hom (4,B) sur un sous—
groupe de Hom (A,G ) 3 corme l'image de wn est le noyau de dg s l'image de

Y cst le noyau de §° , c'est-a~dire le groupe H (Hom (A,G)) puisque

(_i?:0.0nadoncle

COROLLAIRE au théoréme 1.~ Soient A et B des objets de C, (Fye) ue
résolution exacte de A et (G, ) ume résolution injective de B . Il y a alors
un isomorphisme- © de ~I§,O(F,G) sur Hom (4,B) qui appligue-la classe d'homoto-
pie d'un élément £ = (£7) de Hom (F,G) sur 1'élément v do Hom (4,B) tel

que le diagramme

0

F
v l fo
Go

£
—_—
/N

tw&— =

soit commutat:j.f .

- Les_groupes Ext® (4,B) .

Nous supposerons a partir de maintenant que la catégorie @ posséde la
propriété suivante : tout objet de ( admet un nonomorphisme dans un objet
injectif, Dans ces conditions, tout objet A de G admet au moins wne résolu-

tion exacte et injective. Nous poserons
R(A) =Ep (R est une résolution exacte et injective de A) (7).

De plus, nous ferons les conventions de notations sulvantes ¢ si F est une
résolution d'un objet A , nous désignerons par & p 1'augnentation de la réso-
lution F et nous désiggerons par (Fn) nez le complexe qui intervj.en'b dans la
définition de F o 81 F et G sont des résolutions d'objets A et B , nous
désignerons par H 5(r,G) , Hom® (F,G) les groupes H ((FH, @) , Hom® ((F), (Gn)),
‘par Hom (4,G) 1e complexe Hom (4, (c* )) et par (PB 1'homomorphisme de H 5(7,0)
dans Hom (4,G) qui a été défini avant 1'énoncé du théoréme 1. Nous désignerons

par £, 1'augnentation de R(A) et par dﬁ ses opérateurs différentiels.

Si 4,B sont des objets de C et s m entier, nous poserons

( ) Le symbole € est le symbole de choix universel de Hilbert-Bernays :
Pour toute relation U 353 comportont une variable x , liobjet (U § ;)_
est tel que 1l'on ait le théoréme :
"U §y} équivout & "il existe x tel que U §x§ mow o,
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Nous désignerons par B ou 61 B 1'isomorphisme de Ext (A,B) sur

Honn (4,B) défini dans le corollaire au théoréne 1.

Si 111,112,1;3 sont des objets de C , 11 y 2 un accouplenent (ul,uz) —_

u,u, des groupes Ext (nl,h ) et Ext (Az,A ) & valeurs dans ExtP+Q(A1,A3) H

de plus, si cst un quatriéme objet et si u, ¢ Ext? (lil’l:‘xz) » Uy EExt (AZ,AB),

{14
u3€EXtr(I*3’A4) , Ona u3( ) = (u ug 2) °

L'application cp; est un isomorphisme de Ext®(4,B) sur 1°(Hom (4,R(B))).
Soit maintenant f wun nmorphisme de B dans un nouvel objet B! ; soit f 1'é-
lénent de Ext? (B,B?) tel que O(F) = f , ot soit (f°) un représentant de f
dans Hom® (R(B),R(B')) ; on a donc £0 &g = EB,f ; 1'application o -——> 7
est un homormorphisne de Hon (4,R*(B)) dans Hom (4, RY(B!')) , ot la suite de ces
applications est un norphisme du complexe Hom (A4,R(B)) dans le complexe
Hom (&,R(B')) ; ce morphisme définit un morpl}_:i.lsme f; de H°(Hom (4,R(B))) dans
E°(Hom (A,R(B'))) . On f'(tpg(u)): K{);,(@(f)u) pour tout ué&Ext® (4,B) .

Représentons en effet u par un element (v?) € Hon® (R(4),R(B)) ; S(u) est
P8

jo]

alors la classe de coho*xologle de u € 1ct son image par f* est la classe de

cohomologie de f u E . Par allleurs 8 (f)u est représenté par 1'élément

(™) de Hom®(R(4), R(B )) et LP B! (G(f)u) est par suite la classe de cohomo-
0.0 .

logie de fu EA , ce qui démontre notre assertion.

Pour un objet fixe L , si on fait correspondre & tout objet B de ¢ 1e
groupe Ext (A,B) et & tout morphisme f de B dans un objet B' 1'application
u -——>e (f)u de Ext (A,B) dans Ext®(%,B') , on obtient un foncteur covariant
sur (0 & valeurs dans la catégorie des groupes abéliens (en vertu des relations
d'associativité pour les accouplements) ; ce que nous venons de dire établit que
les L()g définissent un isomorphisme de ce foncteur sur le s-ifme dérivé du
foncteur Hom(A,*). On verrait de la méme maniére que, pour B fixe, il y a ur
foncteur contrevariant sur 0 4 valeurs dans la catégorie des groupes abéliens
qui associe & tout objct 4 le groupe Ext® (A,B) et & tout morphisme f ¢
A —>A' 1'homomorphisme u-s u® (f) do Ext®(.',B) dans Ext®(a,B) .

A toute résolution exacte F d'un objet 4 de la catégorie € on peut

[N

associer un élément jF de &O(F,R(A)) , & savoir 1'é1ément dont 1'image par
1'isonorphisme © du corollaire au théoréme 1 est le morphisme identique de A.
I1 est clair que, si v&Ext®(4,B) , o B est un objet de C , ona

‘?g(ij) = LPISB(V) . Soient maintenant G wune résolution exacte de B et u un



3-06
élément de H 5(F,G) ; il y alors un élément E(u) et un seul de Ext®(4,B) tel
que E(u)jF = Jgu » 4 savoir 1'élément défini par la condition que PS(E(u)) =
= Qg (j u) 3 on obtient ainsi un homomorphisne E de H (F,G) dans Ext (4,B) .
I1 résulte irmédiatenent de la définition que 1'on a E(u u ) = E(u )E(u ) si

1EEN(F1,F2),u2&£I“(;2,F3) » FsF, ot F3 étant des resolutlons exactes
d'objets de la catégorie.

3.~ L'interprétation de Yoneda.

Si 4,B sont des objets de ¢C , nous désignerons par és(B’A) (s étantun en-
tier >0) la classe dont les élémentssont les résolutions exactes S de B telles
que l'on ait s® =4 5 s =0 pour n>s . Soit S un élément de cette classe,

ot soit F une résolution de A dans C ; si on pose ¢t =" sl ngs

_ -8 . _ n_.n . s-1 s-1 n
= si n)s, EG_ ES’ dG-dS i n{s-1 , dG -éFd , dG=

=dIF1~S si n)/s , on obtient une résolution de B , que nous désignerons par SF ;

si F est exacte, il en est de méme de SF . Si A,A',B sont des objets de C ’
' 21é !
segS(B,A) et Tegt(A,A ) s ST est un é1ément. de N§S+t(B,A ) et on a

(ST)F! = S(TF') pour toute résolution F' de A' ,
Soit S un élément de S (B L) ; Jg est alors un é1ément de HO(S,R(B)) ;

' choisissons en un représentant (JS) alors JS est un cycle de Hom (4,R°(B))

puisque SS"'1 = 0, et sa classe de cohomologie ne dépend pas du choix du repré-

sentant (Jg) de Jq 3 car, si (jén) est un autre représentant de Jjgrilya
des morphisnes ¥ 5 S°>R"H(B) tels quellonait ji* = jg + dp b g,
s~1, 8

d'ou jés = jg + dB k~ . La classe de cohomologie de jS. est 1l'image par L()g

d'vn élément de Ext°(4,B) , que nous désignerons par e(S) . On peut obtenir un

représentant de e(S) de la maniére suivante : soit (ja un représentant de
SR(4)

n
JSR(A) 3 on peut alors supposer que JS = JSR(A) pour n (8 § si on pose e =

(-1)P855r® st ony0, &' =0 si n<0, (¢") appartient 3 Hom®(R(4),R(B))

JSR(4) ) .
0 S— s-1 S-1,8- _hslsl 855-1
et ona o7& ,dg " = JSR(A)dSR(A) =dp "dgp(s) = 9p g = Jgdg
8-1 est surjectlf) que l'on a Jg = eogA 3 on en-conclut que

, ce qui
montre (puisque dS
(") est un représentant de e(S) .

Soit maintenant T wun élément de S (A,A ) 5 A' détant un nouvel objet

e ©. Cho:.s:ussons des représentants (']TR(A')) de JTR( " et (jSR(A)) de
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¢ s-1 et

JSR(A) 3 11 est alors clair que, si 1l'on pose jn = ng(A) pour n ¢

"= ng(A)jggiﬂv) pour n)s , la suite (j") est un #eprésentant de la classe
JSTR( at) ¢ I1 en résulte immédiatement que 1l'on a
e(8T) = (-1)Ste(S)e(T) .

Soit maintenant f un morphisme de A dans un objet A' do la catégorie,

ot soit S' un lément de §_(B,A') . Formons le produit S'°71 x4 , ot aési-
s-1

le

1

gnons par 'ﬂ's, ) TTA ses projections sur ses deux facteurs ; soit S
noyau ‘du morphisne dg“,'l'lT g ~E M, de st w4 dems L' et soit dsg le

morphisme de Ss'-1 dans A induit par T L Ce morphisme est surjectif parce
que dg',‘l l'est, Si s )1 , nous poserons " =8 siong s-1,8 , s* =4 ’

' ES = €41 5 lo morphisme u de $2 - 5% gans 5% . 4 tel que
Ty, u= dg';z s Wyu=0 a son inage dans 551 ot aérinit par suite un mor-
phisme dg-z de 8% gans &1 ; nous poserons dg = drs", si n<s-2 , dIS1 =0
si n)s ; on vérifie alors éue (es, (8") = 8 est un élénent de v%s(B’A) 3 nous
désignerons cet élément par S'f. Si s = 1, nous poserons S® =0 si n#£ 0,1,
S1 = A § nous désignerons par 'E’S le fnorphis:ne de B dans SO induit par le

morphisme u de B dans S’O x A tel que T gyt = &S ’ T\‘Au =0, et nous
poserons dg =0 si n¢0 ou n)1; ici encore (¢ S,(Sn)) est un élément de
v§,1(B,A) que nous noterons S'f , Posons f° = f ; désignons par 7 1le morphigme
identique de S  dans S'™ si n # s-l,s ot par 51 1. morphisme de g5t
dens ' induit par W g1 3 (£") est alors un élément de Homo(S,S') et on

a °=r,% =8,

- D'une maniére générale, si SGES(B,A) , S'@ES(B',A') s et si w est un
morphisme du complexe S dans le complexe S*' , nous poserons M I ws €Hom(4,AY |
et nous désignerons par o5 le morphisme de B dans B' tel que rbo & =
= 88'_ W g 5 nous dirons que fp-p et |, sont les morphismes initial et ter-
minal du morphisme W . Nous identifierons dans ce qui suit les éléments de
Ex‘bO(A,B) avec les éléments de Hom (4,B). qui leur correspondent par 1‘%isomor-
phisme du corollaire au théoréme 1 ; on a alors

wBe(s) = e(S')_P«A .
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Soit en effet h 1'élément de HO(S,R(B')) dent 1'image par 1'isomorphisme
du corollaire au théoreme 1 esto Mg 5 11 est clair que h = P dq (’“B étant
considéré corme élément de Ext (B,B')). Si done (tg) est un représentant de
bop s ot (jg) un représentant de g » (tgjrsl) est un représentant de h . Par
ailleurs, jq, est aussi un représentant de h j si (i%,) est un représentant
s ; S , |
de Jgr s (jg, 'JJn) est un représentant de h . Corme les éléments (tgjg) et

s+l _ 0 , les cycles

(jg, }bn) de Homo(S,R(B')) sont homotopes et corme S
tgjg et jg, p.s = Jg, W, de Hom (4,R%(B')) sont dans la méme classe de coho-

mologie ; or la classe de cohomologie du premier est 1l'image de }bBe(S) par

L?g , alors que celle du second est 1l'image de e(S')‘A‘*,\ s ce qui démontre notre
formule, I1 en résulte que l'on a

e(8'f) = e(S')f

si s'eés(B,A') , f&Hom (hyh').

" si B ~est un objet quelconque de @ et s un entier ) 0, désignons par

S Lol .

S, 1'image de ag !5 posons sp=R'(B) s n{s, Sp=0 sl nys ; dési-
gnons par dg“]f le morphisme de gt (B) dans Sg défini par dg"i ; posons
dg = dg si n ¢s-1, dg =0 si n ) s ; posons enfin £S = E‘B ; on obtient

ainsi un élément SBG .,?,S(B'Sg) . Soit h un cocycle quelconque de Hom(A,Rs(B)) 3
come H°(R (B)) =0, h définit un morphisme h do A dans s; ; i1 est
clair que e(S]SBE) est 1'¢1lément de Ext°(4,B) dont 1'image par Leg est la
classe de cohomologie de h 3 on en conclut que tout élément de ExtS(A,B) peut

se mettre sous la forme e(S8) , avec un élément S convenable de m%s(B’A) .

Soient maintenant S un élément de EB(B,A) et g un morphisme de B dans
un objet B' , Formons le produit B' x S0 de B' et de s0 , et désignons par
‘R‘B, ot Trs. ses projections sur ses deux facteurs, Soit ) le morphisme de

B dans B' x S0 tel que 'T('B,)x =g , 'ﬂ's)\ = EB , ot soit 519 16 conoyau

de X . Soit J le morphisme de B' dans B' x SO tel que T\'B,J soit le
morphisme identique de B' et '\TSJ = 0 " ; désignant par @ le morphisme cano— - --

nique de B' x s sur S'O ’ nous poserons ES’ = W J ; ce morphisme de B'

dans S'o- est injectif comme il résulte tout de suite de ce que £ B est injemtif,
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Par ailleurs, dg TS est un morphisme de B' x So dans Sl dont le noyau
contient l'image de A ; il se net donc sous la forme dg, W , ou dg, est
un morphisme de S'O dans S1 . Cormec l'image de gs est le noyau de dg ’
on voit facilement que l'image de & gt est lo noyau de dg 1 » Par ailleurs,
1tinage de dg. est éviderment la néne que celle de dg ; c'est donc le noyau

de dé . Nous poserons S'" =8" si n#£0 , d's'j,‘ =0 , dg, = drsl' si

n#-1,0 5 (& S.,(S'n)) est alors un élément de V§IS(B',A) , que nous désigne-

rons par gS . Soit JS le norphisne de So dans B! x SO tel que 'TT'B,JS =0

et que T;‘SJS soit le morphisme identique de g0 3 posons go =WJg et , si
n #0, désignons par gn le morphisme identique de s? , Llors la suite (gn)
appartient & HcmO(S,S’), et on a gogs = Es,g.; il en résulte que l'on a

é(gS) = ge(S) .

Le foncteur Exts(A,B) est additif. Des propriétés des foncteurs additifs
résulte que si 4,B,4',B' € C on peut identifier Ext (A x A! s Bx B!') au
groupe | . . .
Ext®(4,B) x Ext®(k',B) x Ext®(i,B') x Ext®(4!,B')

Nous allons appliquer ceci dans le cas oi L = 4' , B = B' pour déterminer
1'é1ément e(S) + e(S') quand S et S' sont des éléments de éS(B'A)‘ Posons
" = t o 3dsi ! s 3 ] .

Sn Sn x Sn 3 désignons par T, et L les projections de Sn sur -ses deux

facteurs ; soit dg,, le morphisme de SM™ dans S"™*+1 aéfini par les conditions

Trr;+1dISl" = dgff(n , T{'r"l+1d§,, = dg,ﬂ'r'l j solent Ty et T ‘les projections de
B x B sur ses deux facteurs et soit € gy le morphisne de B x B dans sn?
défini par les conditions TVj gg,= & sTp » n"é‘ En= £ g 5 ealors

(S‘-S"’ (™)) est un élément S" de v§5(B x By L x A) que nous désignerons par
S x St Désignons aussi par T\'A ’ Tfi les projections de A x A sur ses deux

facteurs, par I, et J! (resps Jp et Jé) les deux injections canoniques de

A (resp. -B) dans A x A (resp. B x B) , considéré corme sorme directe de A

(resp. B) avec lui-méme., Posons SA =Jd, +J}, Wp= Mg+ Mg 5 cecd étant,

on a ' 4
e(8) + e(8') = o((w 4(Sx5")) SA) .

En effet, la copsidération du.morphisme (vn) de 8 x 8! dans S fournit
la relation ‘ﬂ"Be(S x S!) = o(S) T, » d'ob, puisque “—AJA. est 1l'identité,
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TrBe(S x S')JA = e(S) ; on voit de mlme que TTée(S x S')JA = ¢(S!), Par ailleurs,
on a TrBe(S x S')Jﬁ‘: o , R‘ée(s x S')J. = 0 ; on a done uJBe(S x St) Eg_z

i
= o(8) + e(8'), ce qui démontre notre formule.

On peut exprimer de la maniére suivante‘la condition pour que 1l'on ait
o(S) = s(S') , S ot S' Stant des Sléments de Sg(ByA) » Un morphisme d'wn
élément de ~§S(B,A) dans un autre objet de cette classe est appelé un quasi-
isomorphisme si ses morphismes initial et terminal sont tous deux des morphismes
identiques. Appelons voisins deux éléments 81982 de Aﬁs(Bﬁﬂ) si ou bien il
existe un quasi-isomorphisme de S1 dans 52 ou bien 1l existe un quasi-isomor-
phisme de S2 dans S1 3 appelons quasi-isomorphes deux éléments qui peuvent
8tre joints par une chaine d'éléments de \§S(B,A) dans laquelle chaque terme,
sauf le dernier, est voisin du suivant. I1 est clair que, si S et S' sont
quasi~ isomorphes, on a e(S) = e(S') . La réciproque est vraie. Supposons en
offet que o(S) = o(S') ; soit h un élément de Hom (4,R°(B)) qui soit un
représentant de la classe de cohomologie cgg(e(s)) 3 on voit alors facilement
en s'appuyant sur les constructions faites ci-dessus qu'il existe des quasi-
isomorphismes de S et de S!' dans le complexe SBh , ce quli montre que S et

S?' sont quasi-isomorphes,

La condition que nous venons d'obtenir pour que lion ait e(S) = e(S') peut
se formuler sans faire appel & l'existence d'éléments injectifs dans la catégorie;
il en est de nlme des régles que nous avons données pour composer les éléments
e(S) soit entre eux soit avec les morphismes des objets de la catégorie, et de la
définition que nous avons donnde de 1'addition des o(S) . M, YONEDA a montré que
1'on peut construire la théorie des groupes ExtS(A, B) dans une catégorie abé-
lienne qui contient des produits finis mais dans laquelle il n'est pas nécessaire—
ment vrai que tout objet puisse se plonger dans un injectif ; la seule différence

est que les ExtS(A, B) qu'il obtient ne sont pas nécesséirement des ensembles H

mais‘tpgpes les régles formelles continuent & s'appliquer.

4,~lecas s=1,

Les éléments de Extl(A,B) sont les suites exactes de la forme
0—B— SO———> Li—>0 ; si 5,S' sont deux éléments de ,§,1(B3A) s et sl
est un quasi-isomorphisme de S dans S' , rbo est un isomorphisme de S

sur 510 comme il résulte tout de suite du lemme des 5 . Donec, une condition

nécessaire et suffisante pour que deux suites exactes
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0-—%13—~980-—91x——a0
0-—B —f>S‘Q_¢IJ-—>O

définissent le méne élément de Exti(A, B) cst qu'il existe un isomorphisme de

SO sur S'O qui rende cormutatif le diagramme

O-—eIB——aSO——+1X~—9O

Lo,

O—~>B-—+S'-—elx——90

(ot les fléches verticales sous A et B sont les morphismes identiques de ces

objets).
L'é1énont neutre de Extl(A,.B) est représenté par la suite exacte
IB Ty
S.t 0—B—ALAx B—4-—0

0 L]
ou JB est 1'injection canonique de B dans 4 x B, considéré corme somme
directe de A et B, et TYA la projection de A x B sur 4 o Soit en effet

(jg) un représentant de Jjg  ; désignons par J, l'injection canonique de A

dans AL x B et posons k = JOJ 3 on a alors dok = 30 , ce qui nontre que
jé est bord d'un élément de Hom (A,R () , donc que e(S ) =0
5.~ La suite exacte des Ext.

Soit A un objet de . Du fait que le foncteur ExtS(A,#) est isomorphe

au s-idme Aérivé du foncteur Hom (h,*) , & toute suite exacte
B P2
0— Bl———>E2<——>B3-e>O
il correspond une suite exacte

0 — Ext (4, B,) —>Ext(4,,) — Bxt°(,B,) —>Ext’ (4,B,)
n n an .

' P B
veo—3 ExtP(4,B, ) —> Ext™ (4, B )——2—>Extn(A,B ) —>Ext™*(4,8,)
By 2

dans laquelle les homomorphismes (5? ’ ﬁ»g sont les transformés de @1 ’ ﬁz

par le foncteur Ext (4,%). On en conclut que
n n,y _
Pl(u) = (5111 (bz(v) - (52'V 4

Nous allons maintenant expliciter 1'hononorphisme >°
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Nous poserons Ei = ‘C“B ) d? = dg o Remontant aux définitions, il nous
i i
faut pour cela construire une résolution exacte ot injective R = ( & R ,(Rn)) de

B, qui posséde les propriétés suivantes : il y a des éléments (fn ) € Hom (R(B )sR)
0
et (g" )GHOm (R,R(BB)) tels que 1fon ait f &, = ER(’Jl y £ E 3@2 et

que, pour tout n , la suite

o-—aaP(Bl) fn; R®

g>f®9-eo

soit une suite exacte décomposée, Ceci falt, partant d'un élément wu €Ext® (L, 3) ’

on choisira un représentent + € Hom (4,R° (B )) dec la classe de cohonologie

({)B (u) ; on choisira un élément t' de Hon (4,R°) tel que g t' =t , d'ou
3

gs+1d;‘b' = 03 il y a donc un élénent t"€ Hom (A,RS+1(B1)) tel que l'on ait

*len - 'd;’o’ s ety comme £5*2 st m nonomorphisme, on a dg+1‘b" = 0 , L'élément

1
>° (u) est alors 1'élément de Ext® 1(1L,B ) dont l'image par LPS+1 est la
classe de cohomologie de t" . 1

£°

Pour construire une résolution R possédant les propriétés voulues, nous
procederons corme suit. Nous poserons R = §° (B ) x R (B3) 3 nous désignerons
par g la projection de R° sur R? (B ) 5 par et B les injections
canoniques de R° (Bl) et R (B3) dens E* . Il nous faut maintenant définir

1'opérateur différenticl dR de R et son augmentation, Nous choisirons un

représentant (§7) de jSR(BB) s o S est la suite exacte

0 —>B, —>B,—B,—>0 ,

6t nous poserons O " = (-1)"j o+l (n>0) 5 on a done (8™ e Homl(R(BB),R(Bl))

et (") est un représentant de o(S).

Nous définirons 1'fopérateur dg par les conditions
dﬁfn - fn-f-ldrll dﬁhn - hn~l»1 n f,n+16n ;

nous-définirons l'augmentation & g ber la formule

. _ 20,0 .0 i
£R”f? +hiEs Py s

on s'assure alors facilement que-toutes nos conditions sont satisfaites. Ceci étant,
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utilisons les mémes notations que plus haut. On peut prendre 1! = 1wt , dtol
d;t' = p®+1g5y - £5+1 est = —~fs+165t. ; on peut donc prendre t" = - 55 .

3
I1 en résulte immédiatement quc l'on o
(%) % () = ~(S)u .
Les opérateurs ‘93111 9 ’)Jg , O &tant définis par les formules
n n
(’)1(11) = pju ﬁg(v) = [bzv O (w) = —(S)w

on peut démontrer liexactitude de la suite des Ext sans faire appel & 1'exis-
tence d'objets injectifs dans la catégorie 3 nous nous contenterons de rapides
indications sur la méthode de démonstration. On montre d'abord que (, fy =
e(s) P, =0 , {b e(S) = 0 au noyen de la description cxplicite des éléments
des Ext (A,B) donnde au n® 4., On montre ensuite que, si e cst un élément de
Ext (A,B ) (resp. Ext (A,BZ) , Exs°(4, 3)) (s >0) el que ple =0 (resp.
(52 , e(S)e =0 ) , on pout mettre ¢ sous la forme e'e" , ol

e € Ext (A X) (X étant un objet convenable de (5 ) et ot e' cst un élément

de Exts“l(xoB ) (resp. Ext1(X,B.) ,) s Exts“l(x,B ) ) tel que P! =0

(resp. (52e° =0 , e(S)e! =0)., Lo dénonstration ost basée sur le lemme suivent:

considérons un diagrarme cormutatif

h
U, 2 \{I 0
12——-—> 53—
vy \yf2v2f3l
V1-->V2~——~ VB——-—B‘O

ol les deux dernieres lignes sont des suites exactes ; supposons qu'il existe

un morphisme k s A —,‘«Vz tel que th = vzk . .On peut alors construire un dia-

gramme commutatif

X t
3. X > T > i —— O
2, LB
U )U > 0
1 w
V V rV > 0

dans lequel la premiére ligne est unc suite exacte. [ Pour ce faire, on construit



3-14

le produit V. x U, x &, dont on désigne par Trv , TTﬁ » T, les projecticns;

on prend pour T 1l'intersection des noyaux des morphismes uQTTU - h?f[ et
kTTA + Vv

1Ty - L, o] Procédant par récurrence sur s , on sec raméne alors &

démontrer 1lfexactitude de la suite

0 —>Hon (4,B,) —>Hon (4,B,) —> Hon(4,B,) ———%Ebctl(A,Bl)

ce qui est facile au moyen de la description donnée au n° 4 des éléments de
Exct;? (4,B.)

Signalons enfin que, si on a une sulte exacte

S 3 0 — A1—~—a iy

0 -—-——.3»[13———-—)0

2

on a une suite exacte infinie

0—>Hom (A,,B) —> Hon (4y,B) —>Hon (4,8) —> ml(a,ys)
- n n

o « n
o on—> Bt (1, B) 2y Ext” (4,,B) N Exct” (4, B) 9, Exbn+1(A3,B)

dans laquelle les homomorphismes sont définis par

(o) =ux, 5 o3 =va, 3 (W) =we(Sy .




