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Séminaire C. CHEVALLEY 1-01
E.N.S., 1956/57

iy U o

DEFINITION DES VARIETES ALGEBRIQUES

(Exposé de P. CARTIER , le 5.11.56)

On a suivi de prés l'exposition de SERRE (Ann. of Math., 61 , 1955,
p. 197-278) en évitant seulement 1l'emploi des faisceaux, qu'on a remplacés par
les systémes locaux de fonctions , tout de méme plus naturels. On fera dans le
prochain exposé le lien avec la théorie des schémas de Chevalley-Nagata. Con-
formément & une tendance récente, on a mis l'accent sur la topologie de Zariski,
qui fournit un langage géométrique plus intuitif que le langage équivalent des
spécialisations.

1.~ Espaces topologiques noethériens.

On appellera espace noethérien un espace topologique E , en général non

séparé, dans lequel 1l'ensemble des ouverts vérifie la condition maximale ou

encore l'ensemble des fermés la condition minimale.

Un espace topologique E tel que, de tout recouvrement ouvert, on puisse

extraire un recouvrement fini, sera appelé quasi-compact. Un espace compact

est donc un espace quasi-compact séparé. Dans ces conditions, un espace noe®hé-

rien est un espace dans lequel tout ouvert est quasi-compact : en effet, soit

™

E un espace ncetherien , U un ouvert de E réunion des ouverts U, 5 el

V est un élément maximal de 1'ensemble des réunions finies d'ouverts u;
ona V UUi <V pour tout i , donc Ui.c V pour tout 1 et par suite

V = U ; inversement, soit E un espace topologique dans lequel tout ouvert est
quasi-compact, et soit (Un) une suite croissante d'ouverts de E ; comme la
réunion des Un est quasi-compacte, elle est réunion d'un nombre fini de ces
ouverts, donc égale & 1l'un d'eux, et la suite (Un) est stationnaire, ce qui
prouve que E est noethérien.

PROPOSITION 1.~ Soit E un espace topologique. Si E est noethérien, il en

est de méme de tout sous-espace F de E ; inversement, si E est rédunion

d'un nombre fini de sous-espaces noethériems,c'est un espace noethérien.

Supposons E noethérien , et soit (Vn) une suite croissante d'ouverts
de .F «Ona Vh =F (\Un avec Un ouvert dans E pour tout n ; conme E
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est noetherien , il existe un entier m tel que UDCZkEAH Uk pour n>mnm,
d'ou Vnc Vm pour n >m . La suite (Vn) est stationnaire et F est

noetherien.

Supposons E réunion des sous-espaces nosthériens E; (1 £1i gn),
et soit (Un) une suite croissante d'ouverts de E ; puisque E; est noe-
thérien pour chaque 1 , il y a un entier ki tel que Un}ﬁ Ei soit indépen-

= =
dant de n pour n >k, . Comme U = v (Un(\Ei) ,ona U =T pour
m, n 3 sups ki , et E est nosthérien. -

On dira qu'un espace topologique E est irréductible s'il est non vide

et s'il n'est pas réunion de deux sous-espaces fermés distincts de lui-méme.
Ceci signifie que 1l'intersection de deux et par suite d'un nombre fini d'ouverts
non vides est non vide, ou encore que tout ouvert non vide est partout dense.

I1 est clair que tout sous-—espace ouvert non vide d'un espace irréductible est
irréductible,

PROPOSITION 2.~ Soit E un espace topologique.

a) Pour qu'un sous-espace F de E soit irréductible, il faut ot il suffit

que son adhérence F 1le soit.

b) Si E est réunion d'une famille d'ouverts non vides E, , pour que E

soit irréductible, il faut et il suffit que Ei soit irréductible pour tout i

et que E, N Ej £ @ pour tout couple (i , j).

¢) 8i E est irréductible et si f est une application continue définie
dans E, f(E) est irréductible.

L'assertion (a) résulte de ce qu'un sous-espace F de E est irréducti-
ble si et seulement si l'intersection de deux ouverts de E qui rencontrent F
rencontre aussi F , et de ce que les ouverts rencontrant F sont les ouverts
rencontrant F .

La condition est nécessaire dans (b) ; inversement supposons-la satisfaite
et solent U et V deux ouverts non vides de E . Comme E est réunion des
E; »ona UNE, P et V (\E:j A% pour i et j convenables ; comme
E, et Ej gsont irréductibles et que E:.L NE j est un ouvert non vide de Ei

1

et de Ej s 11 rencontre U et V , et donc UNV , puisqu'il est irréducti-

ble comme ouvert de 1l'espace irréductible E, . On a donc prouvé que UNV £ ¢
et E est irréductible.
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Enfin, supposons E irréductible, et soit f une application continue
définie dans E ; si U et V sont des ouverts non vides de f(E) , les ou-
verts f—l(U) et f"l(V) de E sont non vides donc f—l(U) f\f'l(v) £ 4
et par suite UAV £ ¢ , ce qui prouve que f(E) est irrdductible.

PROPOSITION 3.- Soit E un espace topologique. Les parties irréductibles maxi-
males de E sont fermdes ot leur réunion est E . Toute partie irréductible

est contenue dans une partie irréductible maximale ; si de plus E est noe-

thérien, les parties irréductibles meximales de E sont en nombre fini et pour

tout sous-espace F de E , les parties irréductibles maximales de F sont

les adhérences des parties irréductibles maximales de F .

Soit {Fis une famille totalement ordonnde de parties irréductibles de E
et F leur réunion ; si deux ouverts U et V rencontrent F , ils rencon-~
trent 1%un des Fi-, ¢t comme Fi est irréductible, UlW\T. rencontre Fi donc
aussi F : l'ensemblec F cst irréductible. I1 résulte alors du théoréme de
Zorn que toute partie irréductible est contenue dans unc partie irréductible
maximale. La premiére asscrtion de la proposition résulte de ce que 1'adhérence
d'une partie irréductible est irréductible, et ce que tout point de E é&tant
une partie irréductible est contenu dans une partie irréductible maximale d%a-—
prés ce qui préeede.

Supposons E moethérien , et soit 4 1l'ensemble des parties de E qui
sont réunion d'un nombre fini de parties fermées irréductilles ; si 1'on avait
E ¢n£ ; on pourrait trouver unc partie fermée G de E , minimale parmi les
parties fermées de E qui n'appartiennent pas & A . Comme A contient g et
les parties fermées irréductibles, G n'est ni vide ni irréductible donc
G = G1 L1G2 , Gi = G étant fermde pour i =1, 2 ; de 1a on tire Gy &4

par le caractére .minimal de G ; mais on a alors G = G, U G,€ A , d'oh con-

2

tradiction. On peut donc écrire E = EltJ v VE les nEs étant irréducti-

bles formées ; si F est irréductible, corme ona F = AJl (7 F\Ei) s 11 est
1= .

contenu dans l'un des E; et par suite lul est égal s'il est irréductible ma-

ximal. Les parties irréductibles maximalcs sont donc certaines des parties Ei

et sont en nombre fini.

Enfin, si F est un sous-cspace de E et si F, (1 £1i g<n) sont les
parties irréductibles maximales do F, ona F=F, U... UF et F, :fFj
pour i # j ; on en ddduit F = Fl U oeee L)ﬁn . On voit comme plus haut que
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toute partie irréductible maximale de F est lune des l;i ; mais comme
Ei ¢ f‘j pour i # j et que toute partie irréductible de F est contenue dans
une partie irréductible maximale de F , il en résulte que les parties Fi

sont les parties irréductibles maximales de F.

Les parties irréductibles maximales de E se nomment cn général les com-

posantes irréductibles de E .

2.~ Systdmes locaux de fonctions.

DEFINITION 1.- Soit A un ensemble auxillaire. Un sy_sr_témgulocal de fonctions

sur 1'espace topologique E A valeurs dans A ost une fonction F qui &

tout ouvert U de E associe un ensemble _E(U) d'applications de U dans 4

satisfaisant aux conditions suivantes :

(SL 1) Si U ot V sont des ouverts tels que V ¢U , pour tout f e r(u) ,
la restriction f£{V de f & V apparticnt & (V) .

(SL 2) Si 1'ouvert U ost réunion des ouverts U, , toute application f

A

de U dans 4 telle que fiUiEE(Ui) pour tout i , appartient & F(U) .

Un homomorphisme du systéme local F sur 1l'espace E dans le systéme

local F' sur 1l'espace E' eost une application continue q) de E dans B!

telle que pour tout ouvert U' de B' et tout f'¢ F'(U') , on ait
f'oqeg(Q‘HUW).

I1 est clair que le composé de deux homomorphismes est un homomorphisme,

que 1l'application identique de 1'cspace E est un homomorphisme de F dans F
pour tout systeme local F 5 de plus pour qu'une bijection \{) soit un isomor-
phisme, il faut et i1 suffit que ¢ et~ LP_l soient des homomorphismes.

On va donner deux procédés dec définition de systemes locaux ; soient F
un systéme local sur l'espace topologique E et T wun sous-espace de E ; pour
tout ouvert U de T , on notera _q(U) 1'ensemble des fonctions £ de U
dans A qui vérifient la condition suivante :

Pour tout x €U, il existe un voisinage U_ de x dans E et fxé_P_"(UX)

tels que f et fx coincident sur T(\UX .

- I1 est immédiat que 1l'application U.—» E(U) est un systéme local sur T,
appelé restriction de F & T et noté F|T . L'application identique i de
T dans E est un homomorphisme ot si F' est un systéme local sur 1'espace E'
les homomorphismes de F' dans FIT sont les applications c? de E' dans T
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telles que 1 o t? soit un homomorphisme de F' dans F . De 14, on déduit
(ef. Bourbaki, Bns. IV , paragraphe 2) que si T, ost un sous-cspace de T,
ona (FIT) ! T, = F!Tl .

Le deuxiéme procédé cst fourni par la proposition suivante :

PROPOSITION 4.- Soient F un systéme local sur E et F' un systéme local
sur E' , tous deux & valeurs dans A . Si pour tout ouvert U de E M(U)

est 1'ensemble des homomorphismes de F|U dans F' , l'application U—s M(U)

est un systéme local M de fonctions sur E & valeurs dans E' .

Soient U un ouvert de E , £ un homomorphisme de F|U dans F' et
VCU un ouvert ; comme 1l'application identique iU,V de V dans U est un
homomorphisme de F|V dans F|U , l'application f|V =f o iU,V de V
dans E est un homomorphisme de F|V dans Fo (SL 1) est donc vérifié par
M.

Soient maintenant U un ouvert de E réunion des Ui et f wune appli-
cation de U dans E' telle que f\Ui soit un homomorphisme fi de F \Ui

dans F' pour tout i ; soient U' un ouvert de E' et h ¢F'(U') .
On a f”l(U') Ny, = fi“l(U') et (ho f)iUi =h 4 fieg(f‘l(u')nui) ,

ce qui prouve que f_l(U') = \jd_’ fgl(UJ.'_) est ouvert ot que h o feE(f_l(U')ﬂU)
d'aprés l'axiome (SL 2) pour F ;autrement dit f ost continu, et est un ho-
momorphisme de F dans F' ; (SL 2) est donc vérifié par M . On notera

Hom(E , F') 1c sy elome local défini dans la proposition 4,

Nous allons maintenant montrer comment on peut "recoller" des systémes

locaux

PROPOSITION 5.~ Soient E et A deux ensemblos et (E); .

de E . On suppose donnés pour tout i &I un systéme local _13‘_1 sur 1'espace

un recouvrement

X; et une bijection f, de X; sur E, de sorte que pour tout couple 1, 3

g . . ,
a) £ (Ei e Ej) = Aij soit ouvert dans X; ;

] . . "'1 . - . Y » .
b) 1'application fj o (fi{X.lj) = f;. 8oit un isomorphisme de F,|X

J ij

sur F.(X.. .
—_— '--.]l Ji

Il existe alors un systeémc local F sur E ct un seul tel que pour tout

iel E:.L soit ouvert dans E et que fi soit un isomorphisme de Ei sur

_]_?_IEi . Dans ces conditions, si F' cst un systeme local sur 1'espace E',




1-06

pour qu'une application f de E dans E' (resp. de E' dans E) soit un

homomorphisme de F dans F' (resp. de F' dans F ) , il faut et il suffit

que pour tout ie&l , l'application f o f de X dans E
(resp. f‘i'l o (f£1£° ( E; )) de "1(E ) dans X. ) soit un homomorphisme de
F, dens F' (resp. de F £ (E ) dans F ).

Démontrons d'abord la derniere assertion et notons qu'appliquée & 1l'appli-
cation identique de E , elle démontre 1l'unicité de F . La condition énoncée
est nécessaire, puisque le composé de deux homomorphismes est un homomorphisme ;
si elle est remplie, pour tout iel , 1'appllcata.on fofyolfy e f(E de
E, dans E' (resp. £y o f;l o (F1£7 (E }) = £if7 (E) de f‘l(F‘) dans T )
est un homomorphisme de FI\E;, dans F' (resp. de F' if (E ) dans F) ot
la proposition 4 montre que f est un homomorphisme puisque les Ei (resy.

les f—l(Ei) ) recouvrent E (resp. EB' ) .
Pour démontrer l'existence, nous utiliserons le lemme suivant :

LEMME 1.~ Soient E un espace topologique et U une base d'ouverts de E .

On suppose donné pour tout UeU , un ensemble EO(U) d'application de U

dans 1'ensemble auxiliaire 4 , de sorte que lcs axiomes (SL 1) et (SL 2)

soient vérifides pour les ouverts de la base U . Il existe alors un systeme
local F sur E ct un secul tel que F(U) :_F_O(U) pour UeU .

Soit, pour un ouvert U de E, F(U) 1'ensemble des applications f de
U dans 4 telles que ftvego(v) pour tout VeU contenu dans U . Si UeU,
il est clair que F(U) =_F_O(U) 3 de plus si U'CU et si feF(U), il est
clair que f|U'€F(U') . Soit alors (Uy) une famille d'ouverts, U leur rdu-
nion, f une application de U dans A ; supposons que l'on ait fQUD( e_F(Uq)
pour tout & et soit V&U contenu dans U . Si Uy est l'ensemble des ou-
verts appartenant & U contenus dans VOUy , ona f\We._.E'O(W) pour We Uy
puisque f£|Uy €F(Uy) 5 come V est réunion de la famille 1) Uy CV d'ou-
verts, l'axiome (SL 2) pour F, montre que f|V é_F_‘O(V) . Comme ceci a lic:
pour tout Ve&U contenu dans U, ona fgF(U) et F vérifie 1'axiome (5L 2).

Revenons & la démonstration de la proposition 5 ; transportant par f. a
Ei la topologie de Xi et lc systéme local _F_‘i , On s8¢ raméne au cas ou -
Ei = Xi s fi étant 1'identité. La condition (a) signifie que EiﬁEj es
ouvert dans E, , et donc dans Ej et la condition (b) que _F_‘_i\EiﬁEj =
= F.IE,NE, . Soit alors U 1l'ensemble des partics de E qui sont ouvertcs

J i ]
dans 1'un des Ei . La condition (a) montre alors que U est une base d’civerts
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d'une topologie ‘Ii sur E pour laquelle les Ei sont ouverts et qui induit
la topologie donnéec sur chaque E1 . La condition (b) montre que si U el ,
1'ensemble _Ei(U) ne dépend pas de l'indice i tel que U €E,  on notera
EO(U) cet ensemble. On peut alors appliquer le lemme 1 car la vérification des
axiomes (SL 1) ot (SL 2) ne fait intervenir que des ouverts contenus dans un

méme Ei et F. vérifie ces axiomes. C.Q.F.Dn,

3.- Résultats préliminaires d'algébre.

Rappelons lc résultat classique de Hilbert sur les anneaux de polynomes

(tous les anneaux sont commutatifs avec unité).

THEOREME 1.~ Soient 4 un anneal, a un idéal de A et K un corps algébri-

quement clos.

a)‘§i x&hA , pour que X appartienne & tout idéal premier p contenant

a , il faubt et il suffit qu'il existe un entier n >0 tel que xne;E .

b) Supposons A intégre, et soient A4A' un sous-anneau de A et x un

élément # O de A . . - Supposons que la structure d'algdbre sur A' de A

admette un ensemble fini de générateurs. I1 existe alors un élément x' non

venaanios

nul de A' tel que tout homomorphisme de A' dans K qui n'annule pas x!

se prolonge cn un homomorphisme de A dans K qui n'annule pas x .

Pour lcs démonstrations des assertions (a) et (b), nous renvoyons au
Séminaire CARTAN, 8, 1955/56, exp. 2 , prop: 5 , p. 6 , et exp. 3 , lemme p. 1.

COROLLAIRE.— Soient 4 une algébre sur le corps k ongendrée par un nombre

fini d'éléments et K unc extension algébriquement close de k . Soit a un

idéal de A ; pour que tout homomorphisme f de A dens K qui est nul sur

a annule un élément x el , il faub et il suffit que a contienne unc puis-

sance de X .

Supposons que a nc contienne aucunc puissance de x et soit p un idéal
premier tel que p>a et xsi;_l_n_ (th. 1,(a)) . La classe x de x dans l'al-
gébre intégre A[E n'est pas nulle et le (b) du théoréme 1 montre qu'il exis-—
te un homomorphisme f de 4/p dans K tel que f(x) #0 , d'ol un homomor—
phisme f de A dans K tel que f(x) # 0.

Nous rappellerons la définition des anncaux de fractions dans le cas gé-
néral : soient A un anneau cormmutatif, S unc partie de A . On note

A[S_l ] le quotient de 1'algébre de polynome A[XS] par 1'idéal r engen-

s€S
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dré par les éléments sX, -1 pour s &S . Soit "C'S 1'homomorphisme canoni-
que de A dans A[S—lj ; la classe de X  mod r est 1'inverse de &s(s)
dans A[S—l:] et les homomorphismes f de a[s1] dans un anneau B corres-
pondent biunivoquement par la formule f' =f , "C“S aux homomorphismes f'

de 4 dans B tels que f(S) sec compose d'éléments inversibles de B .

De ce qui précéde, on déduit que si S<S' , il existe un homomorphisme

E‘S,S' et un scul de A[S—lj dans A[S'—lj tel que 6S,S' ° ES = ES'
et 1'on a ES',S" o £S,S' = &S,S" pour SCS'CS8" ; si S' est 1'ensem-
ble des produits do suites finics d'éléments de S ot si S" se compose des
gléments x €A tels qu'il cxiste yec A avee xyGS' , ceci montre aussi que
ES,S' et €& v, g sont des isomorphisnies. De plus, si S est réunion de ]1_a
famille filtrante croissante Sy , A[S "] est limite inductive des AlSa " ]
par rapport aux homomorphismes £, g - Enfin, on notera que Al (s uS')_l:I
est isomorphe canoniquement & A[S-] ES'—l:] et A[x—l , y—lj 3 A[(xy)_l:] .
LEMME 2.~ Supposons que le produit de deux éléments de S soit dans S .
Tout é1ément de A[S—lj est alors de la forme a/s = &S(a) ES(S)"l {a ed,se8)
et les opérations de A[S ] se traduisent par les formules :

(1) a/s +a'/s' = (as' + a's)/ss'

(2) a/s . a'/s' = aa'/ss'

(3) a/s = a'/s' équivaut 3 1'existence de s"eS tel que s"(as'-a's)=0

Les formules (1) et (2) se démontrent par un calcul facile ; les éléments
de la forme a/s engendrent dans tous les cas 1l'anneau A[ S_lj , mais si lc
produit de deux éléments de S est dans S , ils forment un anneau d'aprés les
formules (1) et (2) , d'ou la premiérc assertion. Nous allons démontrer que
lorsque S est quelconque (i.ec. mdme lorsque S n'est pas stable par multi-
plication), la condition ES(a) = 0, qui signifie que a.l appartient &
1'idéal de A[ijses

tence de siES (l1<ign) tels que S, «ee 8 .8 = 0 . On se raméne immé-

engendré par les éléments 1 - SXs , équivaut 3 1'exis~

diatement au cas-oll 1'ensemble S est fini et posséde m éléments, puis par
récurrence sur m en tenant compte de la formule A[x—11 s eee s x_l] =
=A[x1»l y eee s x;il][x;ll] aucas o m=1 et S= {s% .51 asP=0 ,
on a és(a) Es(s)p =0 d'od Es(a) = 0 puis que i‘;S(s) ost inversible 3
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inversement si cS(a) = O , ilya PX)ecAlX] tel que a.l = (1 - sX)P(X) ,

d'ot P(X) = a(1l - SX) =5 as™™ dans A[[X]] et par suite as =0
nyo
pour n assez grand puisque P est un polynome. L'assertion (3) se déduit

immédiatement de 14 ot de la formule (1) en se rappelant que és(s) est in-
versible pour s &S .

REMARQUE.- Le lemme 2 fournit un nouveau procédé de définition des anneaux
A[S "] ; il montre aussi que lorsque A est un anneau integre et lorsque
S=4 - fO’» R A[S_lj est le corps des fractions F de A ot que pour tout

SCA , 1l'anneau A[S“1] peut s'identifier & un sous-anncau de F .

On rappelle aussi que lorsque S =A -p, p étant un idéal premier, on

éerit AE au lieu de A[S'"l] et que Ap s'appelle l'anneau local de 1'idéal

premier p .

4.~ Spectre des algébres de type fini.

On se donne, une fois pour toutes, un corps k et une extension algébri-
quement close K de k . Une algébre de type fini est une algébre sur- k cn-
gendrée par un nombre fini d'éléments, les homomorphismes d'algébres sont des
k-~homomorphismes. ‘

)]

L'ensemble CA des homomorphismes de 1'algébre de type fini A dans K
se nomme le spectre de A ., Pour tout homomorphisme f : B-_—>A , B étant
une algebre de type fini, on note f 1'application h —3h o £ de D— dans
QB ; on a (" ?) =fF 5 f pour f's: C__3B, Soit xeh ; si &est
1'homomorphisme canonique de A dans A[x*lj , £ est une bijection du spec-
tre de A[x_l:] sur le sous-cnsemble V(x) de Q‘A formé des h tels que

h(x) # 0 on identifiera ces dcux ensembles par € . On a alors :
(4) V) =g v =Ly Viy) = V) AV()
donc si 1'on pose V(H) = xLe)H V(x) pour H¢A , les cnsembles V(H) sont les

ensembles ouverts d'une topologie sur QA , dite topologie de Zariski. Pour

tout homomorphisme f : B4 , ona
(5) Fova) = vie®)) pour H CB
cerqui prouve que f est continue pour lcs topclogies de Zarigki de % et QB

Pour x €A , on notera x la fonction h—s h(x) de Q dans K . On

a alorspour £ ¢ B_3A et yeB 1aformule:§rof::fy .
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L'application x 3% est un homomorphisme de A sur une k-algébre A de
fonctions de QA 4 valeurs dans K ; le corollaire du théoréme 1 montre que
le noyau de cet homomorphisme est 1'ensemble des éléments nilpotcents de A .

De plus, on notera que V(x) est 1'cnsemble des points de f&x ol ne s'annule
pas X, et par conséquent la topologie de Zariski ne dépend que de 1l'algdbre

i ; de méme, si 1'on identifie V(x) au spectre de B = A[x‘lj , 1l'algdbre B
de fonctions sur V(x) est engendrée par les restrictions des fonctions de K
et par 1l'inverse de la restriction & V(x) de la fonction % qui ne s'annule
pas sur V(x)

PROPOSITION 6.- Soit U un ouvert de QA ; 51 U est de la forme V(x)
pour x&h , 1l'algébre o(U) de fonctions sur U définie par 1'algdbre Alx™ ]

‘ne dépend pas de 1'élément x ch tol que U = V(x) . De plus, il existe sur

:¥A un systeme local de fonctions & valeours dans K ot un seul, soit g; 5
tel que ‘EA(U) = o(U) pour U dc la forme V(x) .

Soit (x;) unc famille d'éléments de 4 ot xeh ; pour que V(x) soit
contenu dans la réunion des V(xi) , i1 faut et il suffit que tout homomorphis-
me h de 4 dans X tel que h(xi) =0 pour tout i , on ait h(x) =0 .

Si a est 1'idéal de A engendré par les x; » le corollaire du théoreme 1
montre que ceci équivaut & dire que a contient une puissance de x . Ceci
montre en particulier que V(x) eost contenu dans la réunion d'un nombre fini
d‘ouverts V(xi) . Par exemple si V(x)CV(y) , il existe achA tel que

£ = ay (n entier >0) , ce qui implique que § est non nulle sur V(x) et
que son inverse est dans 1'algébre dc fonctions sur V(x) définie par A[x_lj.
Autrement Ait, les restrictions & V(x) des fonctions appartenant 2 Kt&:Tj*
sont dans EE;FETT ce qui prouve & la fois la premiére asscrtion de la propo-
sition 6 et l'axiome (SL 1) des systémes locaux. Vérifions maintenant 1'axiome
(SL 2) : soit V(x) = g V(xi) et h une fonction sur V(x) dont la restric-
tion a .V(xi) est définie par un élément de A[x;1] pour tout 1 . I1 existe

~

donc des entiers n, > 0 et des éléments aiQIL tels que fi?i = &, sur

i
. . - n: T4l
V(xi) et donc fxil = aiii sur E)A puisque %, est nulle en dehors de
~— — - _ 1
V(xi) . Posons b, = a,x; et m =n, +1; comme V(x ) V(x ) , le début

de la démonstration démontre 1l'existence d'un n >0 et de cic;A tel que
n mi n mi ~

- P A — Ao :““_‘_b . . s .
X > cyx;” , d'ob f& = > £e,%, > bie,  sur V(x) , ce qui signi

fie que f apparticnt & 1'slgdbre Alx -] : 1'axiome (SL 2) est done vérifid.
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On vérifie immédiatement que si f est un homomorphisme de B dans 4 ,

1'application continue £ de D’A dans £l est un homomorphisme du systéme

B
local EA dans _9_B . Inversement, supposons 4 sans é1ément nilpotent, de
sorte que l'application A __3.@ cst bijective ; sgi L? est un homomorphisme de
oA dans oB. , on peut donc définir un homomorphisme de B dans A par la

~

2 - |
formule f(y) =y o ¢ d'ou pour he.QA :

h(£(y)) = £(y) () = y(P(n)) = Plh) (y)
soit donc (P(h) =hof et LP = f ; dans ce cas lecs applications £ sont

donc tous les homomorphismes de _gA dans _gB .

Etudions maintenant 1'effet sur lec spcetre de diverses opérations & faire

sur les algébres :

1) Soit a un idéal de A et 17 1'homomorphisme canonique de A sur
L8

Afa ; 17 est alors une bijection du spectre de A/a sur 1'ensemble F(a)

complémentaire de 1'ouvert V(a) ; comme T est surjectif, la formule (5)

—

il est méme homéomorphisme si 1'on nunit F(a) do la topologie
induite par celle de $i, . De plus, la formule A[x’lj/g_A[x"ll =
= (A/a)[7T (}c)“l ] montre immédiatement que "V est un isomorphisme du systéme

local _QAE sur le systime local sur F(a) induit par _clA . On identifiera

montre que

~

le plus souvent F(E) au spectre de A/E par U ; on notera que tout fermé

de QA est de la forme F(_q) .

2) Soit x€4A ot & 1'homomorphisme canonique de A dans A[x'_l] . L'ap-
plication’ £ ost une bijection du spectre de A[x-lj sur 1l'ouvert V(x) de
QA . On vérifie immédiatement que c'ecst un isomorphisme du systéeme local

OA[x‘l]

o sur le systéme induit sur V(x) par _<_3_A . Dans ce cas, on identi-
fiera le spectre de A[x—lj 4 V(x) par l'isomorphisme € ,

3) Soient A et A' deux algdbres de type fini ; on pose h(a) = a & 1
et h'(a') = 1 & a' . L'application u,_;,(f’(u) , £'(u)) est alors une bijec—
tion du spectre de A4 % A' sur QA X QA' » mais ce n'est pas un homéomor-
phisme si QA et ) A ont plus d'un élément. On munira toujours dans la
suite &? A X OA' de la topologie obtenue par transport & partir de la topo-

logie de nA«A' , strictement plus fineque la topologie produit.

REMARQUE.- Le systéme local _QA sur QA ne dépend que de l'al’_‘_géire de fone-
tions A& sur QA , et non de A ; de méme, commec l'algébre (A % A') se
, x'e 0

compose des fonctions hix , x') = zc_; fi(X)gi(x') (x e i\‘A 4 s
1=
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ficgﬁ , gitzﬁﬂ ) , la topologic dc Zariski sur é?ﬂ X ZEA' ne dépend que des
algdbres A ot A' .

5,- Définition des cnsembles algébriqucs.

DEFINITION 2.- On appelle cnsemblc algébrique un ensemble E muni d'une topo-

logie et d'un systéme local .gE de fonctions & valeurs dans K vérifiant les

conditions suivantes :

(EA 1) I1 existe un recouvrement ouvert fini (Ui) de E , pour chaque

jel
i€I une algébre do type fini A; , un owvert V., de Q?A et un isomorphis-
A1

me t?i du systeme local _gE\Ui sur le systéme local o llVi .

(EA 2) Pour tout couple (i, j)eI x I , 1'cnsomble des (tfi(x) , qﬁ(x))

pour x€ U, x U, est fermé dans V. x V. .
— i J i 3

Une application régulidre de 1'cnsemble algébrique E dans 1'ensemble

algébrique F est un homomorphisme du systeme local _gE dans oF .

EXEMPLES.- 1) Si A est unc algdbre de type fini, 1'ensemble &) muni de la
topologie de Zariski et du systéme local 3# est un ensemble algé%rique ; le
premier axiome étant trivialement vérifié, le second résulte de ce que la dia-
gonale de Q?A X QQA , étant 1'cnsemble F(H) ol H se compose des éléments
a®l-1®a do AgLA , est fermde. Un ensemble algébrique isomorphe a un
ensemble du type précédent cst dit cnsemble algébrique affine. Sa structure est

entiérement déterminde par 1'algébre .gE(E) de fonctions sur E .

2) Supposons 1'algébre de type fini A graduée (les degrés étant >0
et les éldments de degré O étant les scalaires). Soit X 1'unique homomor-
phisme de A dans K nul sur les éléments de degrés >0 ; soit h G.Q?A
et A\ # 0 dans K : il existc un homomorphisme h, de A dans K bien déter-
miné par la condition hA(a) = 2™(a) pour a homogéne de degré n . On dé-
finit ainsi le groupe multiplicatif K* comme groupe d'opérateurs de Q?A H
soit X 1le quotient de E)A - ixO% par le groupe K* et W 1'application
canonique de fdA - %Xo% sur X . On définit un ouvert de X comme un en-
semble U tel que T-1(U) soit ouvert et on note 3?(U) 1'ensemble des fonc-
tions f de U dans K tellos f oW eff&(ﬁT—l(U)) . Si A cst engendrée
par ses éléments de degré 1 , on vérifie immédiatement que 1'on définit ainsi
une structurc d'ensemble algébrique sur X . Un ensemble algébrique isomorphe

4 un ensemble du type précédent est dit projectif.
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Soit E un ensemble algébrique. On appelle carte définie sur un ouvert U
de E un isomorphisme de _gEiU sur le systéeme local _Q_AtV A étant une al-

gébre de type fini et V un ouvert de D‘A . Un ouvert affine de E est un

ouvert U tel que lc systéme local oPlu  soit isomorphe & un systéme local

de la forme _QA , A étant une algébre de tyoe fini.,

La topologie définic sur E s'appelle la topologié de Zariski ou la

k-topologic.

PROPOSITION 7.- Tout ouvert de E est réunion d'un nombre fini d'ouverts affi-

nes et 1l'intersection de deux ouverts affines est un ouvert affine. L'espace

topologique E ost mnoethérien . De plus, si g et g?‘ gont deux cartes

définies respectivement sur les ouverts U et U' , 1'cnsemble des
(P&, \.?'(x)) pour x&€UNU' est formé dans (.?(U) x @' (u).

Supposons d'abord E = QA , & étant une algébre de type fini. Soit
F(H) (HC 4) un ensecmble formé de QA ; i1 est clair que si H engendre 1'i-
déal & , ona F(H) = F(a) , mais si a est engendré par les éléments
Xy s een s X (noter que A est un anneau noethérien) , on aura F(a) =

A 1(\1 F(x ) et par suite 1l'ouvert V(H) cst réunion des ouverts affines
V(x ) (1 i £ n) et on peut supposer que x; 6H . Do 13 résulte aussitdt

Q— est noethérien . Dans le cas géndral, 1l'existence d'un recouvrement
ouvert flni (Ui) de E ayant les propriétés (EA 1) et (EA 2) prouve que E
est noethérien  (prop. 1) ot que tout ouvert U de E est réunion d'un nom-

bre fini d'ouverts affincs puisqu'il en cst ainsi de chacun des ouverts

tPi(U no; )

Si (? et \?' sont deux cartes définies respectivement sur U et TU' ,
1l'axiome (FA 2) montre que 1'cnsemble des (LPi(x) y L?J. {x)) pour
x €U N ﬂUiﬁUj est formé dans q) (U (\Ui) X Q.(U'(\ U.) . Comme la restriction

de ¢, &?;1 (resp. Qo Q & UNU, (resp. U' (’\U ) est un homéomor-
phisme, 1l'ensemble des ( q)(x) , k? (x)) pour xcUnU'ﬁU (\UJ est fermé
dans (U (\Ui)x &Q'(U'HUJ.) . La dernidre asscrtion de la prop. 7 résulte

de 13 immédiatement.

Si enfin U et U' sont des ouverts affines, on peut supposer q)(U) =
QA et ¢ (') = A' s soit [\ 1'cnsemble fermé de ‘QA X QA' formé des
(P&, Ue (x)) pour x€UNU' . La restriction de P & UNU' est composée
de l'application Y: x. (@ (x), q/(x)) de UNT' sur D et de 1a projection
Q x £1 )y Sur 'QA . Comme LP\U NU' est un isomorphisme, il en est dec méme
de \l/ et UﬂU' est isomorphe au sous-ensemble algébrique affine A de
91 X —QA. o L'ouvert UNU' est donc affine. C.Q.F.D,



