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Séminaire C. CHRWVALLEY 2=01
n s /
E.N.S8.,  1956/57 Exposé n° 2

. . °
-l o S

SCHFMAS DES VARIETES ALGEBRIQUES

(Expose de P. CARTIER , le 12.11.56)

ERRATA & 1'expose 1 :

page 1-11, ligne 9 du bas : lire : ... on pose f(a) =a Bl et
f'(a') = 1% a’

page 1-12, ligne 11 du haut : lire : pour X = Ui a Uj est fermé dans

ViIW Vj muni de la topologie induite par la topologie de ilA X ?A .
5 .
page 1-12, ligne 14 du bas : ajouter : Pour que l'ensemble algébrique
affine E soit irréductible, il faut et il suffit que 1l'algebre A = QFCE)

Soit un anneau intégre : en effet, comme tout ouvert non vide de E contient

un ouvert de la forme V(f) : ensemble des x #E ol f(x) #0 pour f< A
non nul convenable, l'irreductibilité de E signifie que si £ et g soni
des éléments non nuls de A , l'ouvert V(fg) = V(f) N V(g) est non vide, ce
qui signifie que fg # O . Un ensemble fermé irréductible est donc 1l'ensemble
des points ol s'annulent les éléments d'un idéal premier. Les composantes

irréductibles de E correspondent aux idéaux premiers minimaux de A .

1.~ Sous-ensenbles algébriques.

Pour simplifier le langage, on dira qu'un sous-ensemble d'un espace

topologique est loc@lement fermé s'il est intersection d'un ouvert et d'un

fermé, ou, ce qui revient au méme, s'il est ouvert dans son adhérence.

PROPOSITION 1.- Soient E wun ensemble algébrigue et T un sous-ensemble

de E j pour que T muni de la topologie induite par celle de E et du

systéme local o IT = 3? soit un ensemble algébrique, il faut et il suffit

qu'il soit localement fermé, ou encore gue pour tout x £ T, il existe un

voisinage U de x dans E et fi:%.EF(U) (1 <1 im) telles que TNTU

soit l'ensemble des points de U ou s'annulent les fonctions fi .

I

Solt (Ui) un recouvrement ouvert de E ayant les propriétés énoncées
dans les axiomes (FA1) et (EAZ).
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Si U est un ouwvert de E , on a oElU OU = o‘U)?(U nU) et

UATU; estouvert dans U ; comme Y, (U '=Ui) est ouvert dans N, , 1e
i

i1 de U vérifie 1'axiome (EAl).
La verification de l'axiome (hAZ) est immédiate, et ceci prouve que le sys—

recouvrement ouvert fini (U N U, )

téme local .'JE!U definit une structure d'ensemble algébrique sur U .

Soit maintenant F wun fermé de E ; on a o | (F n Ui) = (oElF) HF N Ui)
3 ;= ‘~§-‘i(F N Ui) est fermé dans
w - ,,“ g 2o ' » J-.
Vi s dome F, =V, F, ('FTi désignant 1'adhérence de F, dans 1 A ) et
F, est un ouvert de F, ; mais on sait que F, peut étre identifié au

et Fn Ui est ouvert dans ¥ ; de plus F

spectre d'une algeébre de type fini B, et que gBi = Q_Ail F"i ; ceci prouve

que la restriction de 4, & FN U, estun isomorphisme de r_)EI (F 0 Ui)

sur _@_Bi\ F, = anil F, . Autrement dit, le recouvrement ouvert fini

(F n Ui)ic’:I de F vérifie liaxiome (BAl) . La verification de l'axiome

(EA2) repose sur le fait que la topologie de QB. x “'B. étant définie par

e L J i X

les fonctions de (Bi B Bj) est induite par la topologie de  f) b x '“”A, .
Tnfin supposons que T =F 1 U, avee F fermé et U ouvert dans EJ.

Comme F NU est fermé dans U et que Q_ElT = (QjEiU))(F nU) , ce qui pré-

céde montre que le systéme local Q_EtT définit une structure d'ensemble

algéborique sur T .

Réciproquement, supposons que le sous-ensemble T de E soit tel que
le systéme local _9-_EIT définisse une structure d'ensemble algébrique sur T .
Soit T 1l'adhérence de T dans E ; il suffira de prouver que T est ouvert
dans T, car il sera alors de la forme U /i T avec U ouvert dans E .
Mais T est un ensemble algebrlque si on le munit du systeme local o IT
et 1'ona o lT = ( !T)! T ;5 on est donc ramené & prouver que si T est dense
dans E , il est ouvert dans E. '

Supposons donc T dense dans E et soient Tj les composantes irréduc-
tibles de T , donc "'I"j les composantesEirréductibé.es de E . Comme Tj
est fermé dans T , le systéme local (o !T)l'I‘j =0 iTj définit une structure
d'ensemble algebrlque sur T ; mais, Tj étant fermé dans E , le systéme

local o !T y définit une structure d'ensemble algébrique. Comme

) tTj = (o [Tj)! Tj , on est ramené & prouver que si T est dense dans E

irréductible, alors T est ouvert dens E , car alors TJ TN T sera
ouvert dans Tj et T= 35 Tj sera ouvert dans E = ‘;Tg .
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On peut donc supposer E irréductible et T dense dans E , Soit (Vk)
un recouvrement fini de ¥ par des ouverts affines ; comme (Vle T) est un
recouvrement ouvert de T , et cowme le systéme local (o !Vk){(T N Vk) =
_Q_El (Tn Vk) = (_c_)_Ei T (T +» Vk) y définit une structure d‘ensemble algébrique
il suffira de prouver que T N Vk est ouvert dans Vk pour prouver que T
est ouvert dans E . Autrement dit, on peut supposer E affine., Enfin comme
T est réunion d'ouverts affines wm de T, et que le systéme local
QF’Wm = QéF]T)JWﬁ définit une structure d'ensemble algébrique sur W, on
peut supposer T affine,

Supposons donc que E et T soient des ensembles algébriques affines,
que I soit irréductible et T dense dans E , Soit f 622?(T)' D'apres la
définition du systéme local EF!T , pour tout x €T , il existe un voisinage
U, de x dans E et une fonction £ o (U) telle que £ et £
coincident sur U 0T ; mais E étant irréductible, pour tous x , y& T,
l'ensemble T f?UX n Uy est dense dans UX f\Uy , donc les fonctions conti-
nues fx et fy coincidegt dans Ux N Uy ; par suite si V est la réunion
des U_, il existe g £0 (V) induisant f, sur U pour x =T et par
conséyuent induisant f sur T . Si (fi) est un systéme fini de générateurs
de 1'algébre 2?(T) , on peut par suite trouver un owvert V contenant T

'ep des fonctions g, = QF(V) prolongeant les f. . Soit A 1la sous-algébre de
QF(V) engendrée par les g; 5 comme T est dense dans V et comme les
éléments de A sont des fonctions continues, l'opération f.» £IT est une
bijection de A sur 2?(T) o Soit alors x <=V ; 1l'application f —f(x) de
A dans K étant un homomorphisme, il existe puisque T est affine x' & T
tel que f(x) = £(x') pour tout f = A en particulier pour f ¢ EF(E) s
comme E est affine, on en déduit x =x" dome x<T et T=V , On a done

prouvé que T est ouvert dans B ,

Pour achever la démonstration, il reste & démontrer que pour que T soit
localement fermé, il faut et il suffit qu'il vérifie la dernitre condition
de la proposition 1. Supposons d'abord T =F N U avec U ouvert et F
fermé dans E ; pour tout x « T , il existe un ouvert affine U  contenant
x et contenu duns U d'aprds la proposition 7 de l'exposé 1., L'ensemble
Tn Ux =F Ux étant fermé dans UX est de la forme (1% V(fi) avec

fi.é QF(UX) et c'est 1l'ensemble des points de U, obh s'annulent les fi .
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Inversement supposons que tout x & T ait un voisinage ouvert Ux tel que

. E
TN Ux soit 1l'ensemble des points ou s'annulent des fonctions fi € o (Ux) 3
il s'ensuit que T N Ux est fermé dans UX , et comme T est recouvert

par un nombre fini d'ouverts U, il est fermé dans 1l'ouvert g UX .

J J
C‘QIF'DQ
Si T est un sous-ensemble localement fermé de l'ensemble algébrique E ,
on appellers sous-ensemble algébrique T de E , 1l'ensemble T muni de la

topologie induite par celle de E et du systeme local QF!T .

REMARQUE : CHEVALIEY a démontré que si T est un sous-ensemble d'un ensemble
algeébrique E sur lequel existe une structure induite au sens de N. BOURBAKI
(Ens. IV, paragraphe 2), T est localement fermé, ce qui justifie la termino-
logie introduite. La démonstration précédente montre qu'on peut se limiter au

cas ou E et T sont affines, ou E est irréductible et T dense dans E .

2.~ Produits d'ensembles algébriques.

Remarquons pour commencer que si U est un ouvert d'un ensemble algébrir
que E , l'ensemble EF(U) est une k-algébre de fonctions et que si féEEF(U)
ne s‘annule pas sur U , son inverse appartient a gg(U) : cos assertions
résultent en effet du cas od U est un ouvert affine d'aprés llaxiome (SIR)
et la proposition 7 de l'exposé 1, tandis que dans le cas affine elles résul-

tent de la proposition 6 de l'exposé 1.

De plus, l'algeébre des fonctions polynomes sur K & coefficients dens k
définit sur l'ensemble X une structure d'ensemble algébrique affine pour
laquelle les ensembles fermés # K sont les ensembles finis invariants par le

groupe des k-automorphismes de K .

PROPOSITION 2.~ Soient E un ensemble algébrique et A une algébre de typs fi-
ni sur k ; pour qu'une application f de E dans I}A soit réguliére il faut

et il suffit que pour tout x& A, onait R o f €.£§(E) .

Ia condition est évidemment nécessaire. Inversement, supposons la vérifiée
par £ et soit x = A ; l'ensemble U = f_l(V(x)) est l'ensemble des points
ol na s'annule pas R o £ , donc est ouvert, ce qui prouve que f est continue.
De plus la fonction % o f ne s'annulant pas sur U , son inverse est dans

QF(U) et éviderment égal & 21 o £ . Comme Eﬁ(v(x)) est engendrée par les
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restrictions & V(x) des fonctions appartenant & £ et par :‘é"l , ONn a

hofe _g_E (U) pour h e_g_A (V(x)) , ce qui prouve que f est réguliére puis-
que les V(x) forment une base d'ouverts de -QA )
COROLIAIRE 1.- les applications réguliéres de E dans K muni de la structure
définie plus haut sont les éléments de _c_;_E E) .

COROLLAIRE 2.~ Pour gqu'une application x ---3(1‘1 (x) , fz(x)) de 1'ensemble

algébrique E daps {1, x L. soit régulidre, il faut et il suffit que
1 2

f solent régulidres,

ot 1,

Ceci résulte immédiatement de la remarque page 11 de l'exposé 1.

1

En vertu du corollaire 1, les éléments de _g_E (U) pour U ouvert dans
E peuvent s'appeler fonctions (numériques) régulléres sur U .,

PROPOSITION 3.~ Soient E1

sur El x E, une structure d'ensemble algébrique et une seule vérifiant la
condition suivante :

et E2 deux ensembles algébriques ; il existe

(P) Sipour i=1,2, ¥, est une carte ds l'ouvert U, de E, sur l'ou-

— 1
vert. V, de ilAi (Ai étant une algtbre de type fini), l'ensemble U, x U,
est ouvert dans E1 x E2 et 1l'application kP‘l x ‘Pz est une carte de
' '
Uy x U, sur llouvert V, xV, de Q.Al x ﬂAz .

Dans ces conditions pour gqu'une application x «—» (;1‘.‘1 (x) % (x)) de l'en-

semble algébrique F dans E; x B, soit régulidre, il faut et il suffit que

les applications f, et f, soient réguliéres,

Soient pour 1 =1, 2, des cartes ¥, : U, = V, < 5. et

: i i i Ai

¢+ U ~VIC {1, , définies sur des ouverts de E, ; 1'ensemble
i

T, = £,(U; M U}) est ouvert dans V, donc dans {1, et comme la topologie

i i i Ai
de {1 4 x QA est plus fine que la topologie produit, l'ensemble
1 2

Cpy x 000U, x Uy) N (U]

xX

Uz')) = Lpl(Ulf\Ul') x wz(Uané) = T1 x T,

. -1
est ouvert dans ﬂAl x QAz . De plus 1l'application , o i~ est une
application réguliére de T tPi(Uif\ U:{) sur T, o Comme T} est ouvert
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dans V) donc dans A, , il résulte du corollaire 2 de la proposition 2,
i
it . . . oyl , -1 ) -1
quet' =( ¥, x ¥y) o (¥qxv3) = (g 0% ) x (4045 7) est
une application réguliere de T x Ty sur T, x Ty Inversant les rdles de

y 4 et ¢} , on voit que W~  eat régulitre, donc que Y est un Isomor-
phisme.

Comme E, est recouvert par un nombre fini d'ouverts admettant des cartes,
ce qui précéde permet d'appliquer la proposition 5 de l'exposé 1 pour démontrer
1'existence et l'unicité d'un systéme local sur E, x E, vérifiant la condi-
tion (P), et ceci montre aussi que E1 x E‘2 est recouvert par un nombre fini
d'ouverts admettant des cartes. De plus, pour qu'une application
X - (f1 (x),f2 (x)) de F dans E, xE, soit régulidre, il faut et il suffit
d'aprés la proposition 5 de 1l'exposé 1 que pour chaque carte définie sur
l'ouvert de U, de E; (=1, 2) , l'application x~—>('491(f1(x)), %)2(f2(x)))
de f'l'l U,) x f51 (U,) dans nA1 x QA soit réguliére, donc d'aprés le corolei-

2
%o 2de la proposition 2 que l'application @, o f; de ¢ 1(0,)) dans
Sep soit régulidre. Cette derniére condition signifie d'aprés la proposition
i
4 de 1l'exposé 1 que f, est réguliere.

I1 reste & démontrer que E, % E, vérifie 1'axiome (EAR) si E, et E,

vérifient ce méme axiome. Les notations étant les mémes qu'au début de la démons-
tration, il faut montrer que l'ensemble 4 formé des

(g, @y, (@]l), w3le))) pour (%) € (U x Uy) 1 (0] x UY)
est forme dans (V1 x V2) x (Vl' x Vé) <:_(<.’)_A1 x QAZ) x (QAJ', x ﬂAé) =G .

Or 1'échange S des deux facteurs {1, et Y dans le produit G est

)
2 A
un homéamorphisme et 1'on a S(A) = &, x A2 si Ai est l'ensemble des

1 1] 4 1
(¢ i(xi), cpi(xi)) pour x; €U, nu; . Comme A ; est fermé dans V, x vy
puisque E; vérifie 1l'axiome (EA2). L'ensemble A est fermé dans

(V1 x V2) x (Vi x Vé) et par suite By x B, vérifie 1l'axiome (EA2).
REMARQUES
1) Lorsque B, (i =1, 2) est un ensemble muni d'une topologie et d'un
i
systéme local vérifiant l'axiome (FA1), la démonstration qui précéde montre

qu'il existe sur E1 x E;2 un systéme local et un seul vérifiant la condition

(P) et ce systéme local vérifie la condition (EA1)., Dans ces conditions,
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l'axiome (BEAR) signifie que la diagonale A g 8¢ E xE est fermée,

2) Soient By (L = 1, 2) deux ensembles algébriques affines et Ay

1l'algebre des fonctions régulidéres sur B, 511 résulte du fait que B, est

isomorphe & 4L, et de la définition de la structure de £b, % by, que
i 1 P
les fonctions réguliéres sur B, x E, sont les fonctions de la forme

m
thl,xz) = k?— . fl,k (xl)fZ,k (x2) pour fi,k‘s A; .

En particulier, les fonctions régulidres sur K sont les fonetions polynomes
& n variables & coefficients dans k . Comme toute algébre de type fini sur
'k est isomorphe & une algdbre de la forme k[X1 s ose ,IXn] / (P1 s ses Pﬁ),

on en conclut que tout ensemble algébrique affine est isomorphe & un sous-
ensemble de K Aéfini par des dquations Pi(xl s eee xn) =0 (1 ¢i<m)

pour un n convenable et des polynomes P, & k[X1 s ey Xn] convenables.

Ie critére sur les applications réguliéres contenu dans la proposition 3

montre que la structure définie sur E1 x E2 est ume structure produit au sens

de N, BOURBAKI (loc. cit.) ; il en résulte que le produit d'ensembles algébri-

ques est une operation associative et commutative, que si f, est une appli-

i

cation régulieére de E, dans F, pour i=1, 2, l'application f, x I,

de E1 X E2 dans F1 x F2 est régulidre, que la projection Py de E1 x B,

sur Ei est reguliere, et que si f est une application régulidre de E

dans F dont le graphe est J , la projection p de E xF sur E induit
un iscnorphisme de [ sur E (on notera d'aillleurs que le graphe | de f
est ferme comme image réciproque de la diagonale de F x F par 1l'application
continve (x,y) - (f(x),y) de E xF dans F x F ) . Endin, comme la topolo-
gie sur E1 x E2 est plus fine que la topologie produit puisque les projections

et T

sur les facteurs sont continues, le produit de deux sous-ensembles T 5

1

localement fsrmés'tb E. .ot E, respectivement, est localement fermé dans

1
E1 x E2 et il résulte de N. BOURBAKI (loc. cit.) que la structure induite

sur T1 x T, par la structure produit de E1 X E2, est identi me 3 la struc-
ture produit des structures induites sur Ti et T2 .

3.~ Extension des scalaires.

Nous allons d'abord démontrer un résultat préliminaire affirmant la
possibilité de construire des ensembles algébriques par "recollement des

morceaux".
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PROPOSITION 4.- Soit (Ei)i‘*l un recouvrement d'un ensemble E dont on

puisse extraire un recouvrement fini. On suppose donnés pour tout i< I un

ensemble algébrique Xi et une bijection fi de Xi sur Ei de sorte que

pour tout couple (i, j) @

-1 ) .
a) fi (Ei.\ Ej) = Xij soit ouvert dans Xi

b) 1'application f:]fl o (£,1%;,) = £;; solt wno application régulidre

de X.,, sur X,.
— ij — i

¢) l'ensemble Rij de X, x Xj formé des couples (x , x') tels

- 3 ’ P’ #
fitx) = fj(x ) soit fermé dans X, x Xj .

I1 existe alors sur E une structure d'ensemble algébrique et une seule

pour laquelle les Ei solent ouverts et fi solt un isomorphisme de Xi sur

E, . Dans ces conditions, si E!' est un ensemble algébrique, pour qu'une

application f de E dans E' (resp, de E' dans E ) soit réguliére, il faut

et il suffit que pour tout i =z I , l'application f o fi de Xi dans E'

(resp. £ o (ele™t ;) do £71(8,) dans X,) soit régulidre.

Cela résulte immédiatement de la prbposition 5 de 1l'exposé 1, la condition
¢) assurant que la diagonale de E x E est fermée ot 1l'axiome (EA1) résultant

de ce qu'un nombre fini des Ei recowre E .

Tes ensembles algébriques envisagés jusqu'ici étaient des (k,K)-ensembles
algébriques. Soit k' un sous-corps de K contenant k ; nous allons montrer
comment tout (k,K)-ensemble algébrique peut &tre muni d'une structure de
(k',K)-ensemble algébrique.

Soit A une k-algdbre de type fini et A' = k' o A 1'algébre déduite
de A par extension des scalaires, A tout k-homomorphisme f de A dans K
associons le k'-homomorphisme iA(f) s+ »Bx —» nf(x) de A' dans K.
L'application i, est une bijection de N, sur Q,, et elle transforme en
ouvert (resp. un fermé) de EIA en un ouvert (resp. un fermé de flA, .

PROPOSITION 5.- Soient E un (k,K)-ensemble algébrique et k' un sous-corps

de K contensnt k . Il existe sur E une structure de (k',K)=ensemble

1
algébrique Ek et une seule telle que tout ouvert U de E soit un ouvert

11 -
Ce EX et que pour toute carte ¢ : U YV C,SlA de E 1l'application
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iA o ¥ U-meiA(V)-e E%A' Soit une carte de EF . Pour qu'une application

t
T d'un (k',K)-ensemble algébrique F dans 2K soit régulisre, il faut et

£

il suffit que f soit un homomorphisme du systéme local 2? dans le systéme

local EF o

On va appliquer la proposition 4 & la classe (qui n'est pas un ensemble)
de toutes les applications (:'LA o ‘?)-1 pour toutes les cartes y de E ,

Les conditions a) et c) sont remplies du fait que i, transforme ouvert en

A
ouvert et fermé en fermé et que c'est une bijection. la condition b) sera

remplie en vertu du lemme suivant :

LEMME 1.- Soient A et B deux k-algtbres de type fini, f une applicatior

régulidre d'un ouvert U gg_f;A dans fLB . Il existe une application régu-

lidre f' et une seule de U! = iA(U)fi'- ‘ELA' dans le, (avee A' = k' B, A
et B' = k! B B ) telle que i

BOf:f‘Oia

Comme 1, et i, sont des bijections, l'application ensembliste f!

A B
existe bien. Comae tout ocuvert de L est réuni.n d'ouverts de la forme

V(x) avec x £ A , la proposition 7 ge 1l'exposé 1 montre qu'on peut se limiter
au cas 99~\U = V(x) . De plus la définition de i, montre que si X'&€A , on a
f'=(18x") o i, et par suite iA(V(x)) = V(1 ® x) . Nous allons appliquer

la proposition 2 ; soit y =B, il suffira de montrer que (1 B y) o f' est
réguliére sur U! ; mais on a ((fzﬁ\ﬁ) of') o i = (I/§\§) oigof= j/g £
Comme f est réguliére, § o f est de la forme 2'/2" et par suite (i E\y)of

=TT SR | R
est de la forme (1 ® x') / (1 ®x) , donc est régulisre sur U' .

!
L'existence et 1l'unicité de la structure de ol sont donc démontrés ;

soit f wune application du (k',K)-ensemble algébrique F dans E ., Pour que

~

1
f soit réguliére de F dans X , 11 faut et il suffit d'apreés la proposi-
tion 4 que pour toute carte Y U-~»iJA de £ , l'application i,
de £t (U) dans AQA, soit reguliére. Comme les fonctions réguliéres sur

o yof

- A

Av Sont les combinaisons linéaires & coefficients dans k' des fonctions
h o izl avec he £, ceci signifie d'aprés la proposition 2 que pour tout

11'&.£§(U) , la fonction h' o f est reéguliére sur f-l(U) , i.6, que f est
. ‘ F E
un homomorphisme de o dans o .

C.Q.F.D,
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On notera que si U est un ouvert affine de E , les fonctions régulieres
1
sur 1'ouvert U de Ek sont les combinaisons linéaires a coefficients dans
k! des éléments de QF(U) .

La topologie sur E définie par la structure de Ek' s'appellera la
k'~topologie de E . On parlera ainsi de k'-fermé, etc. De méme, on dira par
abus de langage qu'une application f de E dans un (k, K)=-ensemble algé-
brique est une application réguliére de E dans E' définie sur k' si c'est

] ]
une application réguligdre de g%’ gans B'X

On dira de plus qu'un ensemble algébrique est absolument irréductible

s'il est irréductible pour la K-topologie. Il résultera en fait des résultats
démontrés plus loin (corollaire 3 du théoréme 1) que 1l'absolue irréductibilité
signifie 1'irréductibilité pour la k'-topologie, pourvu que k' soit algébri-

quement clos.

3.~ Applications rationnelles.

Soient E et F deux ensembles algébriques j; si £, (1 =1, 2) est une
application reguliére de 1'ouvert Ui de E dans F , nous dirons comme d'ha-
~ 1 . . - B K e
bitude que "f, prolonge £, sl Uy U, et Sl. finl = £, + On définit ain
si une relation d'ordre entre fonctions réguliéres définies dans un ouvert

(variable) de E .

b

LIEMME 2.~ Toute fonction f réguliere définie dans un ouvert U de E &

valeurs dans F admet un prolongement maximal. Si V est partout dense ce

prolongement est unique. Pour que deux fonctions f et I régulieres défi-

nies sur des ouverts partout denses admettent le méme prolongement maximal,

il faut et il suffit qu'elles coIncident sur un ouvert partout dense ou elles

sont toutes deux définies,

La premiere assertion résulte du théoréme de ZORN, applicable ici car
llaxiome (SIR) des systémes locaux montre que l'ensemble des applications ré-
guliéres d'un ouvert U de E dans F , ordonné par la relation "f2 prolon=

ge f1" est inductif.

Supposons done f régulidre définie sur l'ouvert U partout dense et

soient fl et f2 deux prolongements maximaux de f définis respectivement

sur les ouverts U, et U, ; U est dense dans U, " U et comme les fonc-

1 1 2

2
tions continues f, et £, coincident dans U , elles coIncident dans U, N U,.
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L'axiome (SI2) démontre 1l'existence d'une fonction réguliére sur U U

1 ¥ 72
prolongeant f1 et f2 s, C& qui comme les f1 sont maximaux impose

Ul(J U2 = U1 = U2 et par suite fl = f2 .
Si f et f' admettent le méme prolongement maximal, elles coincident
sur l'intersection de leurs domaines de définition qui est un ouvert partout
dense, Inversement si f et f' sont les prolongements d'une méme fonction
g réguliére sur un ouvert partout dense de E , et si T et T' sont des
prolongements maximaux de f et f° respectivement, ce sont tous deux des

prolongements maximaux de g , et ils sont donc égaux.
Ceci dit, on psut poser la définition suivante :

DEFINITION 1.- Soient E et F deux ensembles algébriques. On appelle appli-

cation rationnelle £ de I dans F , une application régulidre d'un ouvert

™

partout dense de E & valeurs dans F qui n'admet aucun prolongement strict.

Le domaine de définition de f sera neté D(f) . Une application rationnelle de

E dans X scra appelée une fonction rationnelle (numérique) sur E .

Démontrons d'abord un lemme sur la topologie des ensembles algebriques

IEMME 3.- Soient E wun ensemble algébrique et E. ses composantes irréducti-~

bles. Pour qu'un ouvert U de E soit partout dense, il faut et il suffit

qu'il rencontre chaque Ei . Dans ces conditions, U est réunion d'un nombre

fini d'ouverts affines partout denses Ui et si E est affine, on peut suppo=-
ser Uj de la forme V(fj) avec fjiﬂﬂ E) .

Supposons U A B, £ 8 pour tout i et soit V un ouvert non vide de E .

Iy a un indice i tel que VnE, £ 9 , d'oh comme E; est irréductible
° °
UnVaE, #9 et a fortiori UnV #£ P ; U est donc partout dense. Supposons
(o] e ra|
inversement U partout dense et soit Fi = j#} L'Ej c.Ei
ouvert non vide, on a F.n U £ 8 et donc B, NT 0.

3 comme Fi est un

Soit x=E et V: U un ouvert affine contenant =x ; pour chaque 1 ,
soit Gi un ouvert affine non vide contenu dans Fif% U et soit W 1la réunion
de V et des Gi gqui ne rencontrent pas V ; W est réunion d'ouverts affines
disjoints, donc est lui-méme affine, comme on le voit avec l'axiome (SIL2), et

il est partout dense car il rencontre visiblement chaque Ei . En vertu de la

quasi-compacité de U , l'ouvert U est donc réunion d'un nombre fini d'ouverts

’
affines partout denses.
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Lorsque E est affine, on peut supposer V et les G, de la forme v(f).
Or on voit facilement que toute réunion d'ouverts disjoints de la forma V(f)

est aussi de cette forme.

Soient f et g deux fonctions rationnelles sur l'ensemble algébrique E ;
d'apres le lemme 1 , il existe des fonctions rationnelles f + g et fg bien

définies par les conditions :

(f +g)x) = £(x) + g(x) (fg) (x) = £ (x)g(x)

pour tout x & D(f) N D(g) . Le lemme 3 montre alors que les fonctions ration-

nelles sur E forment une k-algébre notée k(E) .

Soient f et g deux applications rationnelles de E dans F et F
dans G respectivemeut ; si 1'ouvert £t (D(g)) est partout dense dans E |
il existe une application rationnelle bien définie g o f par la condition
(g o £)(x) = g(f(x)) chaque fois que f(x) et g(f(x)) sont définis. Lorsque
h est une application rationnelle de G dans H, si ho (g o f) et
(h og) of sont tous deux définis, ils sont égaux et on peut les noter
h ogof . En particulier si F est un sous-ensemble localement fermé de E ,
pour que la restriction f|F de f e k(E) & F soit définie, il faut et il
suffit que D(f)NF soit dense dans F ; ces fonctions forment une sous-alge-
bre o(E,F) de k(E) et 1l'opération f —f|F est un homomorphisme de
o(E,F) dans k(F) . Si G est un sous-ensemble localement fermé de F , c'est
un sous~ensemble localement fermé de E , et 1'on a o(E,G)co(E,F) 1'homomor-
phisme E,F applique. o(E,G) dans o(F,G) et la restriction & of(E,G) de
p F,G o p E,F est égale & ¢ E,G * Enfin, si U est un ouvert partout dense

de E, on a évidemment o(E,U) = k(E) et 1'homomorphisme Py est un iso~
’

morphisme de k(E) sur k(U) . Le lemme 3 montre que dans les questions

concernant les fonctions rationnelles, on peut se limiter le plus souvent au

cas des ensembles algébriques affines.

THEOREME 1.~ Soient E un ensemble algébrique et Ei ses composantes irréduc-
tibles.

a) L'homomorphisme canonique de k(E) dans 'qk(Ei) défini par les res-

trictions pp o &8t un isomorphisme ; 1'algsbre k(Ei) est un corps, exten-
== Pr,B, .

sion de type fini de k .

b) Supposons E affine et soit F un fermé de E ; si A est l'algébre

des fonctions régulidres sur B, a 1'idéal de A formé des fonctions nulles
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sur F, p, les idéaux premiers minimeux de (0) et q, les idéaux premiers

minimaux de a , l'injection de A dans k(E) se prolonge en un isomorphisme

=1 s o (n | n(xl
_d_g_ A[:Q ] sur k(E) _S_l_ w = ( i L 'E'i) ‘(-‘j‘ N qj) °

Déterminons d'abord la structure de k(E) lorsque E est affine ; soit

T=40
s0ntlles fonctions ne s'annulant sur aucun Ei , donc telles que 1'ouvert
V(f) des xeE tels que f(x) #f soit partout dense (lemme 2). L'ensemble
des non diviseurs de O dans A est aussi égal & T ; en effet, si 1l'on a
fg=0, ona V(£)nV(g) =P et V(f) n'est pas partout dense, mais si V(f)
est partout dense et si g# 0, ona V(g) #f donc V (fg) = Y(E)AV(g) # 0

ot fg£0 .5 feT, lafonction £ & est définie sur 1'ouvert partout

p; + Comme p, est 1'idéal des fonctions nulles sur E; , les feT

dense V(f) et définit une fonction ratiomnelle, inverse de f dans kE) 3
1'injection de A dans k(E) se prolonge donc en une injection de A[T-J']
dans k(E) . De plus si f« k(E) , 1l'ouvert partout dense D(f) contient '
ouvert de la forme V(g) (ge T) et par suite ona f = h/g" (hehd , m entier
3 0) sur V(g) , ce qui prouve que f appartient & 1'image de A[T-lj .

On a donc identifié A[T™17 et k(E) .

Soit fe k(E) ; pour que V(g)c D(f) pour geh , il faut et il suffit
qu'il existe un entier m tel que < A 5 comme V(g) = v(g™) , le complé-
mentaire de D(f) est l'ensemble des points ou s'annulent tous les geh tels
que fgeh . Ces g forment un idéal b . Pour que D(f) N F soit dense dans
F , il faut et il suffit que D(f) rencontre chacune des composantes irréducti-
bles Fj de F , ou encore que (D(f) ne contienne aucune des Fj , ce qui
signifie que b n'est contenu dans aucun des. g. . Comme b rencontre T , 1l

n'est contenu dans aucun des p; Or on a2 le lemme :

IEMME 4.- Soient A un anneau comutatif, a un idéal de A et p, des

idéaux premiers de¢ A en nombre fini. Pour que a ne soit contenu dans aucun

des Dy s il faut et il suffit qu'il existe un aca qui n'appartienne a4 aucun
des Ps -+

la condition est manifestement suffisante., Inversement supposons que a

ne soit contenu dans aucun des p, et supposons, ce qui est licite, que
=i
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. . . 'y . . . = . .:.:_i . ..Ci ) ) . - . .
P ¢ By si i#3j . Soit a;£a , a;Fp; et AN mais 8;,€p, (1#£3)

] 7 e - T‘r” t . . ) by . .
1'élément s, = . s 845 @ est pas dans p, mais appartient & By pour j £1i.
-

Formons alors a =% s.a.ea ; pour i fixé, on a a.s.gp. , mais a.s, .
m 1 5484€E5 P s © 11?31’ 33’-31

pour j # i et donc agp, .

le lemme 4 montre donc que pour que f induise une fonction rationnelle
sur F , il faut et il suffit que b rencontre T , ce qui démontre l'assertion
b).

Démontrons l'assertion a) ; soit U; un ouvert affine non vide ne ren-
contrant aucune des composantes Ej pour j#1 etsoit U 1la réunion des
Ui « Comme les Ui sont disjoints, il résulte de l'axiome (S12) que les fonc-
tions régulidres définies sur un ouvert V de U sont les fonctions réguliéres
sur VAU, pour chaque 1 j il en résulte que 1l'application k(U) —aq k(Ui)
est bijective. Comme U est partout dense dans E et Ui partout dense dans
Ei , les fléches horizontales du diagramme commutatif suivant représentent
des isomorphismes, d'oh découle le fait que k(E) quk(Ei) est un isomorphi- -
me ;

k@) — k()

T
TTkE) —Y kT)

Enfin k(Ui) est le corps des fractions de 9_E (Ui) donc est une extension
de type fini de k , et il en est de méme de k(Ei) qui lui est isomorphe.
C.Q.F.D.

COROLIAIRE 1.- 8i E est un ensemble algébrique affine, 1ltalgébre k(E) des

fonctions rationnelles sur E est isomorphe & 1l'anneau total des fractions de
o (E) .

On rappelle que l'anneau total des fractions d'un anneau commutatif A est

1'anneau A[S-l__\ ou S est l'ensemble des non diviseurs de O dans A ,

COROLIAIRE 2.~ Solent El
de K contenant k . Soient respectivement a et b les idéaux des éléments
nilpotents de k(El) B k(Ez) _e_ar’_c_ k(El) B, k' . Ltalgébre des fonctions ration-
nelles sur E1 x E2 (resp. E1 ) est canoniquement isomorphe & l'anneau total
des fractions de (k(El) B k(EZ))/_e_L_ (resp. (k(El) ® k')/b) .

et E2 deux ensembles algébriques, k' un sous-corps

On se raméne immédiatement au cas ob E; et E, sont affines (cf lemme 2)
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. . ,
Si Ai = gFl(Ei) , l'algébre des fonctions régulieres sur E1 x By (resp. E? )

i 5 (G A j ' St
est isomorphe & (nl B AZ) / a (resp. Ay Ok /EO) » 2 (resp. EO) étant
1'idéal des éléments nilpotents de 4Ly B A, (resp. A B k') . Il est clair que
si 1'on plonge 4, B A, (resp. s B k') dans k(El) B k(E2) (respe k(El) B k'),
1'idéal a (resp. b) est engendré par 2, (resp. Eo) . Le corollaire 2 ré-

sulte alors immédiatement du corollaire 1.

COROLLAIRE 3.~ Pour qu'un ensemble algébrique E soit irréductible (resp.

absolument irrdductible) il faut et il suffit que k(E) soit un corps (resp.

un corps extension primaire de k ). Pour que l'algdbre semi-simple k(E)

soit absolument semi-simple, il faut et il suffit que pour tout ouvert U de

E , toute famille fiéi'éF(U) (1 £1i < n) lindairement indépendante sur k

3

soit linéairement indépendante sur K .

La premiére assertion résulte de la proposition 5, a). Pour qu¢e E soit
absolument irréductible, i.e. pour que X soit irréductible, il faut et il
suffit que le quotient de k(E) ® K par 1'idéal de ses éléments nilpotents
soit intdgre, Comme K est algébriquement clos, il résulte du théoréme 1 de
1'exposé 14 du Séminaire CARTAN 1955/56 que ceci signifie que k(E) est
extension primaire de k . Enfin en vertu du lemme 3, l'assertion que pour
tout ouvert U de E , 1l'algebre QF(U) est linéairement disjointe de 1l'al-
gébre des constantes & veleurs dens K équivaut 3 la méme assertion pour les
ouverts affines, Ceci signifie que pour tout ouvert affine U , 1l'algebre
éF(U) B K est sans ¢1ément nilpotent, donc que k(U) ¥ K est saens élément
nilpotent. Comme les composantes irréductibles de U sont les UN Ei non
vides (les E, étant les composantes irréductibles de E ) , k(U) est iso-
morphe au produit des k(Ei) pour les i tels que UNE, solt non vide.
L'assertion de lindaire disjonction signifie donc que k(Ei) B K est sans
élément nilpotent, done sans radical (Séminaire CARTAN 1955/56, exposé 13,
théoréme 3) ou encore que k(Ei) est extension séparable de k (ceci pour
tout i) .

DEFINITION 2.- On appelle variété algébrique un ensemble algébrique absolu~-

ment irréductible, dans lequel, pour tout ouvert U , 1'algébre EF(U) des

fonctions régulidres sur U est lindairement disjointe sur k de l'algebre

des constantes & valeurs dans K .

Dire qu'un ensemble algébrique E est une variété signifie done que

1l'extension k(E) est primaire et séparable, i.e. réguliere.
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COROLLAIRE 4.~ Soient E, unme variété et E, un ensemble algébrique ;

b4

si E, est irréductible (resp. absolument irréductible, resp. une variété),

alors El x By est irréductible (resp. absolument irréductible, resp. une
variété).

Cela résulte du corollaire 3 et des propriétés du produit tensoriel

d'une extension avec une extension régulidre.

COROLLAIRE 5,-- Soient E wun ensemble algébrique et F wun fermé de E .
S'il existe un ouvert affine U de E tel que UN F soit dense dans F ,
toute fonction rationnelle sur F est la trace d'une fonction rationnelle
sur E .,

Soit f wune fonction rationnelle sur F ; on peut éerire f = g/h ol
h est régulitre sur PN U et ou g est régulidre sur 1l'ouvert partout dense
V(h) d¢ FNU . Comme U est affine, il existe une fonction réguliére h'
sur U qui induit h sur F /1 U et comme Ll'ouvert V(h') de U est affine,
il existe une fonction régulisre g' sur V(h') induisant g sur V(h) . La
fonction g'/h' , régulidre sur l'ouvert V(h') , induit alors f sur V(h)
et se prolonge par ailleurs d'apres le lemme 1 en une fonction rationnelle
sur E ,

REMARQUE .~ Le corollaire 5 s'applique lorsque E est affine, ou lorsque F
est irréductible, car il ¥y & au moins un ouvert affine rencontrant F . On
peut montrer qu'il en est de méme lorsque E est projectif, mais la variété
non projective de NAGATA met le corollaire 5 en défaut dans le cas général,

5.~ Schémas.

Soient L un anneau commutatif dans lequel tout non diviseur de O est
inversible et soit A4 un sous-anneau de L ; si p est un idéal premier de
A, on désignera par A_  le sous-anneau de L formé des as™l avec aeh

et seANn(p, s non diviseur de zéro.

DEFINITION 3.- Soient L une algdbre demi-simple commutative sur le corps k .
On appelle algébre affine de L toute Sous-algebre 4 de type fini de L
telle que tout élément de L soit de la forne ab ™ avec a , be & .

Un couple (M, m) formé d'un sous-algébre M de L et d'unidéal m de M
est appelé une localité de L s'il existe une algébre affine A et un idéal
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premier p de A tel que M= A et m=ph_ . Deux localités (Mi , Ei)

(i =1, 2) sont dites apparentdes si 1'idéal

I8 jo

engendré par my et m,

dans l'anneau M engendre par Ml et M2 est distinct de M .

Lorsque L est un corps, ces définitions sont en accord avec les dé-
finitions de CHEVALLEY (Séminaire CARTAN 1955/56, exposé 5). Nous allons éten-

dre au cas qui nous intéresse des lemmes valables lorsque L est un corps.

LEIME 5.~ 51 (M, m) est une localité de la forme (Ap » D Ap) , 1'idéal

m de M est maximal et m A4 = p . De plus M/m est canoniquement isomor-

—

phe au corps des fractions de A/"f Comme L n'a pas d'élément nilpotent,

on peut identifier 4 & l'algebre des fonctions réguligéres sur 'Q"A et p

4 1'idéal des fonctions régulidres nulles sur un sous-ensemble fermé irréducti-
ble F de ﬁﬂ . le corollaire du théoréme 1 montre que 1'on peut identifier
L et 1l'algebre des fonctions rationnelles sur A‘LA , moyennant quoi M est
l'ensemble des fonctions rationnelles ayant une trace sur F d'aprés la pro-
position 5, b). Pour que f = ap~
sur F , i1 faut et suffit qu'clle soit nulle sur F N V(b) donc que a soit

nulle sur F N V(b) donc sur F par raison de continuité. Ceci signifie que

(8, b€ &, b4 p) ait une trace nulle

a €p, donc que m est le noyau de 1l'opération de restriction. I1 en résulte

que mNA=p, puis que M/m est isomorphe & k(F) , i.e. au corps des frac-

tions de 4/p, donc est un corps (cf. corollaire 5 du théorsme 1).

IEMME 6.~ Pour que deux localités M, , m) = (Ap

. A solent apparen—
o, s By Pp

= =
tées, il faut et il suffit qu'il existe un idéal premier g de l'anneau A

engendré par By &t Ay tel que gnd, =p, .

Soit M 1'anneau engendré par M, et M, . Si nos deux localités sont

1
apparentées, il existe un iddal premier r de M contenant m, et m, .
Comme m, est maximalet r#M, ona rn M, =m, d'ol (zn AN hy =TNA, =

= (£ " Mi) N [‘si = p; et 1'idéal g =r "4 convient.

Réciproquement, s'il existe un idéal premier g de 4 telque gn Ai = Dy
soit r 1'idéal engendré par q dans M . Ies éléments de M sont de la

-1 . " - ’ »
forme a(s1 32) avec 8, & AN [ p; puisque ces ¢éléments forment un anneau

contenant M et M

2 13 :
1 , et qu'ils sont de la forme mm, avec m, & Mi .
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Si 1'on avait r =M, onaurait 1 &r d'od S, 8,24 ; mais comme
Q4 =p,ona si<£ g d'oh s s,¢ g , ce qui est une contradiction.
C.Q.F.D.

On notera que si Al = A2 , les deux localités en question ne peuvent

8tre apparentées que si p = done que si elles sont égales.

P,
Nous pouvons maintenant étendre & nmotre oas la définition par CHEVALLEY

des schémas.

DEFINITION 4.~ Soit L une algdbre comutetive semi-simple sur le corps k

On appelle schéma affine S(A) de l'algebre affine 4 de L l'ensemble des

localités Qﬁz, Eﬂp) pour tous les idéaux premiers p de 4 . Un ensemble

S de localités de L est appelé un schéma de L s'il vérifie les deux

conditions suivantes

a) S est réunion d'un nombre fini de schémas affines.

b) Deux localités distinctes de S ne sont pas apparentées,

Ie lemme 6 montre ue deux localités distinotes d'un echéma effine ne

sont pas apparentées, donc qu'un schéma affine est bien un schéma.

LEMME 7.~ Soient A une algebre affine de L et S un schéma de L conte-

nant S(4) ; les ¢léments de S(i) sont les localités (M, m)& S telles

que- M A,

Si (Mym) e S(4) , on a évidemment M A . Inversement, si Mo A et si
p=nnd,ona MD Ap car tout élément non diviseur de 0O dans M qui
n'est pas dans m est inversible dans M 3 on a par suite g;:>£_Ap , ce
qui montre que les localites (M, m) et (Ap,g_Ap) du schéma S sont ap-

parentées donc égales.

Avant de faire le lien entre les ensembles algébriques et les schémas,
nous allons montrer que la structure d'un ensemble algébrique est entiérement
déterminée par les fonctions rationnelles. De maniére précise, on définit une
structure sur un ensemble E en se donnant un ensemble d'applications de
parties de E & valeurs dans K . Nous allons d'abord montrer comment 1'on
peut reconstituer la topologie et le systéme local EF a partir de l'ensem-

ble des fonctions rationnelles de E .

PROPOSITION 6.~ Soit E wun ensemble algébrique ; pour f & k(E) , on note
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Do(f) 1l'ensemble des points ol f est définie et non nullc. L'enscemble

des ouverts de & est engendré par les ouverts de la forme D(f) ou Do(f) :

lorsque E est irréductible, il est méme engendré par les ensembles D(f) -

Si U est un ouvert de E , 1l'ensemble gé(U) est formé des restrictions a
U des fe k(E) tels que U < D(f) .

La derniere assertion résulte évidemment du lemme 2 ; de plus, si E
est irréductible, et si f = k(E) est£ 0, fle k(E) et il est clair que

D_(£) = D(£) p(e~hy .

Soit U wun ouvert affine partout dense de E et soient £, (1&1ig<n)
des fonctions rationnelles dont les restrictions & U engendrent 1l'algébre
n
g?(U) . On va montrer que U =ing(fi)-; soit f & k(E) telle que D(f) » U ;
il existe donc un polynome P & n variables tel que £lU = P(fliU,...,fnlU)
done f = P(fl,...,fn) puisque U est partout dense. Si TU! =.P\D(fi) , on

i-
a donc D(f) > U' . Il résulte de ce que 1'on a dit que toute fonition de
2?(U) est la restriction d'une fonction unique de Eg(U') . Supposons U £ U!
et soit x'e U' N {;U ; l'application f —»f(x') de QF(U') dans K étant
un homomorphisme, comme U est affine, il existe x <= U tel que f(x') = £(x)
pour tout f Q:EF(U‘) « Soit V un ouvert affine contenant x' ; 1l'ensemble |
des fonctions régulieres sur V x U est formé des fonctions h(z , z') =

W
fj(z)gj(z') avec fj &;oE(V) et gj £ o (U') . Pour tirer une contra-

e ™

diction de l'hypothése U # U' , on remarque que x # x' puisque x'4 U

et x&U et 1'on va montrer que toute fonction régulidre sur V x U nulle
sur ZSE 0 (V x U) est nulle en (x',x) contrairement & la proposition 7

de 1l'exposé 1. Or de h(y, y) =0 pour y<V nU, on déduit la méme
égalité pour y £V puisque V N U est dense dans V et que EF(U‘) C.EF(V)
(é un abus de langage prés), d'on h(x', x') = 0 soit 2% fj(x')gj(xf) =0 ;
mais comme gj(x') = gj(x) , on en déduit h(x', x) =0 .

E est réunion finie d'ouverts affines partout denses Vi (lemme 3) ; de
plus tout ouvert de Vi est réunion d'ensembles ouverts formés de points
ol ne s'annule pas fle,gé(vi) , i.¢. de la forme Vi "N Do(f) . Ceci achéve

la démonstration.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le théoréme fondamental

de cet exposé.
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THEQREME 2.
a) Soit E un ensemble algébrique. L'ensemble des couples
M{F) = (0(® , F) , p(E , F)) pour tous les fermés irréductibles F de E
est un schéma S (F) de k(E). ‘(}» (E,F)désignant le noyau de pp p)
’

b) Soit S un schéma d'une algtbre L et soit ¥ (8) 1l'ensemble des
triples (M, m, X ) ot (M, m) eS et x est un homomorphisme de M
dans K nul sur 1'idéel m . Si fe=1L, onpose f(x) = X (f) pour les
x=M,m,x) e VY(S) tels que f M ; les fonctions f sont les fonc-
tions rationnelles pour une structure d'ensemble algébrique bien déterminée
sur Y () .

¢) Pour x €E , soit x , l'application f—>f(x) de o, {x})
dans K . L'application x —(o(® , {X}), p@E, {X}), 2(:() est un iso-
morphisme de E sur )Y ( & (E)) et l'application f—f est un isomor-
phisme de L sur k( ¥ (S)) qui appligue S sur & ( Y (8)) .

Montrons que J (E) est un schéme de k(E) ; soit d'abord U wun ou-
vert affine partout dense de E et 4 = EE (U) « Le corollaire 1 du théoréme 1,
montre que A est unc algébre affine de k(E) et comme les ensembles irré.
ductibles fermés F rencontrant U sont en correspondance avec les idéaux
premiers p de 4 , le théordme 1, b) montre que les (ofE , F) , pE , F))
pour FN U # @ forment le schéma de l'algébre affine A . Comme E est
réunion finie d'ouverts affines partout denses, S (E) cst réunion finie de

schémas affines.

Soient F, (1 =1, 2) deux ensembles irréductibles fermés de E et
soit U; un ouvert affine partout dense rencontrant F. . Soit D CUl x U, ,
l'ensemble des (x , x) avec x €U, N U, ; sl A = 9_E(Ui) , on définit
un isomorphisme de l'anneau A engendré par & et A, dans k(E) sur
1'algebre des fonctions réguliéres sur D en faisant correspondre a
i;jtfjgj la fonction (x , x)_.a%—:-fj (x)gj (x) « Si M(Fl) et M(Fz) sont appa-
rentées, en traduisant le lemme 6 en termes géométriques, on trouve un fermé
irréductible non vide F de D se projetant en F, < U, AU, sur le facteur
U; de U, xU, . Ceci montre que F, et F, coupent U, n U, selon le né-
me ensemble non vide, donc sont égaux puisque fermés et irréductibles. On a

prouwvé que < (E) satisfait & la condition b) de la définition 4.
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Soit A une algdbre affine de L dont le schéma S(4)) soit conte-
nudans S ctsoit U= Y (SL)) <« ¥E) .S1a x= (boy Py X Ye U,
on associe l'homomorphismc ¢ (x) de i dans K obtenu par restriction de
> & 4, on obtient une applicotion ‘p de U dans QA . L'application
¢ est injective car p est lc noyau de ¥ (x) (lerme 5) et 1'on a
A (ab‘l) = ¥ (x){a)( ¥ (x) (b))"1 pour a , b£A et b 3’!__1_3_; elle est
surjective, car si . est un homomorphisme de i dans K , i1l se prolonge
a Ap (p étant le noyau de > ) par la formule " (ab-l) = x(a) )((b)-l
pour a, bexs et x(b)#0 .51 D(f) désigne f e L 1'ensemble des
™M, mn, e ) =V (S) tels que f < M, on va montrer que ¢ (U " D(f))
est un ouvert partout dense de &l . En effet soit a 1'idéal de 4 formé
des ge A tels que fg<i 3 comme L est une algebre affine, a contient
un non diviseur d¢ 0 dans A . Si p est un idéal premier de A , pour que
fe Ap , 11 faut et suffit que 2 contienne un élément g< p non diviseur
de 0, soit d'aprds le lemme 4 que & ;z‘ p . Il en résulte en particulier que

¢ (U D(f)) est le complémentaire dans QA de 1l'ensemble fermé F(a)
et c'est un ouvert partout dense puisqu'il contient l'ouvert V(g) si g =a

n'est pas diviseur de O ,

Le lemme 7 et le fait que toute algebre affine de L est de type fini

montre que si A' est une algébre affine de schéma S(4') et si !

U = Y (8@n)) , l'ensemble (U nTU') est intersection finie d'ouverts
de QA de la formec ¢ (U D(f)) avec f € L donc est un ouvert partout
dense de Qlﬁ .

Si x=M,m, X)&U~U', M contient l'anncau K4 , A'] en-
gendré dans L par 4 et L' et . induit un homomorphisme de K4 , B]

dans X ; il en résulte que si ' est l'applicetion de U' dans £

%
définie comme 'f , pour tous lus systémes fi < A, fji = A' tels que
pa ' = i ! - ! (2 0

Z fifi = 0, la fonction (z , z') — 7 fi(z)fi(z ) de Ao X

dans K est nulle au point ( y (x) , '()) pour x €U NU' ; inver-
sement, si toutes les fonctions en question s'annulent au point (z , z') ,
il existe un homomorphisme de XA , 4'] dans K qui induit 2z sur 4
et z' sur A' ; il existe alors un idéal premier g de KA , A'] tel
que p=gnh (resp. p' =gNn 4') soit le noyau de z (resp. z') et

(lemme 6) les localités (i, p A ) et (4',, p' A' ,) sont apparentées
TP =D p' p'

donc égales, ce qui prouve qu'il existe x < UNTU' tel que
(z,2)= (&, ¢&).



=22

La proposition 4 démontre alors l'existence d'une structure d'ensemble
algébrique et d'une seule sur '} (8) pour laquelle les applications cano-
niques 2 (S(1)) —= ﬁlA soient des cartes pour toute algébre affine 4 .
De plus corme dans les notations précédentes « (U n U') est dense dans

o2, 1V (S(4)) est dense dans  V(S) .

Le corollaire 1 du théoréme 1 démontre que l'application f >fde &
dans 1l'algébre des fonctions régulidres sur }’ (S(4)) se prolonge en un iso-
morphisme r de L sur k( '} (S(4))) . le théoréme 1, b) montre aussi que
si F est le fermé irréductible associ¢ & 1'idéal premier p de 4, la
localité (4 ,p A ) est appliquée paf r sur la localité M(F) de
k( ‘FD(S(A))_Z Eﬁgbarticulier si F est l'adhérence du point x & }Q(S(A)),
ceci montre que % & D(f) équivaut & " x appartient au domaine de définition
de r(f) ", donc 1'application r est £ f pour £ €L . Come '}(S) est
recouvert par un nombre fini d'ouverts partout denses KD(S(Ai)) , on voit de
suite que l'application f_5f est un isomorphisme de L sur k( Y (S))
qui applique S sur l¢ schéma de Y (S).

Enfin lorsque U est un ouvert affine de E d'algebre a = EF(U) , on
voit tout de suite que l'application x — (M(x), x X) est un isomorphisme
de U sur P (S(4)) , ct 1'on déduit inmédiatement de 1a la premiére asser-
tion de ¢) .

C.Q.F.D.

6.~ Fonctions sur un produit d'ensembles algébriques.

Ie résultat qu'on va démontrer est un lemme pour un exposé ultérieur.
On trouvera dans WHIL, Foundations, corollaire 2 du théoréme 10, p. 241, un

résultat sensiblement plus fort, mais de démonstration beaucoup plus délicate.

Soit fi (1 =1, 2) unc fonction rationnelle sur l'ensemble algébrique

Ei s il existe unc fonction rationnelle bien déterminée f, x £, sur l'ensem-

1 2
ble E1 x E2 par la condition 3
(f1 x fz)(xl R x2) = fl(xl)fZ(xz) pour Xx; é;D(fi)

PROPOSITION 6.~ Soient E, et E, deux ensembles algébriques. On suppose

que kCEl) ou k(EZ) est une algébre absolument semi~simple. Il existe.

un hononorphisme unique ¢ de k(El) B k(Ez) dans k(E1 x E2) tel que

¢ (£, 08, = £, x £, 3 ¥ est injectif. De plus si U, est un ouvert par-

tout dense de E, (1=1, 2), 4 definit un isomorphisme de
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Eq x By
(U)Eo (U2) sur o (U1XU2)'
I1 est clair que fl x f2 dépend bilinéairement de £, et £, et qu'on
a (f x f2) (f' x £3)= 1 x £,£3 , d'oh l'existence et 1l'unicité de ¢ .

Supposons k(El) absolumvnt semi-simple et soient fj 1 (1 €3 <¢m) des
’
fonctions rationnelles lin¢airement indépendentes sur K , donc aussi sur

K (corollaire 3 du théoréme 1). Soient de plus des fonctions fj s (1 €3 &m)
’
rationnelles sur E2 telles que ?;1 f. . x fj 5 =0 On peut supposer les
= i,

fonctions f, , définies sur un ouvert partout dense U] de E; i=1,2);
’

on aura alors 2~— fJ (x )fj 2(x2) = 0 pour tout X, E;U! . Pour X, fixé,
b4
cecl est une relatlon llnealre a coefficients dans X entre lps f 13 d'apres
’
! a 1
1'hypothése faite, on a donc 3 2(x2) = 0 pour x, €Uj done fJ ,=0.

Ceci montre que Y est 1n3ect1f. On peut donc identifier k(E ) B k(E ) & son

image par ¢ .

Soit g wune fonction rationnelle sur E1 x E2 dont le domaine de défi-
nition dontient l'ouvert U, x U, et soit V; . Uy un ouvert affine partout
dense de Ei (=1, 2) « Coome g Iinduit une fonction réguliere sur le pro-

duit des ensembles aflines V1 et V,, il existe des fonctions rationnelles

fj ; sur Ei dont le domaine de définition contient Vi telles que
b4
vV, xV, = ?E: f. x £, Vv, xV done = 2;'f. x T, autrement
el 1 2 (le 3ol 3;2)l 1 27 € 71 392 3
E /’*\ E
dit gso 1(V ) __2(V2) . Mais on a o l(U ) = V‘fL) o) i(vi) et 18 pro-
el \ i —

position résultera du lemme suivant (utile dans d'autres contextes !)

IEMME 8.~ Solent P et Q deux espaces vectoriels sur le corps k , ?q et

be des familles de sous-espaces de P &t Q respectivement. On a ¢

(1) (4 P, )K)(!;QQ\%):!/\(S(P\*K)QFJ)

A,

Supposons d'abord tous les Q j5 ¢égaux & un méme sous-espace Q' de Q
et soit (yi) une base de Q' . Ies éléments de P X Q' s'éerivent de
maniére unique sous la forme LE x; By, avec x, = P ; pour qu'un tel élé-

1

ment soit dans P, B Q , il faut et suffit que Xi‘é'Rx pour tout i ,

d'ou la formule :
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(2) (NP )BQ = D, BQY

X

On en déduit

V(N

NPB = .
Dt x PO) EREEEN

< Bop)) = AUAEIBRL) = (QE)D (ney)

C.Q.F.D.

Par un roisonnement analoguc et méane plus simple, on démontre la proposi-

tion suivante

PROPOSITION 6 bis.- Soit E un ensemble algébrique tel que k(B) soit une
algébre absolunent semi-simple et k' un sous-corps de K contenant k . L'homo—
norphisme ¢ de k' B k(E) dans k'(EX) qui appliue ADf sur Nf

gst injectif, De plus, si U est un OEYert partout dense de E ,gﬁpwdéfinit

un isonorphisme de k' B o (U) sur o0 (U) .

. . . [ N )
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