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EXTENSION DU CORPS DE BASE DANS LES SCHÉMAS
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EXTENSION DU CORPS DE BASE DANS LES SCHEMAS

1.- Extension des scalaires dans un schéma.

Soient K un corps, L -une extension de K , S un schéma du corps L ,

F le corps des fractions de S , et enfin K1 un surcorps de K contenu dans

L et algébriquement disjoint de F (cette dernière condition ne sert pas au

paragraphe 1).

Proposition 1.- a) La réunion S des schémas affines d'algèbres Kf[A] ,

où A est une algèbre affine dont le schéma est contenu dans S , est un

K1-schéma ;

b) Toute localité de S domine une localité de S j tout anneau local de

L qui contient K! et domine une localité de S domine une localité de

S • Les localités de S qui dominent M € S sont les localités de la forme

Kf[M] ( m idéal premier de K'[M] contenant r(M) , donc contenant lfidéal

n de K![m] engendré par r(M) ) j

c) Si S est réunion de schémas affines S. dyalgèbres affines A. , S

est réunion des schémas affines s V dfalgèbres affines Kf[A.] #

Pour préciser le corps de base envisagé, on dira K-algèbre affine,

K-schéma, K-localité, etc.*.

Soit A une K-algèbre affine, et A1 = Kf[A] • si M = A est une

K-localité appartenant au K-schéma affine S, dfalgèbre A , on a

K![M] = K![a]. -r A* . La correspondance m — ^ m ^A1 est une bijection

de l'ensemble des idéaux premiers de K'[M] sur l'ensemble des idéaux premiers

de A1 qui ne rencontrent pas A - p , i,e« dont l'intersection avec A est

contenue dans p . Il en résulte que cette correspondance est une bijection de

l'ensemble des idéaux premiers de K'[M] qui contiennent r(M) = pA sur les

idéaux premiers de A1 qui coupent A suivant p ; et l'on a

K'[M] t= A'
L Jm Af r\ m

Rappelons aussi qu'un anneau local V domine A si et seulement si

V D A et A r\ r(V) = p . ~

De ce qui précède, on déduit, en faisant varier p parmi les idéaux pre-

miers de A , que le K1-schéma S^, d'algèbre affine A1 se compose des

K'-localités de la forme M1 = K'[M] , avec M € S, et m idéal premier de
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K'[M] contenant r(M) . Comme on a M = A avec p = ( m A À ' ) r > A = m A A =

-r(W) A A , les localités de S^. qui dominent M e SA sont les localités

M1 = Kf[M] où m varie.

Si S est alors un schéma quelconque, il résulte du cas affine qu'on vient

d'étudier que SK' est constitué par les K!-localités M' = K![M]m où M

varie dans S et m parmi les idéaux premiers de K![M] qui contiennent

r(M) ; Mf domine M , et comme deux localités distinctes de S ne sont pas

apparentées, M est la seule localité de S dominée par M1 . De plus si V

est un anneau local de L contenant K! et dominant M 6 S , V domine

Kf^M^[M]nr(V) è S' •

De la caractérisation donnée plus haut de S résulte que si S est

réunion des schémas S. , S est réunion des ensembles S^ 5 comme S

K1
est réunion d'une famille finie de schémas affines Si d!algèbres A^ , S

est réunion des schémas affines S± d'algèbres K ' f X ] en nombre fini. De

plus deux localités de S ne sont jamais apparentées ; en effet soient

M] = K'[M. ] (i = 1 , 2) deux localités de S ' apparentées ; comme M'

domine M. , M- et M~ sont apparentées donc égales, mais comme deux anneaux

locaux de la forme B et B distincts1 ne sont pas apparentés, on a bien

M£ = M' • On a donc démontré que S est un Kf-schéma •

K'
Corollaire 1 : Si S estjm K-schéma complet (resp» projectif) , S

est un K!-schéma complet (resp» projectif)»

Supposons S complet et soit V ion anneau de valuation de L contenant

Kf ; comme S est complet, V domine une localité de S , donc une localité

de S d'après la proposition 1 , b ) , et par suite S est complet. Si S

est projectif, on peut par définition trouver n éléments u^ (1 é i < n) de

L tel que S soit réunion des schémas affines d'algèbres K[u*/u^ ]j c . ̂  n =

tr A^ , donc S est réunion des schémas affines d'algèbres

, donc est projectif.

s L

sont spécialisation d'un nombre fini d'entre elles, à savoir les localités

K![M] , où les m, i
2i x •

par r(M) dans K'[M]

K *
Corollaire 2 î les localités de S qui dominent une localité M €. S

spécialisation d'un nombre fini d'entre elles, à savoir les localités

I > où les m, sont les idéaux premiers minimaux de l'idéal n engendré
—JL
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En effet, les idéaux premiers minimaux m. de n sont en nombre fini

puisque K![M]rrK![A]A ( M = A ) est un anneau noethérien ; tout idéal
A-p P

premier m de Kf[M] contenant n contient l'un des m. 9 et par suite

K*[M] est spécialisation de Kf[M]
m m •

Les résultats précédents conduisent à introduire les notions suivantes :

soit M une K-localité ; on notera CK,(M) lfensemble des K'-localités de

la forme K![M] où m est un idéal premier de K![M] contenant lfidéal n

de K'[M] engendré par r(M) j les localités de CK,(M) correspondant aux

idéaux premiers minimaux de n sont dites les localités déduites de M par

1fextension K!/K •

2.- Extensions successives du corps des scalaires*

Soit K" un surcorps de K! contenu dans L . Si M1 est une localité

déduite de M par l'extension K'/K et Mn une localité déduite de Mf par

l'extension K"/Kf 9 M" est une localité déduite de M par l'extension

K»/K . Soit en effet M1 rr (K«[M]) , M» = (K»[M! ]) t , où m est un idéal

premier minimal de l'idéal n engendré par r(M) dans K'f^M], et m1 un

idéal premier minimal de l'idéal n1 engendré par r(M') dans K"[Mf ] . Si

S s K«[M] - m , on a M' = (K'[M])g , dfoù Ktt[Mf ] = (K»[M])g . Soit

m" = m1 r> p [ M ] j M" est alors l'anneau local de l'idéal premier m" de

K"[M] (Exposé 1, proposition 2) . Cet idéal contient r(M) ; c!est un idéal

premier minimal de l'idéal n" engendré par r(M) dans Kn[M] . Soit en effet

m£ un idéal premier contenu dans mft et contenant r(M) j alors m? est de

la forme m£ <*\ K"[M] , où m£ est un idéal premier de K"[Mf ] contenu dans

m1 et contenant r(M) (exposé 1, proposition 1). L'idéal m ^ Mf est conte-

nu dans r(M') , donc mj r\K'[M] est contenu dans m n r(M') r\ K'[M] j

comme mĵ  r\ K'[M] contient n 9 cet idéal est identique à m 9 et

mi O M' = r(M') ; ml contient donc n1 ; comme mi c m' , on a mi = mf ,

dfoù mîj =: m" , ce qui montre que m" est un idéal premier minimal de n" •

II en résulte bien que M» est une localité déduite de M par l'extension

K"/K .

Soit réciproquement M" une localité déduite de M par l'extension

Kff/K . iilors M" est anneau local d'un idéal premier minimal m" de l'idéal

n" engendré par r(M) dans K"[M] • Posons m = K'[M] n m!! 9 et soit M*
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l'anneau local de m • Montrons que M" est une localité déduite de M1 par

l'extension K»/K! • On a K"[M] C P [ M ' ] CM» j comme M" est anneau local

de m" , c'est aussi l'anneau local de l'idéal premier m' = r(M») n K"[M' ] de

Kw[Mf].Soit n! l1 idéal engendré par r(M') dans K"[M'] ; r(M') est

engendré par m , qui est contenu dans m" , donc dans m1 , dfoù nf C m'

Montrons que m! est un idéal premier minimal de n! .Si S =: K'[M] - m ,

M' est l'anneau de fractions de la partie S de K«[M] , dfoù il résulte que

K"[M'] est l'anneau des fractions de la partie S de K»[M] j il suffira donc

de montrer que mf r% K"[M] = r(Mlf) n KI![M] = m11 est un idéal premier minimal

de n' rx K"[M] . Or, n1 contient r(M') , donc aussi m = K'[M]nm" qui

contient r(M) puisque r(M) C m11 ; donc n' n KW[M] contient l'idéal n"

engendré par r(M) dans K"[M] ; on a

n" C n 1 ^ K»[M] C m1 O K»[M] = m" ;

comme m" est un idéal premier minimal de n" 9 c'est aussi un idéal premier

minimal de n1 <^ K"[M] . On voit donc que M" est une localité déduite de M'

par l'extension Klf/K' . Par ailleurs, il est clair que M* est une spécialisa-

tion d'une localité déduite de M par l'extension K'/K j de plus,

r(Mf) ̂ M r i n n M r m ^ A M r r(M) , ce qui montre que M' domine M j nous

verrons plus loin que si K!f est algébriquement disjoint dans L du corps des

fractions de M , M' est elle-même une localité déduite de M par l'extension

K'/K .

Avant d'étudier plus en détail les localités déduites d'une localité M

par l'extension K'/K , nous démontrerons certains résultats auxiliaires sur les

idéaux premiers et les extensions entières des anneaux noethériens.

3#~ Lemmes sur les idéaux premiers.

Les résultats qui suivent sur les idéaux premiers sont des résultats appar-

tenant typiquement à Krull (cf. Idéalthéorie, page 910), A désigne un anneau

commutatif avec unité*

Proposition 2«- 1) toute partie S de A appartenant à la famille (g

des parties multiplicativement stables ( nus. ) de A ne contenant pas 0 est

contenue dans un élément maximal de fif ;

2) pour que la partie S de A soit un élément maximal de fë , il faut et

suffit que p = (.S soit un idéal premier minimal de A (nul ou non) j

3) si p est un idéal premier minimal de type fini de A , il existe

s fè p et n > 0 tel que spn =: 0 , et il existe x / 0 tel que xp = 0 •
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Le 1) résulte du théorème de Zorn, une fois démontré que fe ordonné par

inclusion, est inductif, ce qui est immédiat.

Si S est m.s* et x £ A , la nlus petite partie m.s* contenant S et

x se compose des éléments sx11 (s € S , n entier ^ 0 ) ; par suite si S

est un élément maximal de <& , pour que x f S , il faut et il suffit qu'il

n'existe pas de partie m.s. contenant S et x , autrement dit qu'il existe

s 6 S et n > 0 tels que sx11 = 0 . Soient alors x± ( 1 4 i £ k) k éléments

n ni
de p = L S qui vérifient par suite les conditions s ^ = 0 ( SjÉ S ,

n. > 0 ) ; si l'on poso s = ÏÏ s. n =: J~" n. , on a pour tous les systèmes
• i i x i X

de k éléments a± de A la condition s(]T[ aixi)n - ° donc Y aixi € P

et p est bien un idéal ; cet idéal est premier puisque S est multiplicati-

vement stable. Si p contient un idéal premier p! , S' = Lpf appartient à

G? et contient S donc S = Sf et p = p' , ce qui prouve que p est un

idéal premier minimal. Réciproquement, si p est un idéal premier de A ,

s = |ÎP appartient à fé et donc d!après ce qu'on a vu, est contenu dans un

élément maximal S1 de G? , mais alors p1 = L S' est un idéal premier

minimal de A contenu dans p , et par suite si p est premier minimal, on

a p = pf et SrrS1 est maximal dans (3 . Ceci montre aussi que tout idéal

premier contient un idéal premier minimal.

Enfin, soit p un idéal premier minimal de générateurs , •.. ,

et supposons s.x,1 = 0 (1 ̂  i <Jk) 5 nous poserons S = S- ... S. ,

n = n- + ... + n, j le produit de s par un monôme de degré n en les x.

est nul, car si m- + .,, + m, = n on a m, > n. pour un certain i et
m. 4

s.x.1 = 0 . Autrement dit spn = (0) . Choisissant m tel que sp "" £ (0) ,

sp =: (0) , et x non nul dans sp , on a donc xp = (0) •

Proposition 3«~ Soit A un anneau entier sur un sous-anneau B •

1) si a est noethérien, et si, considéré comme B-module, il est sans

torsion, pour qu'un idéal premier q de A soit premier minimal, il faut et

il suffit que l'on ait q a B = (0) 5

2) si q est un idéal premier de A tel que q r\ B = (0) , et si p est

un idéal premier de B , on a (q + Ap)nB = p , donc q + Ap ^ A .



15-07

Soit A noethérien et B-module sans torsion 5 si q est un idéal pre-

mier minimal de 0 dans A , il est de type fini (A noethérien), et d'après

la proposition 2, 3) , il existe a ^ 0 dans A tel que aq = (0) , donc

a(B r\ q) ~ (0) , ce qui prouve que B A q = (0) puisque A est un B-module

sans torsion* Réciproquement, si q est un idéal premier de A tel que

B H q = (0) 9 et si q! est un idéal premier de A contenu dans q , on a

q n B = q! n B = (0) et donc (corollaire 1 du théorème 3 de l!exposé 1), on a

q = q1 (le corollaire en question est vrai morne si A nfest pas intègre,

comme le montre sa démonstration).

Soit q ion idéal premier de A tel que q n B = (0) , et soit <p

l'application canonique de A sur Af e A/q ; cp applique biunivoquement B

sur un sous-anneau B! de A1 et l'idéal premier p de B sur un idéal

premier p1 de Bf . De plus A! est entier sur Bf , donc (théorème 3 de

l'exposé 1), il existe un idéal premier qf de A1 tel que qf n Bf = p' ,

dfoù a fortiori (A»pf) O B ' t= p! , i.e. (Ap + q) r\ B = p .

Corollaire s Soient L et K' deux extensions dfun corps K , L étant

de type fini ; les types d'extensions composées de L et K1 correspondent

biunivoquement aux idéaux premiers minimaux de 0 dans L 0 K' .

On a déjà vu (Exposé 14) que toute extension composée de L et K1 est

équivalente à une extension ( F > ù , u ! ) , où p est un idéal premier de

L <g> K! , F le corps des fractions de (Lé?/ Kf)/p , u et uf étant les

homomorphismes naturels de L et K' dans F • Comme les images de u et uf

doivent être algébriquement disjointes, ceci signifie que si K1 est algébrique

sur l'extension transcendante pure X , on a p A ( L ^ X ) = (0) .Or L ç$ K'

est entier sur L $ X , et comme K1 est un module libre sur X , L $ K1 est

un module libre sur l'anneau intègre L 0 X , donc sans torsion et on peut

appliquer la proposition 3, 1) .

Soit M un sous-anneau de L contenant K et admettant L comme corps

des fractions. Soit S l'ensemble des éléments de la forme x $ 1 , où x est

un élément ^ 0 de M ; tout élément de S est inversible dans L # K1 , et

tout élément de L %) K1 se met sous la forme s~ z , où s é S , z € M & K1 •

Raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 1, Exposé 1, on voit

que u — > u ^ (M (g» K!) est une bijection de l'ensemble des idéaux premiers

de L $ K! sur l'ensemble des idéaux premiers de Mqc K1 ne rencontrant pas

S • En particulier, si u est un idéal premier minimal de 0 dans L(>P K' ,

u A (M & K!) est un idéal premier minimal de 0 dans M ^ K f • Réciproquement,
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si L/K est de type fini* tout idéal premier minimal de 0 dans M <g> K1 peut

se mettre sous cette forme. Soient en effet u- , ••• , u tous les idéaux

minimaux de 0 dans L <g> Kf , et soit v± = u± C* ( M ^ K1) ; il y a des ei ̂  0

tels que Uj ••. u m = 0 , d'où v^ . •• v m =r 0 \ tout idéal premier de

M $ K1 contient donc au moins l'un des v. , ce qui démontre notre assertion»

4«~ Extension des scalaires dans les localités »

Nous désignerons par M une localité de L , par F son corps des frac-

tions et par Kf , K" des sous-corps de L contenant K et algébriquement dis-

joints de F par rapport à K .

Proposition 4»- II existe au moins une localité déduite de M par

l'extension K'/K .

Il suffit de montrer que l'idéal n de K'[M] engendré par r(M) ne

contient pas 1 • Soit Kf algébrique sur l'extension transcendante pure X de

K . Alors A rr M # K1 est entier sur B = Mçg* X , et le noyau q de l'homomor-

phisme canonique de M $ K ' sur K![M] ne rencontre pas B puisque

F et K» sont algébriquement disjoints. De plus, l'idéal p = r(M) <g> X est

premier ; en effet, B/p est isomorphe à (M/r(M)) <g> X , donc est un domaine

d'intégrité puisque X/K est une extension transcendante pure. Appliquant la

proposition 3, 2) , et passant aux quotients modulo q , on voit que n A B

est l'idéal engendré par r(M) dans B , donc ne contient pas 1 .

Soient p un idéal premier de M , q l'idéal qu'il engendre dans K![M]

et s un idéal premier minimal de q dans K'[M] . Nous allons considérer le

diagramme commutatif

M * K' * > (M/p) $ K'

K'[M] _L^ K«[M]/s .
-1

Le noyau de OC est p ^ K f =/3 (q) ; le noyau z de y3 est l'intersec-

tion avec M<g> K' du noyau z^ de l'application canonique F ® K' — > K![F] ;

Zj est un idéal premier minimal de 0 dans F $ K' (corollaire à la proposi-

tion 3) , donc z est un idéal premier minimal de 0 dans M$t» K1 • Le noyau

de â est s ; celui de S o fi est ^ (s) ; comme j3 est surjective,

cette application définit un isomorphisme de (M $ K')/z sur K![M] , et

-1 ^ "" -1
fi (s) est un idéal premier minimal de z + p o p K ' n z + c * (0) • Si u eôt
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-1 .
le noyau de ^ , celui de # o c* est oc (u) j comme Jf o (X = o o y3 ,

-1 -1
on a a (u) = y3 (s) j comme <X et p sont surjectives, on a

~" ~ -1 -1
u = a ( fi (s)) s = /S («• (u)) .
mm f mm mm ••»

Dans le cas où il n'y a qu'un seul type dfextension composée de F et de

K1 (en particulier si K!/K est primaire, ou F/K primaire), F(g?K' nfa

qu'un seul idéal premier minimal z, de 0 (corollaire à la proposition 3 ) ,

qui est par suite nilpotent, ce qui montre que z est nilpotent. Donc z est

contenu dans tout idéal premier de M<g> Kf ; comme fi (&) est un idéal premier

-1 , ~*
minimal de z + ûc (0) , c'est aussi un idéal premier minimal de Oc (0) j

""" -1
comme OC est surjective, u = & ( fi (s)) est un idéal premier minimal de 0

dans (M/p) & K' . Si R est le corps des fractions de M/p , on a

u = ((M/p) ç£> K') O u - , où u- est un idéal premier minimal do 0 dans

R<g> K1 . Il en résulte d'abord que u n'a que 0 en commun avec (M/p) <g> 1 ,

1
donc que y3 (s) O ( M $ 1) = p $9 1 , et par suite que s A M =: p • L'application

canonique de (K'[m]) sur le corps des fractions Rf de K'[M]/s définit
S ""*

donc un isomorphisme de M/p dans Rf , qui se prolonge en un isomorphisme de

R sur un sous-corps de R1 • Comme u- est un idéal premier minimal de 0

dans R'X) K1 , il est clair que l'image de R dans Rf est algébriquement

disjointe de K! par rapport à K .

Proposition 5«- Si M1 est une localité déduite de M par l'extension

K'/K , M1 a même niveau, même hauteur et même dimension que M •

Comme K' et F sont algébriquement disjoints, il est clair que M et

M1 ont même niveau j il suffira donc de montrer que ces localités ont même

dimension. La localité M1 est l'anneau local d'un idéal premier minimal m

de l'idéal n engendré par r(M) dans K'[M] ;soit R = M/r(M) ; R et

K' s'identifient à des sous-corps de K'[M]/m , et K'[M]A = K'[R] 5 il en

résulte que la dimension de M' est au plus égale à celle de M • Soit K1 la

fermeture algébrique de K dans Kf ; on a vu plus haut que Mf est une loca-

lité déduite par l'extension Kf/Kf d'une localité M sur K' qui domine M .
o 0 0

Le corps M /r(M ) contient une image isomorphe du corps R j son degré de

transcendance sur K est donc au moins égal à la dimension de M ; comme K

est algébrique sur K , il en résulte que la dimension de M est au moins

égale à celle de M . Il suffira donc de montrer que M1 a même dimension que

M • on est donc ramené à démontrer la proposition 5 dans le cas où K'/K est
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une extension primaire. Or, dans ce cas, il résulte de ce qui a été dit plus

haut que R et Kf sont algébriquement disjoints dans K^Ml/m , ce qui

démontre la proposition 5*

Corollaire s Si M" est une localité déduite de M par 1!extension

K»/K , et si K C K1 C K» , il y a une localité M1 déduite de M par l'exten-

sion K'/K telle que M» soit déduite de M! par l'extension K"/Kf .

On a vu plus haut qu'il y a une localité M' sur K1 qui est une spécia-

lisation d'une localité M! déduite de M par l'extension K'/K et qui est

telle que M" soit déduite de M1 par l'extension Kn/K' • Les dimensions de

M' , M" sont donc égales, et par suite toutes deux égales à celle de M , d'où

dim M1 = dim Mi = dim M , et par suite M' = Mi , puisque M1 est spécialisa-

tion de M! •

Proposition 6.- S'il n'y a qu'un seul type d'extension composée de K'/K

et de (M/r(M))/K (donc en particulier si l'une de ces extensions est primaire),

il nfy a qu'une localité déduite de M par l'extension K'/K ; si l'une au

moins des extensions Kf/K , (M/r(M))/K est séparable, le radical de toute

localité déduite de M par l'extension Kf/K est engendré par r(M) •

Soient m^ , ••. , m, tous les idéaux premiers minimaux de l'idéal n

engendré par r(M) dans K![m] ; nous utiliserons les diagrammes (1) relatifs

à p =r r(M) , q r: n , s = m, j les homomorphismes oc et û sont le s mêmes

pour tous ces diagrammes ; soient ^. et S. les homomorphismes )f et S

du diagramme relatif à m. • On a ici M/p = M/r(M) • nous désignerons ce corps

par R . Il résulte de la proposition 5 que le noyau u. de y. est un idéal

premier minimal de 0 dans R ® K' ; on a m. = fi( <x (u.)) • Sfil n'y a
mmm i •""î

qu'un seul type d'extension composée de R et de K1 , R>% Kf n'a qu'un seul

idéal premier minimal de 0 j les u. sont donc tous égaux, et il en est de

même des m. , d'où h = 1 • Dans le cas général, on voit que les u, sont tous

distincts ; soient u - , .. <, , u, , .. • , u tous les idéaux premiers minimaux

de 0 dans R ^ K ! ; leur intersection est un idéal nilpotent. Si l'une au

moins des extensions R/K , K'/K est séparable, R (g Kf n'a aucun élément

nilpotent ^ 0 , d'où u ^ ••• ̂ u m = |o} .Si i < h , soit u± un élément

de RxjK' n'appartenant pas à ui mais appartenant aux u, d'indices £ i

entre 1 et m : soit v. un élément de M %> Kf tel que «(v.) = u. ; /S(v*)

n'est dohc pas dans mi . Soit x un élément de mi ; si y £ M ® K1 est tel
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que /S (y) = x , on a <X (y) £ m , d'où & ( y ) ^ = 0 et yv^ appartient au

noyau r(M) (fc K! de oC ? il en résulte que x fi (v.) appartient à n ;

comme A (v.) f m, , il en résulte bien que le radical de (K'[M]) est engen-

dré par n , donc par r(M) .

Proposition 7»- Soit P une localité dont M est une spécialisation* Si

Pf est une localité déduite de P par l'extension K'/K s> il y a une localité

M1 déduite de M par l'extension K!/K qui est une spécialisation de P1 .

Soit X l'application canonique Pf — > Pr/r(Pr) j nous identifierons

K' à A(K') . L'extension K'/K est algébriquement disjointe (dans P'/r(P'))

du corps des fractions de \ (?) (proposition 5) • Soit M r A (M) j M est

une localité de radical r(M) = A(r(M)) . Soient n lfidéal engendré par

r(M) dans le sous-anneau K'[M] de P!/r(P!) et m un idéal premier minimal

de n (proposition 4 ) . On a K»[M] = A (Kf[M]) , n =r A(n) , si n est

l'idéal engendré par r(M) dans K'[M] j l'ensemble m des x £ K![M] tels

que A (x) ^ S est un idéal premier minimal m de n . Lf anneau local M1 de

m est une localité déduite de M par l'extension Kf/K • Par ailleurs, m

contient r(Pf)AK![M] 5 comme P1 est l1 anneau local de Kf[p]nr(Pf) et

comme K'[P] est l'anneau des fractions de la partie multiplicativement stable

M - (r(P) r\H) de K«[M] , P' est l'anneau local de r(Pf) n K'[M] , et M'

est une spécialisation de P' .

Proposition 8.- Soit P une localité dont M est une spécialisation, et

soit Mf une localité déduite de M par l'extension K'/K • S'il n'y a qu'un

seul type d'extension composée de F/K et de K'/K , il y a une localité P1

déduite de P par l'extension K'/K dont Mf est une spécialisation.

On a P = M , où p est un idéal premier de M 5 M! est anneau local

d'un idéal premfer minimal m de l'idéal engendré par r(M) dans K'[M]..

Cet idéal contient l'idéal q engendré par p dans K![m] j m contient donc

un idéal premier minimal s de q , Or, il résulte de l'étude que nous avons

faite du diagramme (1) que s n M = p . Soit P' l'anneau des fractions de s j

c'est une localité qui admet M1 comme spécialisation. Puisque s n M = p ,

P1 domine P j par ailleurs, P' est l'anneau local de l'idéal premier

r(P') r»K'[P] de K'[P] , puisque K'[M] CK'[P] C P' . Montrons que cet idéal

premier est un idéal premier minimal de l'idéal q' engendré par r(P) dans

K'[P] . Comme Kf[P] est l'anneau de fractions d'une partie multiplicativement
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stable de K'[M] , il suffit de montrer que (r(P') n K'[P]) n K'[M] = s est

un idéal premier minimal de q! ̂  K'[M] ; or q1 contient r(P) r\ M = p ,

donc qf contient q , et notre assertion résulte de ce que s est un idéal

premier minimal de q .

Remarque t La conclusion de la proposition 8 ne serait pas valable en géné-

ral sans l'hypothèse qu'il n'y a qu'un seul type d'extension composée de F et

de K1 • On s'en convaincra par l'exemple suivant. Soient K le corps des nom-

bres réels, K' celui des complexes, K'[x , y ] un anneau de polynômes en

deux lettres x et y et A = K[x , ix , y ] . Soit p l'intersection avec A

du noyau de l'homomorphisme K![x , y ] —àh K'[x] qui applique x sur x et

y sur i • On voit alors facilement que l'idéal engendré par p dans

Kf[x , y ] est l'intersection de l'idéal pi engendré par y - i et de l'idéal
2

2o engendré par x et y + i • L'idéal m engendré par x , ix et y + 1

dans A est premier j soient M et P les anneaux locaux de m et p , M'

l'anneau local de l'idéal pL de Kf[x , y ] $ il n'y a qu'une localité déduite

de P par l'extension K'/K s c'est l'anneau local P1 de pi • Par contre,

M' est une localité déduite de M par l'extension K'/K j M est une

spécialisation de P , mais M' n'en est pas une de P' •


