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SUR UNE GENERALISATION
DES SYMBOLES DE LEGENDRE-JACOBI

par P. CARTIER (Strasbourg)

INTRODUCTION

Un théoréme assez peu connu (Zolotareff, Frobenius) donne une
interprétation des symboles de Legendre-Jacobi au moyen de la signature
de permutations convenables. Cette interprétation suggére une geénéralisa-
tion de ces symboles, a laquelle nous consacrons dans ces pages une €tude
élémentaire. Les propriétés des symboles généralisés redonnent facilement
les principaux résultats classiques de Legendre, Gauss et Jacobi et nous
permettront d’étendre le théoréme de Zolotareff-Frobenius au cas des corps
de nombres algébriques. On peut utiliser les résultats de cette Note pour
donner un exposé rapide des propriétés des symboles de Legendre-Jacobi,
exposé qui différerait trés peu de celui de Frobenius dans [2].

PREMIERE PARTIE
LA LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE ET LE LEMME DE (GAUSS-SCHERING

1. Résumé des résultats classiques (Legendre, Gauss, Jacobi).

Soient a et b deux entiers, avec b > 0. On dit que a est reste quadratique
modulo b s’il existe deux entiers x et y tels que x> = a -+ by, autrement dit,
si la classe de a est un carré dans ’anneau des entiers modulo b. Gauss
note a R b cette relation et a N b sa négation. Soient p et ¢ deux nombres
premiers, distincts de 2 et distincts entre eux. La loi de réciprocité qua-
dratique, conjecturée par Euler, démontrée partiellement par Legendre, et
¢tablie par Gauss en 1796, affirme qu’il n’y a que les quatre possibilités
suivantes:
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pNgetgq NP} 5L 2 ot ¢ o5t congn £ 1 madulo 4

pRgetgNp

pNgetg Rp} s1 p et g sont congrus a 3 modulo 4.

Le symbole de Legendre () est défini pour un nombre premier p # 2
et un entier a non divisible par p; il vaut 1 ou —1 selon que a est reste
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quadratique modulo p ou non. L’introduction de ce symbole permet de
condenser la loi de réciprocité en la formule

o
4/ \P

Jacobi a généralisé les symboles de Legendre de la maniére suivante: soit
b un entier positif impair, de la forme p, ... p, ou les nombres premiers
D1, -, Py SONt nécessairement distincts de 2; si a est un entier étranger a b,
il n’est divisible par aucun des nombres premiers p, ..., p, et on définit
le symbole de Jacobi (;) comme le nombre () ... (5,). On a (;) = 1 si a
est reste quadratique modulo b, mais la réciproque n’est pas vraie, et la
signification des symboles de Jacobi est moins évidente que pour ceux de
Legendre.
Voici les principales propriétés des symboles de Jacobi:

A. Propriétés de multiplicativité et de congruence.

(I) Si b est impair et positif et a, a’ étrangers & b, on a (“4) = (§) ().
(II) Si b est impair et positif, a et @’ étrangers a b et si a = a’ mod. b,
on a (3) = ().
(III) Si b et b’ sont impairs et positifs, et a étranger a b et b’, on a
(o) = () ()-
(IV) Si b et b’ sont impairs et positifs, a étranger a b et b’, a congru a 0
ou 1 modulo 4, et si b = b’ mod. |a|, on a (§) = (5).

B. Loi de réciprocité et compléments.

(V) Si a et b sont impairs et positifs, et a étranger a b, on a
a—1 ,b—1,

G@=(D 2 2

(VI) Si b est impair et positif, on a (T3) = (—=1)*¢~ Y,

(VII) Si b est impair et positif, on a (;) = 1 ou —1 selon que b est congru
modulo 82 +1oua £3.

C. Restes quadratiques.

(VIII) Pour tout nombre premier p # 2, on a (3) = a**~ " mod. p.

(IX) Sip # 2 est premier, 'entier () est égal a 1 ou —1 selon que a est ou
non reste quadratique modulo p.
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On peut étendre la définition des symboles de Jacobi en posant
| (_9) = (%) pour b positif impair et a étranger a b. Notons o (x) le signe
| d’un nombre x non nul, égal a x/ x]; on a alors ’expression la plus générale
de la loi de réciprocité sous la forme

a—1 b—-1 g (a)—1 o (b)—1
<a><b>:(—1) N
b)\a ‘

ol a et b sont deux entiers impairs de signe quelconque, avec a €tranger
b1 2 b. Nous laissons au lecteur le soin de modifier les propriétés (I) a (IV)
| pour couvrir ce cas plus général.

Les propriétés (III) et (IX) ci-dessus ne font que traduire la construction
B des symboles de Jacobi et en donnent donc une caractérisation axiomatique.
Notons la généralisation suivante de (VI):

I (VI') Si b est impair et positif et a étranger & b,ona (" §) = (=1 * 7V ().
" Une démonstration facile par récurrence sur le maximum de |a| et b montre
© que les groupes de propriétés (II) -+ (IV) 4+ (VI') et (ID) + (V) + (VI')
fournissent deux caractérisations axiomatiques des symboles de Jacobi.
i En principe, la théorie des symboles de Jacobi ne contient rien de plus
i que celle des symboles de Legendre; en particulier, la loi générale de
% réciprocité (2) est une conséquence facile de (1). Mais le calcul effectif
. d'un symbole de Legendre par la formule de réciprocité oblige a de
¢ nombreuses factorisations en nombres premiers, et 'on sait que celles-ci
5 sont ennuyeuses et longues pour des nombres un peu grands. Le lecteur
£ pourra s’exercer & montrer par cette méthode que le symbole de Legendre
S = (*5121348) vaut —1, c’est-a-dire que la congruence x* = — 1148 mod. 523
n’a pas de solution (523 est premier). Voici & titre de comparaison le calcul
E par les symboles de Jacobi. On a 523 = 3 mod. 8, d’ou (535) = —1 par
B (VID:;ona —1148 = —102mod. 523,dou S = (553 = (535)(553) = — (33}
% par (I) et (I). Comme on a —51 = 1 mod. 4 et 523 = 13 mod. 51, on a
£ (553) = (T13) par (IV). Enfin,ona —51 = I mod. 13 etdonc (3) = (%) =1
¢ par (I), d’ou § = —1.

E: 2. Démonstrations de la loi de réciprocité par le lemme de Gauss.

On sait que Gauss n’a pas donné moins de six (et méme sept)
démonstrations de la loi de réciprocité [3]. Nous nous intéressons ici a la
B troisicme (1808) et a la cinquieme (1818); elles reposent toutes deux sur
le lemme de Gauss (1808) qui s’énonce comme suit: étant donnés un
R ombre premier p # 2 et un entier a non divisible par p, notons n le nombre

L’Enseignement mathém,. t. XVI, fasc. 1. 3
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des entiers x compris entre 1 et (p—1)/2 et tels que — ax soit congru modulo p
a un entier compris entre 1 et (p—1)/2; on a alors (;) = (—1)".

Nous allons donner une version simplifiée des deux démonstrations de
Gauss. Les notations sont les suivantes: p et g sont deux nombres premiers,
distincts de 2 et distincts entre eux; on pose p = 2p’ -+ 1 et ¢ = 29’ + 1,
et 'on note R I’ensemble des couples d’entiers (x, y) avec 1 < x < p’ et
1 <y < q’'; enfin, on note |X| le nombre d’éléments d’un ensemble
fini X.

Voici d’abord la troisiéme démonstration de Gauss, dans la présentation
«géométrique» d’Eisenstein. On note [¢]la partie entiére d’'un nombre réel ¢,
c’est-a-dire le plus grand entier majoré par f. Supposons que a soit entier
et ¢ non entier; on établit immédiatement la formule

(3) [a—t] = a —[f] — 1.

Notons Y ’ensemble des entiers y compris entre 1 et 2¢’ et t la permutation
de Y qui transforme y en ¢ — y; pour tout y € Y, on pose F (y) = (—1)p/4],
Comme p est impair, la formule (3) ou I'on fait a = p et t = py/q (}) donne

(4) F(1(y)) = F(y)  pour tout y dans Y.

Or, tous les cycles de la permutation t sont d’ordre deux, et le produit

[T F (y) a donc la méme valeur pour toutes les parties S de Y rencontrant
yeS

chaque cycle de 7 en un point et un seul. On peut prendre pour S
I’ensemble {1, 2, ..., g’} ou ’ensemble {2,4, ..,2q'}, dou la formule

5 [1F ) = [1F @,

Soit y un entier compris entre 1 et ¢’; il existe un unique entier v compris
entre —g' et ¢’ et congru a py modulo ¢; on peut donc poser py = qu + v,
ou u et v sont entiers et |v| < ¢g’. Comme ¢ ne divise pas py ('), ona v # 0,
et il est immédiat que [2py/q] est égal a 2u ou 2u—1 selon que 'onav > 0
ouv < 0. Autrement dit, ona F(2y) = 1siv > et F2y) = —1siv < 0.
Le lemme de Gauss entraine alors la formule

© () =11ren

q

Enfin, soit P I’ensemble des couples (x, y) appartenant a R et tels que
v

py > gx; il est immédiat qu’on a |P| = Y [py/q], d’ol, par définition de
y=1

F, la formule




T R ER RN

35 —

(7) (—-DIFl = UIF(y)-

Les formules (5), (6) et (7) donnent (¥) = (—1)!*l. En échangeant les
roles de p et ¢, on trouve (;) = (— 1)!el out Q se compose des couples (x, »)
appartenant 4 R et tels que py < gx. Pour tout (x,y) dans R, on a

© px # gy (Y); par suite, les ensembles P et Q forment une partition de R,

. dou |P| +
G = (=D

Q| = |R| = p’q'; on a donc prouvé la formule de réciprocité

Nous exposons maintenant la cinquiéme démonstration de Gauss sous
la forme trés transparente due a Frobenius [2]. On a utilisé précédemment
le fait que py—gqx est non nul pour tout couple (x, y) appartenant a R.

1 Les inégalités suivantes

Ry: py — gx < —q/2
R,: —g2<py—qgx< O
Ry: 0 <py—gx< pl2
Ry: pl2 <py —qx

~ définissent donc une partition de I’ensemble R en quatre parties notées

Al

jj§2§% A o I T

E—

encore Ry, ..., R,. Pour y donné compris entre 1 et g’, I'inégalité R, ne
peut avoir lieu que pour une valeur au plus de x et 'ona alors 1 < x < p’;
on a donc (%) = (—1)!®2! par le lemme de Gauss. On établit de méme la
relation (j) = (—1)!®3! Enfin, I'application (x, y) = (p'+1—x, ¢'+1—y)
est une bijection de R, sur R,, d’ou IRI! = |R4|. On a alors

p'a’ = IRl = [Ry| + IRy + [Ry| + [Ry| = |Ry| + Ry mod. 2,

d’olt immédiatement la formule de réciprocité (%) (£) = (—1)P?.

3. Démonstration du lemme de Gauss-Schering.

Les démonstrations précédentes n’utilisent que le lemme de Gauss pour
calculer () et le résultat suivant: si x et y sont des entiers telsque 1 < x < p’
et ]l £y =gq’,onapy# gx. Or, ce dernier fait ne nécessite pas que p et ¢
solent premiers, mais simplement qu’ils soient étrangers (lemme d’Euclide).
Les deux démonstrations de Gauss établissent donc la loi de réciprocité (V)
pour les symboles de Jacobi, pourvu que 'on prouve la généralisation
sutvante du lemme de Gauss: soient b un entier impair et positif et a un

1' Si x est un _entier et y un entier compris entre 1 et ¢/, on a py = gx: en effet, g est
premier et ne divise pas le nombre premier p # ¢, ni le nombre y < ¢, donc il ne divise

pas py.
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entier étranger a b; on a (5) = (— 1) o A est Iensemble des entiers x
compris entre 1 et (b—1)/2 et tels que — ax soit congru modulo b a un entier
compris entre 1 et (b—1)/2. C’est ce qu'a démontré Schering (éditeur des
cuvres de Gauss) en 1876; nous allons donner un exposé simplifié de sa
méthode [5].

Pour tout diviseur m de b, soit 4,, ’ensemble défini de maniére analogue
a A, au remplacement prés de b par m; on note aussi B, ’ensemble des
entiers compris entre 1 et (m—1)/2 et étrangers a m. On montre facilement

b

que tout élément de A s’écrit de maniére unique sous la forme —.x ou m
m

est un diviseur de b et x un élément de 4,, » B,,;

posant 5 (a, m) = |4,, n B,|, on a donc
(8) |A] = ZI n(a, m).
m|b

L’argument suivant est une extension de celui par lequel Gauss établit
son lemme. Soit m un diviseur de b. Il existe une permutation u de B,, et
une fonction ¢ sur B, a valeurs dans {1, —1} caractérisées par la congruence

(9) ax = ¢(x).u(x) mod. m pour tout x € B,,.

Or, Bm| est égal a 15 ¢ (m), ou ¢ (m) est 'indicateur d’Euler bien connu;

comme u est une permutation de B,, on a [[x = []u(x); enfin, on a
x € By, x € By,

¢(x) = —1 si et seulement si x appartient a A4,, n B,,. Multipliant les

congruences (9), on obtient aprés simplification (?)

(10) a*?tm = (—qyem mod. m.

Supposons m # 1 et soit p un diviseur premier de m; on pose m = p’.m’
-1

avec m’ non divisible parpetf > 1.Or, ona e (m) :PT -pf Lo (m'),

p est impair et ¢ (m’) est pair si m’ # 1; la congruence (10) entraine une

congruence analogue modulo p, et 'on a @**~ " = (%) mod. p par le lemme

d’Euler (cf. (VIII)). De tout ceci, on déduit

a
si m = p/ avec p premier et f > 1,

(11) (=™ =J\p
1 dans les autres cas.

2 Le résultat le plus général de ce type est le suivant: soient G un groupe commutatif
fini et G’ un sous-groupe de G; ’homomorphisme de transfert de G dans G’ transforme
tout @ € G en alG/G'l, Ici, G est le groupe multiplicatif des éléments inversibles de ’anneau
des entiers modulo m, et G'={1,—1}.
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Posons alors b = p{l p{r, les nombres premiers pq, ..., p, étant distincts et

" les exposants £, ..., f, strictement positifs. De (8) et (11), on déduit sans peine

—1 4] = ¢ <a) = < >9
e <p1) 28 b

c’est-a-dire le résultat de Schering.

DEUXIEME PARTIE

SYMBOLES GENERALISES

Il est assez tentant de renverser I'ordre des démonstrations précédentes et
de définir le symbole de Jacobi par le lemme de Gauss-Schering; les raisonne-

- ments de la premiére partie montrent comment établir la loi de réciprocité (V)

a partir de cette définition, et il ne serait pas difficile d’obtenir avec cette
définition les propriétés (I) a (IX) des symboles de Jacobi. Un tel exposé
serait assez artificiel, mais il se présente heureusement une possibilité bien

plus satisfaisante. Notons Z, le groupe additif des entiers modulo b et u,

Pautomorphisme de Z, défini par la multiplication par a; par des raison-o
nements élémentaires exposes plus bas, on montre que le lemme de Gauss-

- Schering équivaut au résultat suivant: (3) est la signature de la permutation u,
 de I’ensemble Jini Z,. Ce théoréme a été prouvé par Zolotareft [6] en 1872
- pour le cas oli b est premier, et généralisé immédiatement par Frobenius [2];
il suggere immédiatement la définition suivante des symboles ().

4. Etudes des symboles (¢).

Soit G un groupe commutatif fini, d’ordre impair 21z -+ 1, dont "opéra-
tion est notée additivement. Pour toute partie X de G, on note X ~ ["’ensemble
des €éléments —x de G, pour x parcourant X. Pour tout automorphisme u
de G, on note () la signature de la permutation u de ’ensemble fini G. La
multiplicativité des signatures entraine immédiatement

(12) <?> B C?) (72?)

pour deux automorphismes u et v de G.

L’application x |—» —Xx est un automorphisme de G que I’on notera

~ simplement — 1. Pour tout x € G, on a (2n--1).x = 0, et I'on ne peut donc
~avoir x = —x que lorsque x = 0. Il s’ensuit que — 1 a un cycle de longueur

W
A
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I et n cycles de Jongueur 2, et par suite sa si est(—1). A dit,
on a la formule
-1
= (=1)tuel-n,
(13) (G) (=1y

Nous passons maintenant & une généralisation du lemme de Gauss-
Schering. On appelle demi-systéme toute partie S de G* = G — {0} qui
rencontre chaque cycle de — 1 dans G* en un point et un seul; il revient au
méme de dire que les ensembles S, S et (0] forment une partition de G.
Par exemple, si G cst le groupe additif des entiers modulo b (b est un entier
impair et positif), 'ensemble des classes modulo b des entiers compris
entre | et (h—1)/2 est un demi-systéme, Nous allons établir la formule

U\ o (= [)sns™ |
(4 (G) (=1 '

ol u est un automorphisme de G et S un demi-systéme. La dé
est analogue & celle de Frobenius [2, page 630).

On a u(0) = 0, donc () est aussi la sig de la p jon u*
de G* induite par w. Posons § « {x,, .., x,} et énumérons les éléments
de G* sous la forme

Ko Xay cony X gy Xy =Xy = Xyogyoony =Xz, =Xy

si x et y sont deux éléments de G*, la relation x < y signific que x précéde
y dans la liste précédente. L'ordre choisi sur G* est donc tel que x < y
entriine —x > —y et que S s¢ compose des x € G* tels que x < —x. On
appelle inversion de u* un couple (x, y) d'é@éments de G* tel que x < y et
u(x) > (y). On note I 'ensemble de ces inversions, de sorte qu'on a

(15) (;) = (="

d"aprés I'unc des définitions usuelles de la signature. Par ailleurs, on a
(= x) = =u(x), et les propriétés de la relation d'ordre sur G* montrent
que I'application (x, y) |=(=y, —x) est une permutation ¢ d'ordre 2 de I;
par conséquent. [I] a méme parité que le nombre m des éléments de 1
invariants par @ et I'on a done () = (= 1)" d"aprés (15). Or m est le nombre
des couples (x, —x) avee x < —x et Mx) > —ux), c'est-d-dire xe S et
wx)eS"; onadone n o [W(S)n S|, d'od (14).
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Nous i i la deuxiéme forvnde de mudtiph é. On
note G* un sous-groupe de G el G* le groupe<quotient G/G”; on se donne
aussi un avtomorphisme w de G lassant stable G'. On note »' l'auto-
| morphisme de G induit par & et ¥* I'astomorphisme de G* déduit de u par
passage au quotient. Je dis que F'on a

(] u'\ fu*

i ()= (@)G)

| Notons = I'homomorphisme canonique de G sur G°, §' un demi-systéme
mc'armmmc onpose T = 2 '(S)etS = S'OUT.
1 est immédiat que S est un demi-systéme dans G et que ks ensembles
u'(S‘)nS" et T)n T~ forment une partition de 1(S) » S, d'od
|
an ()N S~| = W'(SINS~| 4 [w(T)nT-|

Par aileurs, 'ensemble s(T)~ 7~ est la réunion des classes modulo G*
appartenant & #°(5") » 5”7 ; l'ordre d'une telle classe est égal i |G'), et
comme [G°| divise le nombee impair |G, il est impair. Ceci montre que
[T) T | a méme parité que |W'(S™) » 5771, et la formule (16) résulte
llmde(ll)el(l'l)

particulier imp de (16); c'est celui ob ke

| unupeculmudnmcdedmxmo-pc ¢t G°, ol ' est un
automorphisme de G et &° un auomorphisme de G°, ¢t o w est 'auto-
morphisme de G qui induit »” sur G et o sur G*. La démonstration s’obtient
au moyen de I'isomorphisme bia connu du sous-groupe G de G sur ke
groupe-quotient G/G° qui Wenl isme déduit de u
par passage au quotient. On peut aussi déduire ce cas du résultat suivant:
soient X et X* dewx ensombles finis, 3° 1ve permutation de X° et 5* wne
permutation de X"; on pose X =« X' % X" et I'on note s la permutation
(R, X7) b (K STXT)) de X, ST e (resp. ¢, «°) est la signature de s
(resp. &, 8°), awr @ & = &7 "7, La démonstration est facile et laissée

au lecteur,

2 Restes quadratigues dans les corps finis.

Dans tout ce muméro, on note F wn corps fini, et q le nombre de ses éléments,
Gue I'ow suppose bnpair ; il revient au méme de supposer que la caracténistique
# de F est diffiérente de 2. On a g = p/, od fest le degré de F sur le sous-
corps F, formé des entiers modulo p. Si @ est ua éément nom nul de F, la
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multiplication par @ est un automorphisme du groupe additif F* de F,
dont la signature sera notée (7). la formule (12) da n® 4 catraine alors

(1s) (':) - (:)(:) pour @, b non nuls dans F.

Nous établissons maintenant l2 formule (*)
19) (’:)= alte-v pour a non nul dans F.

La dém. on est wne ion de celle que Gauss a utilisée pour
démontrer son lemme. On choisit un demi-systéme S dans F* | tout @ément
non nul de F s'écrit de maniére unique sous la forme cx avec ce {1, — 1)
et xe S 1l existe done une permutation u de S et une application £ de §
dans {1, —1} telles que ax = ¢ (x)w(x) pour tout x ¢ S; multipliant ces
égalités entre elles et tenant compte de la relation []-(x)-— nx.onlmuv:

apeés simplification a'*! nz(xl Or, on a I-SI l/s(q-l) et l'on a

g(x) = =1 51 et sculement & ucS La formule (14) achéve alors la
démonstration.

La signification des symboles () est la sui : o¢ nombre est égal é |
a-—lxhnquac.noummr-ddauktwpl‘ Rappelons que e
groupe multiplicatif du corps F est cyclique d'ordre ¢—1: nous choisirons
un générateur = de o groupe ¢t poscrons ¢~ 1« 2. Alors les éléments non
nuls de F peuvent s'énumérer comme suit

la premigre ligne contenant kes carrds et la deuxiéme les non-carrés. Comme
(18) entraine (') = 1 et (*3"") = (7). il nous suffira de prouver |a relation
@ =~

A. Premiére démonstration (Euler): on a #* # 1 et () « 7 = |
car 2 est d'ordre 20; on a done 2" = — 1, d'0 (§) = 2V w2
d'aprés (19).

o 2 e (ol

fh): la licati pu':duml‘
|ramrm0mlmctmmeamhmula &ééments

' 'Mm!m&.ummmnm&'.a ideatifiant les
entiers | ¢t —1 & leurs images naturelies dans le corps F,
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2,2, .., 2, donc c'est une permutation impaire, et (3) = =1 d'aprés
hdlﬂnhiondt(,)mcmmn.

Nous un espace el V de di ion finie &
sur le corps F et un automorphisme « de ¥; on note det u le déterminant
de w. J'affirme que 'on a

2 u delu)
o () -(%)
On ne int pas la généralité en supp qu'on a ¥V = F. Daprés

un résultat classique et facile (*), le groupe des automorphismes de ¥ est
engendré par les éléments de la forme suivante

Dy, o ea(Xay e X) = (8%, 000 0,X))

S00g0 ceen X) = (Xyy ey Xpm g0 Ko 10 Xy Xpa 34 2000 Xg)

L E T ) R € TPRRE NE JE T TTE TS TE ORI A N

ol @y, ..., a, sont des élémeats non nuls de F et 7 un entier compris entre
. letd—1. Or, les deux membres de la formule (20) dépendent multiplicative-
ment de w d"aprés les relations (12) et (18); il suffit donc d'examiner les cas
0@ west de I'une des formes D, .. S,et T,

a) Le cay de D, . posoms Gy = ..« G, = F' et notons u,
Pautomorphisme de G, défim par la multiplication par a,; on a donc

Voo Gy X % Gy oot ulxy, ey X)) = (0,05,), oey X))

pour x, € Gy, ..., x,€G, De la formule (16), on déduit par récurrence
sue d la formule (§) = () .. (24): or ona (2) = (§) par définition, et le
déterminant dew et @, .., a,, d'od (20).

b) Le car de S;: dans ce cas, w échange ks coordonnées d'indice 7 et
i 4 15 c'est une permutation d'ordre 2, qui posséde ¢*~* points fixes, et
a donc la méme parité que Ya(g'~4*"") = Yalg—1)y*"'. Comme ¢ est
impair, on a donc (3) = (= 1)'*" 1 = ('), et le déterminant de u est égal
4 ~1; o0n a prouvé (20).

4 Ce réailar Aquivaat & .- L o aeciibes | e todle
matrice peut &ire ramenée & la forme Wnnmd‘mmhﬂuﬁmm

B) ajouter & une colonne un multiple ¢"unc autre.
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¢) Le cas de T,: on a alors u" = 1, d'obt (J) = (V) = 1; comme pest
impair, on a donc (§) = 1. Par ailleurs, le déterminant de west 1, d"o (20).
Ceci achéve la démonstration de (20).

Remarque : on conserve les notations F et V précédentes, et I'on note
V* I'ensemble des éléments moa nuls de V. Notoas aussi F* le groupe
multiplicatif des ééments non nuls de F. Le groupe F* agit sans point fixe
sur ¥* par multiplication, ¢t son action commute & celle du groupe GL(V)
des avtomorphismes de 'espace l*-\«lotiel | A
Dans une Note antéri (Sur une généralisation du transfert on théorie
daumm ce méme journal, pp. 49-57), nous avons étudié la situation
Xestun ble fini, Getdlmld«u;m-punonm
wv.\’;on ppose que A est if et agit sans point fixe sur X, et
que les actions de G ¢t A commutent. On a défini un homomorphisme @,
de G dans A par la construction suivante: on choisit un ensemble § = X'
tel que tout éément de X s'écrive de maniére unique sous la forme a. s
avec a€ A et s€ S; pour tout ge G, il existe une permutation ¢ de S et
upe application x de S dans A telles que g (5) « 2(s) . ofs) pourtoutse §;
on a alors @ (g) = [|’= (5), ce produit ne dépendant pas du choix de S.

Si A" est un sous-groupe de A, on peut définir de maniére analogue un
homomorphisme @, de G dans A°, ¢t I'on wérific facilement que l'on a
(*) @, (g) = ®, ()" pour tout g6 G.

Lorsque 'ona X = V*, G = GL(V) et A = F*, 00 & Pp(g) = det g
pour tout g e GL(V). Il suffit de vérifier cette assertion lorsque g est de
Fune des formes D, . 8, et T;; la wvérfication est éémentaire dans
chaque cas.

Prenons pour A le sous-groupe {1, =1} de F*. Le lemme de Gauss-
Schering pénéralisé entraine (f) « @, (g) pour tout g ¢ GL(V), d'od

(:,) - (T = et e = (*:_").

d’aprés (*). On a redémontré la formule (20).

Nous prenons cette fois pour A' le groupe multiplicatifl F** d'un sous-
corps F' de F, i g’ éléments, Soit g un automorphisme de Mespace F-vectoricl
¥; on peut considérer V' comme un F'-espace vectoricl V' ¢t g comme un
suummnphisee x° Jde P Le progeided (%) visdeesus  suteabon el
det g' = (det gf*" V91 On notera que la norme d'un éément @ de
F par rapport & F* est &~ """ 1), donc det g’ est la norme de det g. Ce




=
dernier résultat ne suppose pas F fini, il est valable pour un espace vectoriel
¥ de dimension finie sur un corps F de degré fini sur un sous-corps F'.

3. Retowr swr les symboles de Jacobi.

Nous ré d'abord les dtats des deux dernd é On
note G un groupe commutatif, d'ordre fini impair, et F un corps fini de
caractéristique # 2.

A. Propriétés de multiplicativité.
Ay) Siuet v sont des automorphismes de G, on a (5) = (5) (5).

A,) Soient G* un sous-groupe de G, u un automorphisme de G tel que
#(G") = G', u’ et " Jes automorphismes de G' ¢t G* = G/G' respectivement
déduits de w. On a (8) = (&) (F)-

A;) On suppose que le groupe G est somme directe des sous-groupes
Gy, s Go; pour 1 S 4 % m, soit w, un automorphisme de G,, et soit w
lautomorphisme de G induisant w, dans G, .. w, dans G, On a
C (3 = (@) . (@)

B. Lemme de Gauss généralisé.,

B,) Soit S une partic de G ne contenant pas 0, et telle que pour tout
x e G, on ait soit x ¢ S, soit —x ¢S (mais non les deux). Soient ¥ un auto-
morphisme de G et m le nombre des éléments x de S tels que ~u(x)e S,
On a alors (3) = (=1)".

B;) Ona (.cl) = (=)HGI-n,

C. Corps finis ef restes quadratiques.

C,) Ona(3) = a"™~* pour tout @ # 0 dans F.

C;) On a () = | ou —1 selon que a est ou noa un carré dans F.

C,) Sotent ¥ un espace vectoriel de dimension finic sur F, et » un
automorphisme de ¥, On a (3) = (*3").

Convenons maintenant de définir les symboles de Jacobi par (§) = (73):
on note b un entier impair et positif, Z, Je groupe additif des entiers modulo
b, @ un entier étranger & @, et u, | multiplication par & dans Z,. En parti-
sulier, 5 ot un mombre premier diffirent de 3, By le corps des entiers
modulo p et @ un entier non divisible par p, ona (7) = (i')ohlallndnu
de @ modulo p. Les propriétés (1), (I1), (VI), (VII) et (IX) des symboles
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de Jacobi résultent alors immédi des propriétés des symboles (5):
oanmonutu-'!dehpnméuumecommdﬁmnhhduﬁm
€ (V) du kemme de Gauss-Schering. I reste d inee (H1), (IV) et (VII),

Ad (111): notons b” et b° deux entiers impairs et positifs, et @ un entier
éranger & b’ ot 5", On pose G =~ Z,,- et I'on définit I'avtomorphisme u
de G par w(x) ~ ax. Soit G’ le sous-groupe cydlique d'ordre 4" de G
engendré par la classe modulo 6" de 4°; le groupe quotient G* « G/G'
est cyclique d'ordre 5", Comme on a k(G') = G, on peut appliquer (4,):
on a évidemment () = (3D (5) = () et(F) = () d'ob(3) =~ GXE) ).

Ad (VII): soit b« 25" 4 1 un nombre impair ¢t positif. Représentons
chaque classe modulo b par le plus petit entier positif qu'elle contient.
L'automorphisme u de Z, défini par s{x) =« 2x est alors la permutation

12, OB 416 +2. W
i C X T B .‘.25'-1)

dont le nombre d'inversions est égal &
P4 24 (0 =1) 4 B o 1ab (B4 1) = (B =1)8,
o () = (=1)™ 1% ceci énablit (VIT) (%),

Ad (IV): soicat b ¢t 5" deux entiers impairs ¢t positifs, et @ un entier
dranger & b et &', Supposons d'abord @ = | mod. 4 et b = b’ mod. la].
La loi de réciprocité entraine (3) = (2) et () = (), ¢t comme on a
évidemment (1) = (), on a prouvé G) = (). Supposons maintenant
qu'on ait b = b° mod. 4 |of et prouvons la formule G) = (2). Or, oa a
() = (3) (D) et pour tout entier impair x, I'un des nombres x et —x est
congru & | modulo 4. 11 suffit done d'examiner les cas @ = 1 mod. 4 (qui
vient d'étre traité), @ = ~ 1 (qui résultede (VD)) et @ = 2 (qui résulte de (VII)).

‘unlmlwnhﬂk(l)m:uﬁam la théorie classique de

anstee suivante, On suppose les mhmmbmﬁﬂldﬂhﬂm

ot le ke de Gauss démontré. Om admet auwi quo dans Fénonoé du demwne do

Schering. on pewt remplacer Fensomble des entiers 1, 2, .., &' par n'importe quel denmi-

systbme modulo b (oo que Gauss ot Schering savaient), Le rasonncment de (4 ua::
3 do 4 .

Gawss. Cotte démonstration du lemme de Schering oot netterent plus simple que celie

de cet avtour.
TUDE AULIE EIENIOUS GV I8 MIVEDLE . SRR SEUR DONITE SDpNEs O e 0T 4 e

ot congru b 1 modulo 4, deb (*17) = (1) par e lev de réciprocsé. On en déduit
(:) > (A"’!) - (l-v.:)(tix)‘ ("l)‘o'“(p!))- ol (i) ) M rcue.
rence sur b,
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4. Extension aux corps de nombres algébriques.

On note A I'anncau des entiers d'un corps de nombres algébriques, de
degré fini sur Je corps des nombres rationnels, On note a, b, ... des indéaux
de A: 4 a est un idéal, on note N (a) le nombre des éléments de l'anacau
quotient A/a. On note p un idéal premier de A tel que N (v) soit impair,

A. Symboles de restes g que
Soient @ un idéal tel que N (a) soit impair et x un élément de 4. On
dilquxulannpaiunll'onnd—Axi—a.c‘sl-ldinsihclm!
de x modulo a est un éément inversible de Ianneau A/a. S'il ea est ainsi,
la multiplication par £ définit une permutation de 'ensemble fini 4/a, dont
la signature sera notée (). Les propriétés des symboles (5) i
immédiatement les régles suivantes:

(2)- (@0
(@)-Q0)

23) (x) = xMNe-1 mod.
P,

24
(J =1 dans les autres cas.
La ¢émonstration de (22) utilise l'-wmwphme du groupes Aja et blab.
Les régles (22) et (24) & une des symboles (5), qui
colncident domc avec Jes symboles de restes drat usuels (Hilbert,
Hecke), Nows avons ainsi étendu au cas des corps de mombres algébriques
ke théoréme de ZolotarefT-Frobeni

(x) _{ 1 il existe y dans A avee y¥ = x mod, p,

B. Déterminants généralisés (7).

Notons M un A-module de type fini, amulépnrmpuumdcl-déd
premier p et F le corps fini A/p, Nous i A tout ends phi
e M un dlbment D (o) do P, qui dois Sare vdiré comme wn dé -

'h:.:mda ta formaile () = (°5"") les résaltats qui suivent somt valables
sous. pothéses plas générales: A4 est un anncayu commutanif, wéal imal
hdmﬁmuumumuamdwz:;ﬁ n._‘
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généralisé de w. Pour tout entier positif i, le A-module M, = p'M/p'* 'M
est annulé par p, donc peut &tre considéré comme un espace vectoriel sur
F, dont la dimension est finie. Comme w laisse stable chacun des sous-
modules p'M de M, il définit un eadomorphisme u, de M, doat le déter-
minant sera noté Dfu). D'aprés les hypothéses faites, il existe un entier
N
N > 0 tel que M, « 0 pouri >» N. On posera D (u) = nnD‘uxdﬂm'lion
i~
indépendante de N).
Lorsque M est annulé par p, on peut le considérer comme wn cspace

vectoriel sur F, et I'on a D (1) = det w dans ce cas, 1 est clair que s wet v
sont deux endomorphismes de M, on 8 D(w) = D(u). D(v), ct enfin

si D (u) est non nul si et seul u est un phi de M. Les
propriétés (4;) et (Cy) du n® 3 et une ré immédiate sur N eatrai
la formule () = (“}"”) pour toat automorphisme u de M.

On peut établic pour les dé i ¢néralisés une propriéeé anal

A la propnété de multiplicativité (4 ,): n w est un u\omorphs!le de III
M’ un sous-module de M tel que u(M’) = M’, o' (resp. ") l'avtomor-
phisme de M’ (resp. M/M’) déduit de w, on a D () = D (u'). D (u"). En
bref, la démonstration est la suivante. On traite d'abord Je cas ol M est
annulé par p, ce qui raméne & une propriété connue des dé i

si T est une matrice partitionnée en (Hu), on a det T« det U.det W.
Appelons sous-groupe stable de M tout sous-module de M stable par w.
On peut prolonger la suite (M, pAf, ..., p¥M) de sous-groupes stables en
une suite de Jordan-Halder (P, Py, .., P,). Chaque module Q, = P /P, ,
(pour 0 £ j <r) est annulé par p, et si v, est lautomorphisme de Q,

=i
déduit de w, on a D(w) = []det v, par le cas déji éwudié, 11 existe par
i=o

ailleurs un enticr 5 tel que 0 5 5 57 et une suite de Jordan-Holder
(Py, Py, .., P,) de sous-groupes ﬂlblude M, telle quel' = M’ D'aprés

le théoréme de Jordan-Holder, on 2 qdelr,—r!dav,siu,elllmo-

morphisme de Q, = P,/P),, déduit de w. On a donc D(u):ﬂdﬂv’;
. -0
comme (Po/M’ P M, ..., PJM") est une suite de Jordan-Hdlder de M/M’
e de MEME (P, Py, 1, P,) POUE M, 0N & D() = | | GeLY €t
i)

-1
D(u) = [ detv, Ceci établit la formule D () = D (). D ().
i
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5. Calewd des symboles (2).

On note G wn groupe commutatif fini d’ordre impair et & un auto-
morphisme de G. On sait que G est somme direste de sous-groupes cycliques
Gy, s Gu; mOtORS d, V'ordre et x; un générateur de G 1l est loisible de
supposer que d, divise d,,, pour 1 Siga~1; on définit lJes entiers
e = d/d,., pour | §i5 n, avec la conveation d, = 1. Par ailleurs, on
choisit des entiers u; tels que u(x) -'2‘1..,.::, pour 1 £/ 5 netl'on

note D, le déterminant de la matrice

Nous allons établir ka formule

u D, D,
(o))~

Traitons d'abord lecas ol dy = ... =« d, = d.Onaalors ¢, = dete; = |
pour 2 S i 5 m, de sorte que la formule & prouver s'écrit () = () ol Dest
le déterminant de la matrice U« (), 1) <w 1 existe des nombres premiers
P Py MON nécessairement distinets, tels que d=p, .. p. On pose
Hy = Glp\G, Hy = p\Glp\psG, ., Hy = p1P3... Lo \GP P31  Pa-12NG.
Alors H; est un espace vectoriel de dimension nsur be corps F, & p, ééments:
& u est associé un automorphisme u; de M, admettant la réduction de U
modulo p, pour matrice par rapport & une base convenable de /f,. D'aprés
(C,Loﬂn(;l)—(,").qh,_ priéeé de iplicativité (4 ;) ine alors
)= G o ) = (3 () = B,

Le cas pénéral se traite par récurrence sur n. Si I'on n'est pas dans le
cas préoédent, il existe wn entier r compris entre | et a—1 et tel que
dy=. =detd, #d,,, Posons d=d, et notons D le déterminant de
U. Posons ausi G — G et G — GG’} il ent claic que w laisse G’ stable,
done définit des sutomorphismes 1° et 1" de G et G* respectivement, Or
le groupe G’ est somme directe des 8r cli dré

P ¢)

v par les & a'yyy = di,y gy o X' dx,, x; est d'ordre




.

d/d et Von a w'(x) = ¥ w,.x pour r+ 1 §i5n Lhypothise de
Jerer

récurrence entraine alors

u' D, b,
()-()- ()
Par ailleurs, Je groupe G* est somme directe des sous-groupes cycliques
engendrés respectivement par x, = x, + G', ., x, = x, + G, et ces

éléments sont tous d'ordre . D'aprés l'alinéa précédent, on a donc
() =(:or,onae, =dete;—..=e =1, ct sussi D, = D, d'oid

(17, (" ‘) . (D‘) . (D'}

o «
D'aprés la propriété (4,), on a () = (F)(Z) et la formule & démontrer
résulte de (26) ct (27).
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