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Introduction

Soient X un corps de nombres, totalement réel et abélien, et p un

nombre premier. Kubota et Leopoldt [12] ont construit une fonction ana-
(p)
X

k » 1; on a noté C;p) la fonction z&ta du corps K débarrassée de son

lytique p-adique qui interpole les nombres [ (1-k) pour k = 0 mod.p-1,

~

facteur local en p . On renvoie le lecteur 3 l'excellent petit livre

d'Iwasawa [9] pour l'exposé de cette théorie. Lorsque le corps K n'est

plus abélien, on savait par Siegel que les nombres CK(l-k) sont ration-
nels pour k # 1 entier; Klingen {10] a étendu ce résultat aux fonctions
z8ta associées aux classes d'idéaux, en interprétant les nombres cK(l - k)
comme termes constants de certains formes modulaires. Sa méthode a été

approfondie par Serre, et 1'on trouvera ses résultats dans ce méme volume.

Au début de ses recherches, en février 1971, Serre nous avait suggé-
ré d'étudier numériquement les fonctions z&ta de certains corps non abé-
liens, et d'en inférer la possibilité d'étendre 3 ce cas les résultats
de Kubota~Leopoldt et Iwasawa. A cette époque, Y.Roy venait de mettre au
point un systéme (écrit en langage assembleur) pour traiter des grands
entiers (< 10%°%) sur ordinateur. Le probl2me de Serre nous sembla un ex-
cellent test de l'efficacité de ce systéme. Les calculs furent donc entre-

pris sur l'ordinateur modé&le IBM 360/44 du centre de calcul de 1'Esplana-

de & Strasbourg, et durdrent de mars 1971 3 avril 1972.

Les premiers résultats sur le corps cubique de discriminant 148 dépas-
sérent nos espérances, et nous firent entreprendre une étude systématique.
Dés juillet 1971, nous disposions de tables étendues sur les corps

cubiques. La critique de Weil, exprimée dans une lettre dosant artiste-

~

ment le chaud et le froid, nous poussa 3 sortir franchement du cas abé-

.

~

lien en étudiant certains corps de degré U4 ou 5 3 groupe de Galois non

résoluble. Dans les 80 cas étudiés, les résultats sont frappants; ils



semblent avoir enc

la théorie ne sait

Le plan de ce
sumé des résultats
xiéme partie décrit
Enfin nous donnons

600 pages.
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ouragé Serre dans sa recherche, et suggérent plus que

établir actuellement.

rapport est le suivant. La premiére partie est un ré-
théoriques connus, y compris ceux de Serre. La deu-
les résultats et la troisidme la méthode de nos calculs.

en annexe un extrait de nos tables, qui font environ

Nos remerciements chaleureux vont 3 J.-P.Serre pour l'enthousiasme

avec lequel il a s

uivi nos efforts, et le soin qu'il a pris & nous ins-

~

truire de cette théorie. Ils vont aussi & W.Mercouroff qui n'a démantelé

le centre de calcu

On note Z 1l'a
Q 1le

R 1le

C 1le

Re s 1la
P un

Fp le
Zp 1'a
QP le
Cp la
Op l'a

1 de Strasbourg qu'aprés l'achévement de ce travail.

Notations générales.

nneau des entiers rationnels
corps des nombres rationnels
corps des nombres réels
corps des nombres complexes

partie réelle du nombre complexe s

nombre premier

corps des entiers modulo p

nneau des entiers p-adiques

corps des nombres rationnels p-adiques
complétion d'une cldture algébrique de Qp

nneau des entiers de Cp
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K un corps de nombres algébriques totalement réel
D 1le discriminant de K

r le degré de K (sur Q) (supposé fini)

A[[IT)] 1'algébre des séries formelles 3 coefficients dans
1'anneau A.

A[T] 1'algébre des polyndmes 3 coefficients dans 1l'anneau A.
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§1. Sur la théorie des fonctions zéta p-adiques

1. Nombres de Bernoulli.

Ils sont définis par la série génératrice

(D

d'ol les premiers nombres de la suite

(2 By = 1, By = =%, By =%, By = 0, By = =35
D'aprés un résultat fameux d'Euler, on a
. 2k
(3) e 1 _ . k+1 (2m)
nf1 2% © VT 7o Pax
. . ® 1 nl P
pour k = 1,2,.. et en particulier n21 3 % La formule précédente
donne le signe et une bonne valeur approchée de BZk : lorsque k »# 10 par

exemple, la somme de la série ngi _%F différe de 1 de moins de 10—6. No-
=i n

3 t -
ter aussi qu'on a E2k+1 = 0 pour k 2 1.

Le résultat précédent s'explique par la fonction zé&ta de Riemann,

définie par z(s) = ngl n S lorsque Re s > 1. La formule (3) montre en

-2k r(2k) est un nombre rationnel pour k> 1. Pour se dé-

particulier que 7
barrasser des puissances de 7, on utilise le prolongement analytique de

t(s) et l'équation fonctionnelle bien connue

s

(%) z(1-s) = 2.(2m) "% I(s) cos % r(s).

Les résultats du premier alinéa sont alors contenus dans la formule d'Eu-

ler
(5) g(1-k) = -Bk/k pour k > 2 entier.

Autrement dit, les valeurs de la fonction [ aux entiers négatifs sont des

nombres rationnels, qQue l'on peut calculer facilement au moyen de rela-
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tions de récurrence déduites de la série génératrice des nombres de Ber-

noulli

Plus généralement, soit X un caractére primitif de Dirichlet, de con-
ducteur f . La fonction L associée est définie par L(s;x) = ngl x(n)n~%
lorsque Res > 1. Lorsque f = 1, on retrouve la fonction { de Riemann; si-
non, L(s;x) se prolonge en une fonction holomorphe sur C, dont la valeur

aux entiers négatifs est donnée par la formule de Leopoldt [13]

(8) L{1-k3x) = -B x/k, pour k = 1.

k,

n

n -3
Le polyndme de Bernoulli Bn(X) est égal comme d'habitude 3 j§0 (j)BjXn J

et les nombres de Bernoulli généralisés sont définis comme suit

£
k3

-1 a
(7 By . = F oZq X(@)E B(P).

k,x

2. Interpolafion p-adique.

Avant de pouvoir formuler les résultats de Kubota-Leopoldt, Iwasawa
et Serre, nous devrons rappeler les principes généraux de l'interpolation

p-adique-

Choisissons un nombre premier p et notons CP la complétion d'une
cldture algébrique du corps p-adique QP; on normalise la valeur absolue

-1

dans Cp par |p| = p et 1l'on note OP 1'anneau des €léments x de Cp tels

que |x| < 1.

Soit par ailleurs b = (bO’bl"') une suite d'éléments de Cp. On dé-
finit comme d'habitude les différences itérées de cette suite par les for-

mules

(8) RS (k > 0)
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ny An—ib . An-lb

(9) A"b,

(n>1, k > 0)

k+1 k

et 1l'on définit les coefficients d'interpolation e, = Anbo, soit plus ex-

plicitement

o]

« N
= -1)071
(10) e = 5E -DMID,.

Pour tout entier n » 0, on a inversement

R oo k
(11) b, = n§0 cn(n).

On a alors le critére de Mahler : pour qu'il existe une fonction continue

f : ZP d Cp telle que f(k) = bk pour tout entier k » 0, il faut et suffit

qu'on ait iiﬂ | n' = 0. La fonction f est définie par le développement
binomial
c
- § _n
(12) _ £(x) = 2, 7 (x)n,

avec la définition usuelle des "puissances binomiales"” (sous la forme "des-
P

cendante")

(13) . (x)n = x(x-1)...(x~(n-1)).

Pour déduire de 13 un développement en série de puissances pour f(x),

introduisons les nombres de Stirling S;m)(pour 0 £ m < n) par 1l'identité
n
_ (m),m
(14) Xy, = pZo S, X

on calcule ces entiers par la formule de récurrence usuelle

(m) _ o(m-1) _ (m)
{15) Sp+1 = Sp n S, (1< m<n)
et les conditions aux limites SéO) =1, S;O) = 0 et Sén) = 1 pour n 2 1.

Posons alors q = psi p# 2 et q = 4 si p = 2; de plus, posons
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N

R = pp 1 si p#*2etR=2sip= 2. Supposons que les coefficients

-

d'interpolation c, satisfassent @ la congruence

= n
(16) c, =0 mod q Op.

On peut alors définir de nouveaux coefficients a  par la série convergen-

te
(17) a = Z §
et la fonction f d'interpolation définie par (12) admet le développe-

ment en série de Taylor

- 51 m
(18) f(x) = mEO a; X

de rayon de convergence » R. Autrement dit, si l'on a c, = 0 mod.qn OP

pour tout n > 0, il existe une fonction fanalytique dans le disgue ouvert

{x € CPI Ix# < R} de C, et telle gue f(k) = b, pour k > 0.

Les méthodes d'Iwasawa [8] suggérent une notion plus restrictive

d'analyticité qui a &té étudiée systématiquement par Serre [15]. Notons

U; le groupe multiplicatif des €léments x de Zp tels que x = 1 mod q zp.

Choisissons un isomorphisme de groupes topologiques ¢ : zp -+ U,, par exem-
I3 n ) n n

Ple  ¢(x) = (1+q)* = nZo %T (x) | ou ¢(x) = exp qx = ngo %T x.

D'aprés Serre on appelle algdbre d'Iwasawa 1l'ensemble des fonctions

£ Zp - Cp de la forme
(19) f(x) = F(¢$(x)-1) avec F € Op [{T1]).
On voit facilement que l'algébre d'Iwasawa ne dépend pas du choix de

1'isomorphisme ¢.

On dira par abus de langage que la suite b = (bo’bl"') d'éléments

de Cp appartient 3 l'algébre d'Iwasawa s'il existe une fonction f : ZP-OCP
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de la forme (18) et telle que f(k) = b, pour tout entier k » 0. Il re-
vient au méme de dire qu'il existe une série formelle F € Op[[T]] telle
que b, = F(yk-l) pour tout k » 0, le nombre p-adique Yy étant choisi de 1la
forme Yy = 1 + qu avec une unité p-adique u. Par une généralisation fa-
cile des résultats de Serre [15], on obtient le critére suivant : la sui-

te b appartient 3§ l'algébre d'Iwasawa _si et seulement si l'on a les congru-

ences ¢ = 0 mod.qn 0P déj3 rencontrées plus haut, et si de plus les &1lé-
n
- (m) m s s . .
ments d = X, S_ cm/q de Op sont divisibles par n! dans Op. En parti

culier, la classe de cn/qn mod.pOp ne dépend alors que de la classe de n

mod.p-1 (pour n » 1).

3. Les fonctions z&ta p-adiques des corps abéliens totalement réels.

Tout repose sur les propriétés arithmétiques des nombres de Bernoul-
1i. Il est bien connu ("congruences de Kummer") que si n n'est pas divi-
sible par p-1, le nombre rationnel Bn/n est p-entier (autrement dit, de
la forme a/b avec b # 0 mod.p) et que sa classe modulo p ne dépend que
de la classe de n modulo p-1. Plus généralement,posons

C(p)(s) = (1-p %)z(s) et considérons les p-2 "sous-séries" formées des

(p)

valeurs de g (-n) sur les progressions arithmétiques de période p-1 3

l'exception de la progression -n = 1 mod.p-1, soit
P 0y, P a-py, P 2-2p), P 3-3p,...

t P -1y, P (py, P 1-2p), P (2-3p),...

t P 3-py, P u-2py, Pl (5-3p), P (6-up),...

Iwasawa a prouvé que chacune des sous-séries précédentes appartient &

l'algébre d'Iwasawa. Pour la sous-série restante, il faut une petite mo-
(1+k)(p-1)_1);(p)

dification; c'est la suite des nombres (y (1-(k+1)(p-1))

~

pour k # 0 qui appartient 3 1'algébre d'Iwasawa.
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On peut généraliser ceci aux séries L(s;x). Choisissons un isomor-
phisme x » %% du corps Q des nombres algébriques dans le corps algébri-
quement clos cp. I1 existe alors un unique caractére mp, de conducteur

q, tel que mp(x)° = x mod q_Op pour tout x entier. De plus, si

(p)

L(s) = ngl ay n"® est une série de Dirichlet, on note L (s) la série de

. =S 1N a1 ez -s =
Dirichlet (n,g)=1 a, n d'ou l'on a 6té les termes a n avec n 0

mod.p. En particulier, on a c(p)(s) = (1-p_s) z(s) comme plus haut et

L(P)(S,x) = (1-x(p)p-s) L(s;x). Avec ces notations, Iwasawa a montré que

(p) ~k,o

si le caractére x est distinct de wgl, la suite des nombres L (-k;x,mp )

-

pour k = 0,1,2,.. appartient 3 1'algébre d'Iwasawa. On en déduit que si
(p)

X est distinet du caractére w_J, la suite des éléments L (1—j-n(p—1);x)0

P

~

pour n = 0,1,2,.. appartient 3 1'algébre d'Iwasawa (pour j = 1,2,..,p-1

fixé).

Soit K un corps de nombres totalement réel, abélien et de degré r
sur le corps Q des nombres rationnels et soit Ty la fonction z&ta du corps
K. D'aprés la théorie du corps de classes, il existe r caractéres
X1s° 9 Xp gont le conducteur divise le discriminant D de K, et tels que
;K(s) = jEI‘L(s;xj). Posons L(s) = CK(S)/C(S). Ce qui précéde montre
alors que pour k » 0, le nombre L(-k) est rationnel et n'a en dénomina-
teur que des nombres premiers divisant le discriminant D de K'. De plus,
si p ne divise pas D, les p-1 sous-séries formées des nombres
L(p)(l-j-k(p-i)) pour k = 0,1,2,.. (on fixe j = 1,2,..,p-1) appartiennent

3 l'algébre d'Iwasawa.

4, Les résultats de Serre [15].

Serre considére un corps K, totalement réel de degré r sur Q, et
les nombres rationnels ;K(l—k) pour k = 1,2,.. . Les résultats sont de

deux ordres.
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THEOREME D'INTEGRALITE : a) 8i k » 1 est pair et rk ¥ 0 mod.p-1, alors

CK(i—k) est p-entier .
b) Si k » 1 est pair et rk = 0 mod.p-1, alors

prk CK(l-k) est p-entier pour p # 2.

¢) Si k » 1 est pair, le nombre 27T

rk;K(l-k)

est 2-entier.

INTERPOLATION p-ADIQUE : Supposons d'abord p # 2. Choisissons un généra-

teur topologique y de Uy =1+q Zp, et un entier pair j compris entre
letp-1.
a) Sirj % 0 mod.p-1, il existe une série formelle Fj € Zp[[T]]

telle que Cép)(l—k) = Fj(yk-l), pour tout entier k > 2 tel que k = j

mod.p-1.

b) Sirj = 0 mod.p-1, il existe une série formelle Fr ez _[[(T}]

T F¥(yk-1) bP
telle que &y "(1-k) = 3 pour tout entier k » 2 tel gue
rk
-1

k = j mod.p-1.

Supposons maintenant p = 2. Il existe alors une série F € Zzl(T]]

k

*
telle que 277D (g - =D pour k » 2 pair.
K Yrk -1 p

Avec les notations de Serre, on a dans le cas a) ;;(1-x;1-u) = nyx-l)

pour x € Z_, en notant u la classe de j modulo p-1. Il faut remplacer
*
F.(T)

F.(T) par — dans le cas b); modification analogue pour p = 2.
1 (1+T)F-1
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§2. Résultats numériques

5. Description des corps étudiés.

Nous donnons d'abord la description précise des 63 corps totalement

réels de degré 3,4 ou 5 que nous avons étudiés.

A) Corps cycliques de degré 3 et discriminant < 900.

Si K est un tel corps, son discriminant est un carré D = d2, le

Zﬂl/d) et il existe

corps K est contenu dans le corps cyclotomique Q(e
un sous-groupe H du groupemultiplicatif (Z/dz)" avec les propriétés sui-
vantes

a) la classe de -1 modulo 4 appartient 3 H;

b) il n'existe aucun diviseur d' # d de d tel que H contienne toutes les

classes modulo d des entiers a premiers 3 d et tels que a = 1 mod.d';

c) H est d'indice 3 dans (Z/dZ)x;

d) notons C0 = H, C1 et C2 les classes de (Z/dZ)* modulo H, et posons

zj =‘a£ c e2n1a/d pour j = 0,1,2. Si d n'est pas divisible par 3, alors

(20’21’22) est une base sur Z de l'anneau des entiers de K.

Les propriétés a), b) et c) montrent que d est de l'une des formes
32 Py-+Pyp OU Py-:P,» ol Pqs++sP, sont des nombres premiers confgrus 3 1

modulo 6, et deux 3 deux distincts. Les nombres premiers p = 1 mod.5

b

au plus égaux 3 30 sont 7, 13, 19 et par suite les discriminants D < 900

sont 3“ = 81, 72 = 49, 132,= 169, 192 = 361. Dans chacun de ces cas, le

groupe (2/d2)” est cyclique et contient donc un seul sous~-groupe H d'in-
dice 3; choisissons uneracine primitive g modulo d et notons Cj 1l'en-
j+3n

semble des entiers congrus modulo d 31l'un des entiers g pour n > 0.

On a le tableau suivant (avec g = 2 pour d # 7 et g = -2 pour 4 = 7).
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D 81 149 169 361
C0 1 1 1,5 1,7,8
01 2 2 2,3 2,3,5
c, 4 {3 | 4,6 | 4,6,9

Pour. chaque classe Cj, on a donné la liste des éléments a compris entre

1 et 9%1 ;3 les autres éléments sont les nombres de la forme nd t a avec
n entier.

Le tableau précédent donne immédiatement la valeur de x = z,. Nous
y avons adjoint 1l'&quation irréductible satisfaite par x.
D = 43 X = 2cos 3; x3 + x2 -2x-1=0
D = 81 X = 2cos %; x3 - 3x+1 =20
. - 21 107 3 2 _ )
D = 169 x-2c0513+2cos—-—13 x° + x Ux + 1 = 0
_ . 2@ 14w 16w 3 2 _ - -
D = 3861 X = 2cos 19 * 2cos 5 * 2cos T3 x¥ + x 6x 7 = 0.

On peut montrer que (1,x,x2) est une base des entiers de K.

B) Corps non abéliens de degré 3 et discriminant < 1257.

Il y a 28 corps de cette classe; la table 1 donne pour chacun d'eux
le discriminant et sa décomposition en facteurs premiers, et 1'équation
irréductible satisfaite par un élément x tel que K = Q(x). On a choisi
x de sorte que les mondmes 1,x,x2 forment une base sur Z de 1l'anneau des

entiers de K. La table 1 est copiée de Delone et Faddeev [6].

C) Corps non abéliens de degré 4 ne contenant aucun Sous=-corps_non-

trivial, et de discriminant < 8068.

Il y a 9 corps de cette classe; la table 2 donne pour chacun d'eux
le discriminant et sa décomposition en facteurs premiers, et une éguation

définissant le corps. Si L est la cldture galoisienne de K, le groupe
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de Galois de L sur Q est le groupe symétrique §, d'ordre 4!. Dans cha-
cun des cas, le générateur x de K est tel que (1,x,x2,x3) soit une base

sur Z de l'anneau des entiers de K.

D) Corps non abéliens K de degré 4, contepant un sous-corps gquadra-

tique E, et de discriminant < 8112.

Ily a 18 corpé de cette catégorie, décrits par la table 3. Dans
chaque cas, on a donné le discriminant D de K, le discriminant d de
E , un générateur n de L et un générateur x de K. Dans tous les cas,
la famille (1,n,x,%xn) est une base sur Z de l'anneau des entiers du corps
K , et la cldture galoisienne L de K est de degré 8 sur Q, de groupe

de Galois diédral d'ordre 8.

E) Le corps de degré 5 et discriminant 11” = 14641,
2mi/ i1

C'est la partie réelle du corps cyclotomique Q(e ). Il est en-

gendré par x.= 2cos %% dont 1'équation irréductible est

5 3

x" + xu - 4xv - 3x2

‘+ 3x + 1 = 0.

L'anneau des entiers admet (1,x,x2,x3,xu) pour base sur Z.

F) Corps de degré 5 non abéliens.

Il s'agit de 3 corps, dont nous donnons le discriminant et 1'équa-

tion irréductible satisfaite par un générateur X

5 3 2

24217 x” - 5xY + x° + 5x -1 =20
36497 x3 - 6x3 - xZ 4 4x-1=0
38569 x5 - 5x° +ux -1 = 0.

On a 24217 = 61.397 et les nombres 36u97 et 38569 sont premiers. Comme
le discriminant n'est.pas divisible par un carré, l'anneau des entiers

adnpet (1,x,x2,x3,xu) pour base sur Z.
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Remargue 1 : Les corps de degré 4 ont été pris dans la table de De-
lone et Faddeev [6] pages 198-200. Cette table comprend trois erreurs
d'impression :

a) Les coefficients s,p,q,n sont tels que 1l'équation est

x* - sx® ¢ px2 - gqx +n = 0 avec + px2 et non - px2.
b) Pour le corps de discriminant 2225, lire EEI%EIB et non 231%;i33.
c) Pour le corps de discriminant 7625, 1l'équation est

xl+ - x3 - 9x2 + 4Ux + 16 = 0 avec le terme constant 16, et non 1.

Enfin, le corps de discriminant 7260 n'existe pas; 1'équation pro-

posée n'est pas irréductible, car on a

4 3

X - x° - 7x2

2

+ 8x - 2 = (x° + 2x =~ 2)(x2 - 3x + 1.

A titre de contrdle, tous les discriminants des corps de degré 3 et 4 ont

été recalculés.

Remarque 2 : Les corps de degré 5 ont été pris dans le travail de
H.Cohn [5]. Pour les discriminants indiqués, cet auteur donnent d'autres
équations, mais nous avons vérifié qu'elles engendraient le méme corps.
Nous publierons par ailleurs [3] nos résultats numériques sur les corps

de degré 5, et la méthode utilisée.

6. Description des tables.

Pour chacun des 63 corps décrits ci-dessus, nos tables imprimées
(dont on trouvera un extrait plus loin) contiennent les renseignements
suivants

a) La loi de décomposition explicite des nombres premiers p en idéaux

du corps K, pour p € 2500 environ. Nous possidons des renseignements
analogues pour p < 50000 environ, stockés sur cartes perforées.
b) Pour chaque corps K , nous avons posé L(g) = CK(S)/C(S), sauf

dans le cas D, ol nous avons posé L(s) = CK(S)/CE(S). Nous avons calcu-

1é les nombres L(-n) dans les limites suivantes
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- pour 1 € n € 57 si K est de classe A, sauf pour le plus grand
discriminant 361, ol nous avons seulement 1 € n < 53

- pour 1€ n<N si K est de classe B, l'entier N étant donné par
la table 1

- pour 1 € n € 29 si K est de classe C

- pour 1< n < 39 si K est de classe D

- pour 1 € n < 17 si K est de degré 5 (classes E et F).
Noter qu'onalL(-n) = 0 si n » 0 est pair.

c¢) Pour chaque entier L(-n), ses facteurs premiers < 10000 avec

leur exposant.

d) Coefficients d'interpolation : on forme d'abord des sous-séries

comme suit : si p = 2, une seule sous-série formée des nombres L(Q)(-1-2n)
pour n = 0,1,2,.. dans les limites de la table b). Si p # 2, soit t 1'un

-1 . .
des nombres 1,2,..,2——; la t-iéme sous-série se compose des nombres

2
a = L(p)(1-2t-n(p-1)) pour n = 0,1,2,.. dans les limites de la table b).
. n -3 n
On forme les coefficients d'interpolation ¢, * jZO - J(.)aj, qui sont
- J

entiers si K n'est pas abélien. On détermine ensuite la plus grande
puissance de p divisant e, La suite d'exposants obtenue peut avoir
jusqu'ad 29 termes pour p = 2 et les corps de degré 3 et discriminant as-
sez petit.

e) Valeur extrapolée de L(p)(l) : considérons la derniére sous-série

= L(P)(1-n(p—1)) pour n = 1,2,..,N; définissons les coef-
h

définie par a1

ficients d'interpolation ¢, comme plus haut e;_ioit p 1la plus haute puis-
sance de p divisant CN-1° On a calculé £ = nEO cn(]3) modulo ph. Si

les résultats mentionnés en 7, B) ci-dessous sont exacts, la fonction
analytique p-adique L‘, telle que L*(1-k) = L(p)(l—k) pour k > 0, k = 0

4

mod.p-1, satisfait a L™(1) = £ mod pN-1 pour p # 2, et 3 L¥(1)
mod 23(N-1) pour p = 2. Nous n'avons pas interprété les résultats obte-
nus pour £, mais nous pensons qu'ils pourront servir 3 tester les conjec-

tures 3 faire sur le régulateur p-adique dans le cas d'un corps non abélien.
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7. Interprétation des résultats.

Les corps cycliques de degré 3 et le corps de degré 5 et de discri-
minant 11” sont abéliens, et la théorie d'lIwasawa fournit tous les ren-
seignements cherchés sur eux. Nous n'avons fait les calculs de tels
corps qu'd titre de contrdle de nos méthodes. En particulier, nous avons
vérifié que les nombres L(-n) obtenus n'étaient pas toujours entiers, mais

n'avaient en dénominateur que les diviseurs premiers du discriminant.

A ) Intégralité : Il faut distinguer deux cas.

Al) Lorsque le corps K ne contient aucun sous-corps abélien # Q

(classes B,C et F), les nombres L(-n) = CK(-n)/g(-n) sont entiers et di-

visibles par 271 pour n # 0 entier (dans la limite des tables).

A2) Pour les corps K de classe D, les nombres CK(—n)/C(-n) ne sont

pas_toujours entiers, mais par contre les nombres L{-n) = £.,(-n)/g.(-n),
K E

ol E est le plus grand sous-corps abélien de K, sont entiers et divisi-

bles par 4 (pour n > 0).

Dans ces deux cas, la fonction L considérée est une série L d'Artin
associée 3 une représentation irréductible du groupe de Galois G6al(Q/Q),
de degré § = 2,3,2,4 pour les classes B,C,D,F respectivement. Ces cas

suggérent 1'énoncé suivant : si L est une série d'Artin associde 3 une

représentation du groupe de Galois Gal(Q/Q), de degré &, définie sur Q,

et sans composante absolument irréductible de degré 1, alors L(-n) est un

entier rationnel divisible par 26 (pour tout entier n » 0). Voir [4]

pour des conjectures analogues.

B) Interpolation p-adique :nous nous intéressons aux corps non abé-

liens (classes B,C,D,F). On peut résumer comme suit les résultats obte-
nus

- Supposons p # 2 et _fixons 1l'entier t = 1,2,..,251; dans la limite
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des tables, on a une formule d'interpolation

(20) LP 1 - 2t - np - 1) = F ol ug (D
J= 13

avec Uug,Uys-- entiers.

- Supposons p = 2; on a une formule d'interpolation

(2) e 5§ + 3] n
A - = & 2 .
(21) L - ) = S uy ()

avec ug,Uy,.. entiers (dans la limite des tables).

Pour les corps K de la classe C qui contiennent Q(V7), on peut méme

§ +

remplacer 2 3] par 28 * %3 gans (21); ceci se produit pour les corps

de discriminant 2624, 4352, 7168 et 7232.

Pour p # 2, 1l'énoncé précédent signifie que les coefficients d'in-
terpolation c, de la sous-série L(p)(1-2t-k(p—1)) (t fixé égal a

1,2,..,251, k prenant les valeurs 0,1,2,..) satisfont aux conditions

(o]

n 0 mod pn OP. Nous avons vérifié pour le corps cubique de discrimi-

nant 148 que les autres congruences de Serre sont satisfaites dans la li-
mite des tables, de sorte que chaque sous-série est le début d'une suite
appartenant & 1l'algdbre d'Iwasawa; nous projetons de vérifier systémati-
quement de telles propriétés sur nos tables. Il est facile en'tout cas

~

de vérifier une des conséquences de l'appartenance 3 l'algébre 4'lIwasawa,

d savoir que si c, est divisible par pn+1, la propriété analogue a lieu
dans la limite des tables pour les entiers n' = n mod.p-1 (lorsque n 2 1
et n' > 1).

8. Séries de Dirichlet tordues.

Si F(s) = ngl a, n~° est une série de Dirichlet et x un caractdre,

on définit la série de Dirichlet F(s;yx) = ngl an)((n)rx-S et on 1l'appelle la

série F tordue par Xx.




287 Car~19

Le caractére mp est défini comme au n°® 3. Serre a démontré le ré-

sultat suivant dans [15, thm. 22]; si a est un_entier pair tel que

ra % 0 mod.p-1, la suite des éléments ;;p)(—k; wg-k-l

) de Cp (pour

k = 0,1,2,..) appartient 3 1'algébre d'Iwasawa. Il en est de mé€me de

(Yr(k+1)_1)cép)(_k; wa—k—i)a, si ra = 0 mod.p-1. Lorsque K = Q, donc

P

~

r = 1, ceci se réduit 3 un résultat d'Iwasawa mentionné au n® 3.

Par analogie, nous conjecturons le résultat suivant : soient K un

corps de nombres totalement réel, et E le plus grand sous-corps abélien

de K. Posons L(s) = CK(S)/CE(S). Alors pour tout entier a, la suite
des éléments L<P)(-k; m;—k-l)o de C, (pour k = 0,1,2,..) appartient 3

1'algébre d'Iwasawa. On pourrait plus généralement considérer des séries

L -d'Artin (?).

Examinons quelques cas particuliers de cette conjecture. Tout

d'abord pour p = 2, on trouve que la suite des nombres entiers

LP 05wy, LP -1y, 1P 25wy, 1P -my,.

~

appartient & 1'algébre d'Iwasawa. On montre facilement que ceci entraine

que le n-iéme coefficient d'interpolation de la suite L(p)(-l),L(p)(-3),

3n

L(p)(—S),.. est divisible par 2 Par contre, nous n'avons pas d'expli-

cation pour la divisibilité par 2n lorsque E = Q(V2) et [K : Q= u.

p-l

Supposons maintenant p # 2; le caractére wp 2 n'est autre que le

caractére de Legendre X. :a* (%), 3 valeurs dans {1,-1}. On a donc en

P
particulier 1'énoncé conjectural suivant : si p =1 mod 4, pour chacun

1, les suites

des nombres t = 1,2,..,25-

L{P) (1-2¢), L(p)(1—2t—2%l; Xp)s LP) (1-2¢-(p-1)), L¢P (1-2¢-3 -1, Xp)s- -

LP) (1-2¢; Xp) > L) (1-2¢-B5h), 1P (-2t~ (p-1); Xp)» L) (1-2e-3 By, .
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appartiennent 3 l'algébre d'Iwasawa; en particulier, le n-idme coefficient

d'interpolation de ces suites est divisible par p".

Pour tenter de vérifier une telle propriété, nous avons calculé pour
certains corps cubiques les nombres L{-njxg) pour 1 <n < N; voici une

table des discriminants étudiés

D = 148, 229, 257, 316, 321, 404, 469, 473 N = 29

D = 564, 568, 621, 6387, 733 N 23.

Nous avons vérifié pour ces fonctions L(sjx) les propriétés usuelles
d'intégralité et d'interpolation p-adique (pour p # 5); de plus, nous

avons formé par intercalement les deux suites suivantes (lorsque N = 29 par
exemple)
L 1), 19 ¢a5x, L¢80, L9 750,008 (-29)

L -15x0), L3, L9 -s5x), L7y, L) a5y

et vérifié que le n-idme coefficient d'interpolation est divisible par 5™,

Nous avons aussi calculé les nombres L(-n;xla) pour 1 € n € 19 lors-
que K est le corps cubique de 1l'un des discriminants 148, 229, 257 et 316.
Les propriétés d'intégralité et d'interpolation p-adique pour p # 13 sont
comme d'habitude. Nous avons ensuite formé par intercalement les 6 sous-

séries

L1y, L rx 0, LB 1, L aggyg

13
L(13)(—1;x13); L7y, 1O 135y, ), L 190
L -0y, LA (o550, L (-15)

LD gy 0y, 13D o0y, LD 153y, )

L sy, L a1y, ), 10

L(13)(-5;x13), L 1gy, L1 g )

X413
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et vérifié que dans chacune des sous-séries, le n-iéme coefficient d'in-

terpolation est divisible par 137.

§3. Calcul numérique des fonctions zéta

9. Méthode générale.

Notons K un corps de nombres totalement réel, de degré r et dis-

criminant D. La fonction z8ta de K a été définie par Dedekind au moyen
de la formule

(22) (s) = 3 (Na)7®= gu-(Np)‘s)‘1

bY

lorsque Re s> 1; la somme est étendue 3 tous les idéaux entiers a de K
et le produit 3 tous les idéaux premiers p de K. Il est commode d'écri-
re le produit infini sous la forme d'un produit &tendu aux nombres pre-

miers p

(23) ry(s) = I Hp(p_s)-i;

pour chaque p, le facfeur Hp(p—s) est le produit des nombres 1—(N;o)-S

pour tous les idéaux premiers p de K au-dessus de p . De plus, Hp est

un polyndme de degré < r.

On sait par Hecke que la fonction Ly se prolonge en une fonction
méromorphe sur C, avec un pdle simple pour s = 1, et une équation fonc-

tionnelle

s-1/2

(24) gy (1-s) = D C(s) tyls);

on a posé

(25) c(s) = 2175 275 r(s) cos %T‘
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Lorsque XK = Q, on retrouve la fonction z&ta de Riemann et ses propriétés.

Notre but est le calcul des nombres L(-1), L(-3), L(-5),... pour di-
verses fonctions L 1liées étroitement & la fonction tg- La méthode géné-

rale est la suivante

a) Répartition des nombres premiers en classes : dans chaque cas, on

peut répartir les nombres premiers p en un nombre fini de classes

Dl""Dh et déterminer des polyndmes Ml""Mh tels que 1l'on ait
% if -s,~1

(26) L(s) = 51 Pelﬁ Mj(p ) (Re s > 1).

b) Calcul des nombres L(2), L(4),... par le produit infini précé-
dent.

c) Détermination d'une équation fonctionnelle,donnant a priori les

L(-1) L(-3) L(-5) %

nombres oD T T sous une forme ne dépendant que du

degré ‘et du discriminant du corps considéré, nombres qu'on peut calculer

une fois pour toutes.

10. Le cas des corps abéliens.

Parmi les corps que nous avons étudiés, il y a 4 corps cycliques de
degré 3 et un corps cyclique de degré 5. Dans cescas la loi de récipro-
cité permet de déterminer les nombres CK(-l), CK(-B),.. par des calculs

faciles, qui permettent le contrdle de nos méthodes.

Considérons un corps K totalement réel, cyclique, de degré 3, et
reprenons les notations du n® 5, A. Il y a trois classes de nombres pre-

miers

a) celle des diviseurs premiers de D, soit D1 : 81 p est un tel

nombre, on a (p) = p3 ol p est un idéal premier de K de norme p. Po-

sons Ml(T) = 1.
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b) La classe C0 =H =D, : pour p dans CO’ on a la décomposition
(p) = Py P, Py, avec trois idéaux premiers distincts Pys> Pys Pys de nor-

me p. On pose M,y(T) = (1-1 2.

c) La classe C1 U Cy, = Dy : pour p dans ¢,V Cy, ona (p) = p ol

p est premier de norme p3. On pose M3(T) =1+ T+ T2,

-1

Posons L(s) = ,(s)/t(s) et Lp(s) = Mj(p-s) si p€Dy. On a alors

©n L(s) = (s) = L(s;x) L(s;Y)

Iy,
P P

1/2

ol x est le caractére primitif de conducteur 4 = D défini par

x(n) = pnJ pour n‘ECj (on note P#1 une racine cubique de 1'unité).

b

Soit par ailleurs r # 1 une racine 11-idme de 1'unité et K = Q(r +1v

(degré 5, discriminant 11“). On a de méme les lois de décomposition

a) On a (11) = p5 avec Np= 11, et le facteur local L_(s) = 1,
P

b) Si p = ¢+ 1mod 11, 1'idéal (p) est produit de 5 idéaux premiers

de norme p, et 1l'on a le facteur local Lp(s) = (1_p-s)-4.
¢) Dans les autres cas, (p) est premier de norme p5 dans K, et 1l'on

2s -3s -4s,~-1

S+ p T T

a le facteur local Lp(s) = (1 +p

La fonction L(s) = CK(S)/C(S) admet alors les représentations

’ 4
(28) L(s) = I 1 (s) = T, L(s3x4)

i

P P J

ol Xqs Xgs Xg» Xy sont les caractéres non triviaux modulo 11 tels que
.(-1) = 1.

%3

Il reste @ donner une méthode de calcul de a = L(-k$x) pour tout

entier k # 0 et tout caractére y non trivial de conducteur f tel que

x(-1) = 1. Le plus commode est d'utiliser la série génératrice
£
X
z x(n)en
29 b3l k - n=1
(29 k§0 3 Xkl X

1-e
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qui fournit les relations ag T a; = = ... = 0 et les formules de récur-

rence

£

2 2
(1)f a, = - n§1 x(n)n
4 3 mn ) g

(1)f a; + (3)f az = - 05 x{nin
6 g 6. 3 6 £ 6
(1)f a; + (3)f az + (s)f ag = - 21 x(n)n

11. Lois de décomposition, facteurs locaux, équation_ fonctionnelle.

Soient K un corps de nombres, r son degré, D son discriminant et
0 l'anneau de ses entiers. La répartition des nombres premiers en clas-

ses se fait comme suit

a) p est ramifié s'il divise D et non ramifié s'il ne divise pas

Dy
€1 ®n
b) si 1'on a dans K 1la décomposition (p) = Py -.-p, avec
ey > 1s..5e » 1 et des idéaux premiers distincts Pis++sPpy tels que

. e
N pj = p J, on dit que p appartient 3 la classe C(fll,...,f:n).
e e
La classe C(fll,..,fnn) est dite non ramifiée si 1'on a e, =..= e = 1;

alors tous les nombres premiers appartenant 3 cette classe sont non rami-

fiés. Si au contraire 1l'un des exposants e; est différent de 1, la clas-
e e

se C(fll,..,fnn) est dite ramifiée, elle ne se compose que de nombres pre-

miers ramifiés.

Une classification plus grossidre est fournie par les familles et

sous-familles. La sous-famille Fs 3 est la réunion des classes non-rami-
1]

fiées C(fl""fn) pour lesquelles le nombre 1 apparait s fois et le nom-
bre 2 apparait j fois dans la suite (fl""fn); la famille Fs est la ré-

union des sous-familles F F On définit de maniére analogue

s,0® "s,1°"°

les familles et sous-familles ramifiées ?s et ?s 3¢
H4
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Dans tous les cas, le corps étudié est donné sous la forme K = Q(x)

r-1
+ 01X t..t ¢, le po

ol x est un entier algébrique. Notons F(X) = x¥

lyndme minimal de x ; ses coefficients Cqs++5Cp SONT entiers. Posons

N = (0 : Z[x}); alors le discriminant du polyndme F est donné par
A = N°D. On dira qu'un nombre premier est exceptionnel (pour x) s'il di-

vise N. Soit p un nombre premier non exceptionnel, et soit Fp la réduc-
e e

tion de F modulo p. Alors p appartient 3 la classe C(fll,..,fnn) si et
seulement si F_ se décompose dans 1l'anneau de polyndmes FP[X] en

- g1

Fp = Hy

ou Hj est de degré fj'

e
...Hnn ou Hy,..,H sont irréductibles, deux d deux distincts et

Nous examinons maintenant en détail les divers cas.

A) Détermination de L(s) = g, (s)/g(s). On a 1'équation fonctionnelle

s—1/2C

(30) L(1-s) ()1 Lesy.

D

e e
Le facteur local associé 3 un nombre premier p de la classe C(fll,..,fnn)

est
~-S

Lp(s) = : Sl-P =
(1-p~ Yy a-pT )

(31)

Voir les tables 4 et 5 pour les clasges et les facteurs locaux en degré

3,4 ou 5. On constate qu'en degré 3, il y a au plus une classe par famille.
En degré 4, la famille FO contient deux classes, qui correspondent cha-
cunea'une sous-famille; pour les classes ramifiées, la famille Fl se scin-

de en deux sous-familles comprenant chacune une seule classe; la famille

F2 contient une seule sous-famille et deux classes, mais celles-ci ont

méme facteur local. En degré 5, on constate aussi que les sous-familles

1,0? ?1’1, F2,0 et la famille F3 = _3,0 contiennent chacune

deux classes; ceci n'introduit aucune ambiguité pour le facteur local, &

ramifiées F

1'exception de la sous-famille ?1 0~ C(15) Y C(3,12). Ce cas se ren-
’
contre une seule fois, pour D = p = 38569 ou p est de classe C(3,12); i1

a requis le calcul du p.g.c.d. de Fp et F;
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Enfin, pour tous les corps étudiés, l'anneau des entiers est Z[x] et il

n'y a donc pas de nombre premier exceptionnel.

En résumé, la connaissance des familles suffit en degré 3, et pour

les corps étudiés de degré 4 et 5, la connaissance des sous-familles suf-

fit 3 une exception prés.

B) Séries L tordues.

Comme en A), on pose L(s) = CK(s)/c(s); et 1l'on note Lp(s) le fac-
teur local associé 3 p. Soit par ailleurs d 1le discriminant d'un corps

quadratique réel. Si l'on a L(s) = ngl cnn_s, la série tordue est

Lissxgs 5, D e

nZ1 n ® avec le symbole de Jacobi (g). Chaque classe C se

n

décompose en 3 sous-classes CO’ C C_ selon que (g) vaut 0, +1 ou -1; le

+,
facteur local est 1 si PE€Cy, c'est celui de la classe C si p€C et en-
fin, il s'obtient en changeant p—s en —p‘s si p€C_. La table 6 donne

les sous-classes et les facteurs locaux lorsque K est de degré 3.

Pour obtenir 1l'équation fonctionnelle, on introduit les corps

K' = Q(Vd) et K" = K(V/d), et 1'on utilise la relation

(32) ; cK,.(s)c(s)
Lisixg) * F1nT—T5y
S,Xd) CK s CKI s
Dans les cas étudiés, d est premier au discriminant D de K ; par sui-
te, le discriminant de K" est D2d3 (et celui de K! est d). On obtient

donc 1'équation fonctionnelle

2)s—1/2

(33) L(1-s5x4) = (Dd c(s)? Lissxg).

C) Corps de degré U4 avec sous-corps quadratique.

Soit K un corps totalement réel de degré 4, avec un sSous-corps qua-
dratique E; on note D le discriminant de K et d celui de E, et 1l'on

suppose que K n'est pas abé&lien sur Q. On pose L(s) = tg(s)/tp(s), d'ou
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1'équation fonctionnelle

s-1/2

(34) L(1-s) = (D/d) c(s)? L(s).

La répartition en classes se fait en tenant compte des lois de dé-
composition d'un nombre premier p & la fois dans E et dans K. On sait
que la décomposition dans E est de la forme C(12), C{(1,1) ou C(2) selon
que le symbole de Jacobi (%) est égal 3 0, + 1 ou -~ 1. On ajoute donc
aux symboles de classe dans K un indice 0, + ou - donnant le signe de
(g), indice sous-entendu s'il n'y a pas d'ambiguité. La table 7 a été
déterminée en remarquant qu'un idéal premier p dans E a une décomposi-

tion de l'une des formes p = P2, p =P oup=Pdans K.

Dans la table 3, on a donné deux nombres x et n telsque E = Q(n),
K = Q(x) et que (1,x,n,xn) soit une base sur Z de l'anneau des entiers de

K. 1I1 est alors facile de déterminer les nombres premiers exceptionnels.

Comme x et n satisfont 3 des équations du type

(35) n2 = an + b s x2 = a' + b'x + e'n + d'xn
on a
(36) x° = (a'b' + bc'd') + (a' + b'2 + bd'%)x + (b'c' + a'd' + ac'd')n

+ (2b'd' + ' + ad'z)xn.

L'indice du sous-groupe Z[{x] = Z + Zx + zx? + Zx® dans 1'anneau des en-
tiers 0 = Z + Zx + Zn + Zxn est égal 3 la valeur absolue du déterminant
de la matrice formée des coefficients de n et xn dans 1l'expression de

x2 et x3, d'ol

(37) (0 : Zx1) = |d'(a'd’ - b'e") -c 2.

[
+
e

Prenons par exemple le corps K de discriminant 2225, avec n =

N
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et x = 3—:—l%~1—2 . Ona (2x-n)2 =n + 9, d'od
(38) n2 =n + 1 s x2 = 2 4 xn,

c' d} 01

est le seul nombre premier exceptionnel. Comme 2 ne divise pas le dis-

. a' bt P ~ [2 0 . -
et la matrice est égale 3 . On a alors (0 : Z[x]) = 2 et 2

criminant, il n'est pas ramifié. Comme le polyndme H? -~ H - 1 est irré-
ductible modulo 2, et qu'on a x(x-n) = 0 mod.2 0 d'aprés (38), en obtient
immédiatement la décomposition (2) = (x)(x-n) de (2) en produit de deux
idéaux premiers de norme 22. Autrement dit, 2 est dans la classe C(2,2)
pour K; comme on a aussi (%) = -1, le nombre premier 2 appartient 3 la

classe C(2,2)_.

Avec un peu de patience, on traite de maniére semblable les autres
corps de la table 3, et 1'on obtient le tableau suivant (il n'y a pas de

nombre premier exceptionnel dans les autres cas)

Discriminant 2225 4525 5225 5725 7232 7625
Nombre premier exceptionnel 2 3 2 3 2 2
Classe €(2,2)_ C(2,2)_C(2,2)_C(2,2)_ c<1"’,12>0 €(2,2) _

12. Algorithme de décomposition des polyndmes modulo p.

Un tel algorithme, prévoyant tous les cas de décomposition possibles,
a é€té mis au point par Y. Roy [14]; il s'agit d'une modification de la
méthode de Berlekamp [2] et Knuth [11, p.389], intéressante si le degré
est petit et p grand. Comme on 1l'a noté plus haut, nous n'avons besoin
que de la répartition en familles et sous-familles; nous nous contenterons

donc d'exposer la partie correspondante de l'algorithme.

Soient p un nombre premier et

H(X) = X¥ - ler—i - v2X —ee.— ¥

PR A

un polyndme de degré r 3 coefficients dans le corps Pp d p éléments.
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Pour tout entier n » 1, on sait que Xpn- X est le produit des polyndmes
irréductibles (dans PPIX]) dont le degré divise n, chacun avec multipli-
cité 1. Nous voulons déterminer le nombre s de facteurs de degré 1 de
H(X) et le nombre j de facteurs irréductibles de degré 2 de H(X) (comp-
te non tenu des multiplicités). Pour tout entier n » 1, soit Gn(X) le
p.g.c.d. de H(X) et xP" - X dans Pp[X], et soit g son degré. Il est

immédiat qu'on a
(39) S = g4s S+ 2] =gy,

et tout revient 3 déterminer g, et g,. Nous décrivons maintenant les

diverses parties de l'algorithme.

A) Algorithme de division modifié.

I1 s'agit de la méthode classique, modifiée pour ne pas avoir &

faire de division dans le corps fp. Soient

_ Q a-1
MIX) = mgX™ + myX toetmo g X 4wy
NGX) = n.xB + n,xB? 4 i4n, X+n, (n,* 0
0 1 seet Ppoq B 0
deux polyndmes dans FP[X].
Initialisation : SO(X) = M(X)
Boucle : e; = deg Si - deg N

si e; <90 fin de procédure
si e; >0 fi coefficient dominant de Si(X)

- - ei
Si+1(X) = nOSi(X) fiX N({X).

La procédure s'arréte pour une valeur q de i et il existe un entier
h 2 0 tel que Sq(x) soit le reste de la division euclidienne de nglﬂ(x)

par N(X); on a ng # 0 dans Pp.

B) Calcul du reste Rl(X) de la division de XP par H(X).

On définit les matrices
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vy 1 0 0 . 0 0 vy
v, 0 1 o . 0 0 vy
Vg 0 0 1 . 0 0 Vg
A = s V =
Vioq 0 0 0 . . 0 1 Vo1
v 0 0 0 . 0 0 \'4
r r

puis 1l'on effectue le calcul matriciel w = APT y . siw .- W,, sont les

1"

éléments de w, on a

r=-2

r-1 X oo bw X +w

(40) RI(X) = w1X + W,

Nous avons eu 3 considérer des nombres premiers p de l'ordre de
45000 et r Qaut 3,4 ou 5. Le calcul par récurrence de la puissance APT
est trés onéreux; voici une méthode qui requiert 0(log p) opérations et
qui nous a permis (en degré 5) de traiter en 3 minutes environ les nom-

bres premiers contenus dans chaque tranche de 1000 nombres.

Si = r, onaw=v. Sinon, on écrit
k] 2

(41) P-T =Ygt 2y 4 2272 P zmym

avec des Yi égaux 3 0 ou 1 et Yp F 1. On définit ensuite les matrices
Bl""Bm de type r xr par

2 2 2
""Bm = Bm-l’ Bm+1 = Bm.

Les matrices Vgs ¥ de type r x1 sont définies par

137 ,Vm+1

[5]
™
)
1
Q

ve}
<
9]
e
<
1
[y
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On a finalement w = Voe1®

C) Calcul du reste RZ(X) de-la division de Rl(Rl(X)) par H(X).

I1 s'agit en fait du schéma de Horner appliqué 3 l'anneau quotient
fp[X]/(H(X)). On définit les polyndmes TO(X), Tl(X)""’Tr—l(X) de de~
gré < r - 1 par

TO(X) = Rl(X)’

T;(X) est le reste de la division de XT;_ 4 (X) par H(X) pour

1<i<r-1.

On pose ensuite, avec les notations de (40),

(42) Ul(X) = wlRl(X) + W,

et si

(43) U; 0 = ax™ e ax™ 2 e a X+ a,

on pose

(W) Uy (0 = ag T (0 + a,T) (X0 oot a, T, + a o) + w,,,.

I1 est immédiat que modulo H(X) on a Ti(X) XlRl(X) d'ou

(X) = U, (XR (X) + w et done U,_,(X) = R (R (X)). On a par con-

Ui+1 i+2 1

séquent R, = U _,-

D) Calcul de g, et g,-
Par construction, on a XP = Rl(X) mod.H(X), d'on

(45) G(xPy = G(Ry(X))  mod.H(X)

pour tout polyndme G(X) dans Pp[X]. Remplagons successivement G(X) par

xP et R1(X); on obtient

2
(486) XP = Ry (X)P mod.H(X)



Car-32 300

(47) Ry (XP) = Ry (Ry(X))  mod.H(X),
et comme Rl(XP) = RI(X)p, on a finalement

2
(u8) xP = Ry (R (X)) = Ry(X)  mod.H(X).

Par suite, le p.g.c.d. Gn(X) de Xpn ~ X et H(X) est aussi celui de
Rn(X) - X et H(X) (pour n = 1,2). Pour calculer Gn(X), on utilise 1'al-
gorithme classique d'Euclide et 1'on voit immédiatement qu'on ne change
pas le résultat (3 multiplication prés par un élément non nul de fp) si

1l'on utilise partout 1l'algorithme de division "modifié" décrit en A).

13. Calcul numérique de L{(1-2n).

On note K un corps totalement réel de degré r = 3,4 ou 5, et de
discriminant D, et 1'on suppose connue la répartition des nombres pre-
miers en classes;on pose L(s) = CK(S)/C(S)- Les autres cas sont ana-

logueé. Le calcul de L(1-2n) se fonde sur les formules suivantes

n{r-1)

(49) L(1-2n) = (-1) c, L(2n)
- I
(50) L(2n) = 522 Lj(2n)
t e e
-2 -2n f -1 . . 1 ‘
(1-p™°M I (a-p™*P Tk si e, f5

(51) Lj(2n) =

1 si j n'est pas premier.
(52) €1 %
(21%)
p? r-1
(53) ¢ = —~—z———0 B ¢ avec Bn = [ (n-1)(2n-1)] .

n (2“2)r-1 n n-1

Enfin, on note rp(Zn) et sp(2n) le numérateur et le dénominateur du nom-

bre rationnel LP(Zn).
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Nos calculs ont été effectués en "arithmétique entiére"”, c'est-a-
dire que l'on connait exactement la valeur de la somme, de la différence
ou du produit de deux nombres entiers, et la partie entiére a + b du quo-
tient de l'entier a par l'entier b . Nous pouvions en principe traiter
des entiers compris entre - 10%°% et 10%°" ce qui excédait largement les

besoins du calcul.
Détaillons maintenant les calculs et l'estimation de l'erreur. On
choisit des entiers strictement positifs P,a,B,y et l'on pose

(54) _ r-1 x €
(2n-1)p?0"1

]
]

On s'est arrangé pour avoir toujours e < Eﬁ%ﬁ’ ce qui permet de négliger
en toute sécurité 52 dans les calculs qui suivent. Nous définirons des

£ 2 ” L.
nombres F,Z,... dont les valeurs approchées calculées sont notées T ,7 ,...

a) Calcul de F = 10% L(2n) : on tronque le produit infini en posant
P
L, = jEZ Lj(2n). Si un nombre premier p appartient 3@ la classe
e1 et t
C(f1 3oty ) onar = k§1 ekfk’ d'ol Fiodeoet ft €< r; de plus, on a
0 < p-znfk < 1 et comme 0 < t < 1 entraine 1 < —QL? < Tl—’ on obtient
1-t -t

1'estimation suivante du facteur local (voir (51))

-2n

(55) 1-p 2" <L 2n) < (—Li 7L,

1_p-2n

On a L(2n)/L; = 5 L (2n), d'od

-1 r-1
(56) 1 —L < Mmoo g Lo ;
p>P 1-p ‘" 1 p>P 1-p "

or 1l'unicité du développement en facteurs premiers entraine

I ———1:—2'; =z a_zn < 1 + ‘f a-zn
p>P 1-p a€s a=P+1
<1+ f xMax =14+ — 1 =14 &

@n-1)p2n-1 r-1
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(on note S 1l'ensemble des entiers a # 1 sans facteur premier < P). En

conclusion, on a

1 r-1

€\~ L(2n) _ _€ -
(57 (1+'I',—_T) -1<T 1<(1+I") 1.

-1

La valeur approchée F* de 10°'L1 est calculée par le schéma

IR )
F1-10
Fj = IFj—i rj(2n)] + sj(2n) pour j = 2,3,...,P
*
F" = F_ .
P

En ajoutant 3 l'erreur de troncation donnée par (57) l'erreur d'arrondi

due aux divisions, on obtient l'estimation suivante de 1l'erreur

*
(58) -1 <e® s s ™ EL pam.
10

b) Calcul de Z = 108 VD : soit u 1la partie entiére de VD, d'ol

D = u2 + v avec 0 € v € 2u. On pose

(59) T = 1088 5 = 10848\ v %,
u

et 1l'on développe le racine carrée par la série du bindme. Voici le

schéma du calcul

g, = 108*8y
6 = {(3-2k)V'Gk_1] 2ku’? pour k > 1
N plus petit entier k tel que Gk+1 =0
Z' = [G0 + G1 +o..4 GN] * 106
On a l1l'erreur
(60) l%: S < 1 7(8 + log10 u) + 50 1

LN 10°

c) Calcul de K = 108(21r2)r-1 : au moyen d'une table donnant T avec

200 décimales, on définit U1 = 108+6w. On calcule successivement
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_ 2y . B+6
Up = (2U3) + 10
. g+6
U3 = (U2U2) = 107
- B+6
UU = (U2U3) - 10
- - B+6
U5 = (UZUH) + 10
et l'on pose K* = U, * 10% si 1e degré est égal 3 r. On a l'erreur
»
K 2
(61) o - 1] € —/—5—5— -
K 108 (2n )T 1

Dans les conditions usuelles, ceci signifie que VD et (2172)1?_1 ont été

calculds a 2.1078 prés.

d) Calcul de Cn = 10Ycn : on utilise les formules de récurrence (52)

et (53) sous la forme suivante

B2
A% = (1028p?) + * (valeur approchée de A = —2232?:T
2 %)
c; = 10¥pz* = K*
* * * . [
cr = (a¥B_ cX )+ 10
L'erreur se calcule selon la formule
C‘ » *
(62) n _ K~ _ n-1 . 1 | n-1 -
IC 1] Snlg-U s Tttt IZ 1,
n 1 2
c'est-3-dire
C"E 2,r-1
(63) 2. 1| < n__ 4 oD ) 1078
n (27°) D
. et et oy 1 7(8 + loggg w) + 50, [ 1078

e) Calcul de L = 1010|L(1—2n)I: on utilise 1'équation fonctionnelle

(49), sous la forme de la valeur approchée

(64) ¥ - (r‘c:) + 100*Y"10,
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Dans les cas étudiés, on a D > 49 d'od A > 6.10%, ¢, > %.10Y, et 1'on n'a

considéré que le cas n < 29. Les nombres a, 8, ¥ de décimales retenues

sont définis en fonction de P par

B =y =a-6 et a -9 = partie entiére de log,, %2;% + (2n-1) logyq P,

Les formules (58) et (63) montrent que dans ces conditions et pour
P < 45000, l'erreur d'arrondi est inférieure au dixiéme de l'erreur de
troncation, d'ol l'estimation finale de 1'erreur

2(r - 1)

(65) =
(2n-1)P2"71

»*
L -
E_ - 1l < 2¢ =

14. Caractére significatif des résultats obtenus.

Les fonctions L considérées ont un développement en série de Dirich-

let
- ¥ -s
(66) L(s) = n§1 c, 7,
dont les coefficients ¢, sont "petits™. Il en résulte que pour s > 10 par

exemple, la série précédente converge tré&s rapidement et a une somme trés

voisine de cy = 1. Mais 1'équation fonctionmnelle introduit un facteur

s-1/2 . - N . . !
A C(s)d qui croit trés rapidement avec s, et ceci d'autant plus que

A et d sont plus grands. Dans certains des cas étudiés, ce facteur est

de 1'ordre de 10'7%, et il nous faut donc sommer la série (66) (ou le pro-

0.
b

duit infini équivalent) avec une erreur inférieure & 10718 ceci requiert

environ 45000 termes de la série.

Les nombres L(1-2n) ont été calculés avec 10 chiffres aprés la vir-
gule, et la formule (65) montre qu'avec un P convenable (choisi en fone-
tion de n), on peut faire en sorte que IL* - L] < 107° (sauf pour n = 1,

3

ol nous n'avons que [L‘ - L] € 1077). Par suite, les 5 premiers chiffres

aprés la virgule (sauf pour n = 1) sont exacts. Dans tous les cas
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étudiés, ces chiffres sont tous égaux 3 0 ou tous égaux 3 9. Autrement
dit, nous avons prouvé que L(1-2n) différe d'un entier de moins de 107°.
Comme ces nombres sont calculés de maniére indépendante, l'existence des
congruences trés précises sur les différences itérées ne laisse aucun

doute sur 1'intégralité des nombres L(1-2n).
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Discriminant
148 = 22.37
229

257

316 = 22.79
321 = 3.107
wou = 22.101
469 = 7.67
473 = 11.43
564 = 22.3.47
568 = 2%.71
621 = 33,23
697 = 17.41
733
756 = 22.33.7
761
785 = 5.157
788 = 22.197
837 = 3%.31
892 = 22.223
9u0 = 2%2.5.47
985 = 5.197
993 = 3.331
1016 = 2°%.127
1076 = 22.269
1101 = 3.367
1129

1229

1257 = 3.419

Corps de degré 3 non cycliques

RKoX X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

W W W w W W W W W W W WwW W wWwwWw W W WwWw W W W W

W W W w

TABLE 1

310

Equation
x2 - 3x
- Lx

x2 - bx
x2 - bx
x2 - ux
x2 - 5x
x2 - bx
- 5x

x2 - 5x
- Bx

- 6x

- 7x

x2 - 7x
- Bx

x2 - Bx
x2 - 6x
x2 - 7x
- Bx

x2 - 8x
- 7x

x2 - Bx
x2 - Bx
x2 - 86X
- 8x

x2 - 9x
-~ 7x

x2 - 7x
x2 - 8x

MW G R N 0 WN W R E R e N W R R

57
55
556
53
53
53
51
51
51
51
23

"
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TABLE 2

>

Corps de degré 4 3 groupe de Galois symétrique

Discriminant Equation
1957 = 19.103 x* - ux? 4 x
2777 X ox¥ o ux? e x
3981 = 3.1327 xt - x® - ux? 4 2x
s7uu = 2%.359 x* - 5x2 & 2x
6224 = 2%.389 x* - 2x3- ux? 4 2x
6809 = 11.619 x* - 5x% 4 x
7053 = 3.2351 x* - 23 ux? 4 3x
7537 x* - x3 - 5x?2 4+ ux
v .3 2

8069 X - x° - 5x° + 5x

Car-i41
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725

2225

2525

2624

4205

4352

4400

4525

4752

5125

52256

5725

7168

7232

7488

7600

7625

8112

Corps de degré 4 contenant un sous-corps

28

12

12

13

1

N +

+
2

D discriminant du corps
d discriminant du corps

1+ Vo
2

=

w

312

TABLE 3

n + vn+b
2

n + vn+S
2

1 + VEn+9
7

1 + v2n+7

“+

2

n + Vvn+3
2

n + V-4n+10

2

vn + 3

n + Vvn+i3
2

1 + Vin+8
2

1 + Vin+13
2

n + VEA¥13
2

n + v-3n+17
2

vn + 3
1 + V2n+11

Q(x)
Q(n)

2

1 + +/2n+8

2
N

n + vn+17

VTR

quadratique

Equation

- 2x°"- 3x" +
- x3 - Sx2 -
- 6x2 +
- 7x2
- x3 - 7x2 +
- 2x3— 3x2 +
3 2

- x7 - 8x° +
- x3 - 8x% +
- Gx2
3 2

- 2x7- L4x” +
- 9x2

- x3 - 9x2 +
- 5x2

2x

5x

2x

x

3x

4x

Tx

6x

4x

2x

4x

11

11

11

11

19

16
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Facteurs locaux associés aux classes non ramifiées

Degré Classe Famille Facteur local
2s
c(3) Fo Z_RS—
p“S+p°+1
2s
r =3 c(2,1) Fy —12’——
s
p-T-1
2s
c(1,1,1) F T
3 p28_2p3+1
3s
c(y) Fo\ S -
06°0 p3$+p28+ps+1
F
0 3s
c(2,2) F
0,2 pSs+p2s_ps_1
3s
ro=y €(3,1) Fy —g——
s
p -1
3s
c(2,1,1) F
2 p3s_p28_ps+1
3s
c(1,1,1,1) F
4 p3s-3p28+3ps-1
4g
c(s) F P
0,0 pl&s+p3s+p25+ps+1
F
0 s
C(3,2) F
? 0,1 pUS+p3s_ps_1
bs
C(u,1) F
? 1,0 pus_l
F
1 bsg
r =5 €(2,2,1) F
242 1,2 pUS_2p25+1
phs
C(3,1,1) F
> 2 pkls_p3s_ps+1
pUS
Cc(2,1,1,1) F
3 pus_2p3s+2ps_1
pus
c(1,1,1,1,1) FS 75 5

Us_qp +6p s_ups+1
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TABLE S
Facteurs locaux associés aux classes ramifiées
Degré Classe Famille Facteur local
ca1®H F 1
r = 3
2 _ s
c(14,1) ) B
s
p -1
s
c2%) 7, S
pS+1
c(2,1%) F 2s
1,11 = 2s
Fq p -1
c1y Fio 1
r = 4 ? J .
c13, 0 _ B
F2 pS -1
c12,1%) _ps
p° -1
2 ) _ 2s
c(1°,1,1 F
3 (ps_1)2
c1®) _ 1 1
1,0
2 3s
€(3,1%) _ £
F1 ) S_q
2
c2?2,1) _p2s
F p2S-1
1,1
2s
r =5 c(2,1% 2
p-T-1
" s
c(1t,1) _ £
2,0 p -1
s
c1%,1%) - 2
2 pT-1
3s
2 T p
C(2,1°,1) F
. 2,1 Ss_pZS_ps+1
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TABLE 5 (suite)

Facteurs locaux associés aux classes ramifiées

Degré Classe Famille Facteur local

2s
cc1®,1,1) B
(p°-1)

2s
»1) P

(pS-1)?

r=s c¢1?2,12

3s
c(1?,1,1,1) 7, _p

(pS-1)°
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TABLE 6

Facteurs locaux pour L(s;xd) avec L(s) = CK(S)/C(S)

Sous-classes Facteur local
C(3)0 1
2s
c(3) SR
+ p23+ps+1
2s
c(3) S S
- p2S-pS+1
C(2,1)0 1
2s
€(2,1) £
+ pQS_l
2s
C(2,1)_ £
p-T-1
C(1,1,1)0 1
2s
C(1,1,1) .
* (pS-1)2
2s
C(1,1,1)_
e (pS+1)2
3
Cc(1 )0 1
3
c(1 )+ 1
c1?y 1
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TABLE 6 (suite)

Facteurs locaux pour L(s;xd) avec L(s) = CK(S)/C(S)

Sous-classes Facteur local

ca?,n, 1

2 s
c(1%,1), .
p°-1

9 s
c(14,1)_ £
p +1




Car-48

318

TABLE 7

Facteurs locaux pour Lfs) = CK(S)/CE(S)

Classes non ramifiées

Classe du sous-corps

Facteur local

2s
c(u) C(2)
p28+1
2s
c(2,2), c(1,1) -—g;—z
(p°+1)
2
c(2,2)_ c(2) 2=
p°5-1
2
c(2,1,1) c(1,1) _g_f_
s
p--1
2
C(1,1,1,1) c(1,1) -
(p°-1)
Classes ramifiées
s
C(22)0 cc1?) P
ps+1
c2?)_ c(2) 1
2 S
c(2,1%) c(1,1) L
ps+1
c(1h c(1?) 1
S
c(12,12)0 c1?y B
N s
p -1
ca?,1h, c(1,1) 1
2 S
c(1,1,1) c(1,1) P




1)
2)
3)
)
5)
6)

7)
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TABLE 8

FONCTION ZPTA DU CORPS DE DEGRE 3

ET DISCRIMINANT 148

(groupe de Galois non cyclique)

Répartition en classes des nombres premiers < 2000

Valeurs de L{1-2n) pour 1 €« n € 29, avec L(s) = EK(S)/C(S)
Valuation des différences itérées

Valeurs extrapolées de L(p)(l)

Valeurs de L'(1-2n)pour 1 € n < 15, avec L'(s) = L(s;xs)
Valuation des différences itérées pour L'(s)

Intercalement de L(s) et L'(s)
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TABLE 9

FONCTION zETA DU CORPS DE DEGRE 4
ET DISCRIMINANT 1957

(groupe de Galois symétrique)

1) Répartition en classes des nombres premiers < 5600
2) Valeurs de L(1-2n) pour 1 € n € 15, avec L(s) = CK(S)/C(S)

3) Valuation des différences itérées

(p)

4) Valeurs extrapolées de L (1)
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TABLE 10

FONCTION ZETA DU CORPS DE DEGRé 4

5

ET DISCRIMINANT 725

(groupe de Galcois diédral)

1) Répartition en classes des nombres premiers < 3000
2) Valeurs de L(1-2n) pour 1 € n € 20, avec L(s) = cK(s)/cE(s)
3) Valuation des différences itérées

4) Valeurs extrapolées de L(p)(l)
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TABLE 11

FONCTION ZETA DU CORPS DE DEGRé 5
ET DISCRIMINANT 24217

1) Répartition en classes des nombres premiers < 5000
2) Valeurs de L(1-2n) pour 1 € n € 9, avec L(s) = ;K(s)/;(s)

3) Valuation des différences itérées

(p)

4) Valeurs extrapolées de L (1)
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