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Introduction

Soient K un corps de nombres, totalement reel et abelien, et p un

nombre premier.

lytique p-adique

k ;> 1; on a note

facteur local en

Kubota et Leopoldt [12] ont construit une fonction ana

qui interpole les nombres 1;~P) (1 - k) pour k == 0 mod. p - 1,

l; (p) la fonction zeta du corps K debarrassee de son
K

p On renvoie Ie lecteur a l'excellent petit livre

d'Iwasawa [9] pour l'expose de cette theorie. Lorsque Ie corps K n'est

plus abelien, on savait par Siegel que les nombres l;K(1 -k) sont ration

nels pour k ;> 1 entier; Klingen [10] a etendu ce resultat aux fonctions

zeta associees aux classes d'ideaux, en interpretant les nombres l;K(1 -k)

comme termes constants de certains formes modulaires. Sa wethode a ete

approfondie par Serre, et l'on trouvera ses resultats dans ce meme volume.

Au debut de ses recherches, en fevrier 1971, Serre nous avait sugge-

re d'etudier numeriquement les fonctions zeta de certains corps non abe

liens, et d'en inferer la possibilite d'etendre a ce cas les resultats

de Kubota-Leopoldt et Iwasawa. A cette epoque, Y.Roy venait de mettre au

point un systeme (ecrit en langage assembleur) pour traiter des grands

entiers « 10 600 ) sur ordinateur. Le probleme de Serre nous sembla un ex

cellent test de l'efficacite de ce systeme. Les calculs furent done entre-

pris sur l'ordinateur modele IBM 360/44 du centre de calcul de l'Esplana

de a Strasbourg, et durerent de mars 1971 a avril 1972.

Les premiers resultats sur Ie corps cUbique de discriminant 148 depas

serent nos esperances, et nous firent entreprendre une etude systematique.

Des juillet 1971, nous disposions de tables etendues sur les corps

cUbiques. La critique de Weil, exprimee dans une lettre dosant artiste

ment Ie chaud et Ie froid, nous poussa a sortir franchement du cas abe-

lien en etudiant certains corps de degre 4 ou 5 a groupe de Galois non

resoluble. Dans les 80 cas etudies, les resultats sont frappants; ils
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semblent avoir encourage Serre dans sa recherche, et suggerent plus que

la theorie ne sait etablir aetuellement.

Le plan de ce rapport est Ie suivant. La premiere partie est un re

sume des resultats theoriques connus, y compris ceux de Serre. La deu

xi~ partie decrit les resultats et la troisieme la methode de nos ealculs.

Enfin nous donnons en annexe un extrait de nos tables, qui font environ

600 pages.

Nos remerciements ehaleureux vont a J.-P.Serre pour l'enthousiasme

avec lequel il a suivi nos efforts, et Ie soin qu'il a pris a nous ins-

truire de cette theorie. lIs vont aussi a W.Mereouroff qui n'a demantele

le.,centre de caleul de Strasbourg qu'apres l'aehevement de ce travail.

Notations generales.

On note Z l'anneau des entiers rationnels

Q le corps des nombres rationnels

R le corps des nombres reels

C Ie corps des nombres complexes

Re s la partie reelle du nombre eomplexe s

p un nombre premier

F Ie corps des entiers modulo pp

Zp l'anneau des entiers p-adiques

Qp Ie corps des nombres rationnels p-adiques

Cp la completion d'une cloture algebrique de Qp
0 l'anneau des entiers de Cpp
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un corps de nombres algebriques totalement reel

Ie discriminant de K

Ie degre de K (sur Q) (suppose fini)

l'algebre des series formelles a coefficients dans

l'anneau A.

l'algebre des polynomes a coefficients dans l'anneau A.
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S1. Sur la theorie des fonctions zeta p-adigues

1. Nombres de Bernoulli.

lIs sont definis par la serie generatrice

Car-5

(1)

d'ou les premiers nombres de la suite

(2) 1
= -30·

D'apres un resultat fameux d'Euler, on a

(3)

1 11'2
pour k = 1,2,.. et en particulier 1:1 -2 = -6 . La formule precedente

n= n

donne Ie signe et une bonne valeur approchee de B2k lorsque k ~ 10 par

exemple, la somme de la serie n¥l ~k differe de 1 de moins de 10- 6 . No
n

ter aussi qu'on a B2k+1 = a pour k ~ 1.

Le resultat precedent s'explique par la fonction zeta de Riemann,

definie t(8)
00 -s La formule (3)par = n~l n lorsque Re s > 1. montre en

particulier -2k t(2k) est nombre rationnel pour k;> 1. Pour de-que 11' un se

barrasser des puissances de 11', on utilise Ie prolongement analytique de

t(s) et l'equation fonctionnelle bien connue

(4) t(l-s) = 2.(211')-s f(s) cos 11'; t(s).

Les resultats du premier alinea sont alors contenus dans la formule d'Eu-

ler

(5) pour k ~ 2 entier.

Autrement dit, les valeurs de la fonction t aux entiers negatifs sont des

nombres rationnels, que lion peut calculer facilement au moyen de rela-
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tions de recurrence deduites de la serie generatrice des nombres de Ber-

noulli

Plus generalement, soit X un caractere primitif de Dirichlet, de con

ducteur f . La fonction L associee est definie par L(s;X) = n~l x(n)n- s

lorsque Res> 1. Lorsque f = 1, on retrouve la fonction ~ de Riemann; si-

non, L(s;X) se prolonge en une fonction holomorphe sur C, dont la valeur

aux entiers negatifs est donnee par la formule de Leopoldt [13]

(6) L(l-k;X) = -Bk /k, pour k ~ 1.,X
n n .

Le polynome de Bernoulli Bn(X) est egal comme' d'habitude a j~O (j)B/n- J

et les nombres de Bernoulli generalises sont definis comme suit

(7)

2. Interpolation p-adigue.

Avant de pouvoir formuler les resultats de Kubota-Leopoldt, Iwasawa

et Serre, nous devrons rappeler les principes generaux de l'interpolation

p-adique.

Choisissons un nombre premier p et notons Cp la completion d 'une

cloture algebrique du corps p-adique Q ; on normalise la valeur absolue
p

dans Cp par Ipi = p-1 et 1 'on note 0pI' anneau des elements x de Cp tels

que Ixl <; 1.

Soit par ailleurs b = (b O,b1 , .. ) une suite d'elements de Cp . On de

finit comme d'habitude les differences iterees de cette suite par les for-

mules

(8) (k ~ 0)
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(n ;> 1, k ;> 0)
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et leon definit les coefficients ·d'interpolation cn = ~nbO' soit plus ex

plicitement

(10)
n . n

cn = ·E 0 ( -1 ) n- J ( • ) b • •
J= J J

Pour tout entier n ;> 0, on a inversement

(11)
00 k

b k = EO c ( ).
n= n n

On a alors Ie critere de Mahler: pour qufil existe tine fonction continue

f : Zp ~ Cp telle que f(k) = bk pour tout entier k ;> 0, il faut et suffit

qu'on ait lim Ic I = O. La fonction fest definie par Ie developpement
n~ n

binomial

(12) f(x)

avec la definition usuelle des "puissances binomiales" (sous la forme ttdes-

cendante tt )

(13) (x)n = x(x-1) ... (x-(n-1».

Pour deduire de la un developpement en serie de puissances pour f(x),
(m)introduisons les nombres de Stirling Sn (pour 0 < m ~ n) par l'identite

(14)

on calcule ces entiers par la formule de recurrence usuelle

(15) SCm) = S(m-1) - n SCm)
n+1 n· n (1 <; m <; n)

et les conditions aux limites S(O) = 1 S(O) = 0 et Sen) = 1 pour n ~ 1.o 'n n

Posons alors q = p si p ¢ 2 et q 4 si p 2; de plus, posons
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ld.
R = pp-1 si p ¢ 2 et R = 2 si p = 2. Supposons que les coefficients

d'interpolation cn satisfassent a la congruence

(16)

On peut alors definir de nouveaux coefficients am par la serie convergen

te

(17) a = ! SCm) c In!
m n=m n n

et la fonction f d'interpolation definie par (12) admet Ie developpe-

ment en serie de Taylor

(18) f( ) =! mx m=O amx

de rayon de convergence;> R. Autrement dit, si I' on a cn == 0 mod. qn Op

pour tout n ;> 0, il existe une fonction fanalytique dans Ie disque ouvert

{x E cpl II xII < R} de Cp et telle que f(k) = bk pour k ;> o.

Les methodes d'Iwasawa [8] suggerent une notion plus restrictive

d'analyticite qui a ete etudiee systematiquement par Serre [15]. Notons

U1 Ie groupe multiplicatif des elements x de Zp tels que x == 1 mod q Zp.

Choisissons un isomorphisme de groupes topologiques ct> Zp ~ U1
4

, par exem-

x oo~ -~npIe .(x) = (l+q) = n~O n! (x)n ou ,(x) = exp qx = n~O n! x •

D' apres Serre on appelle algebre d' Iwasawa I' ensemble des fonctions

f : Zp ~ Cp de la forme

(19) f(x) = F(,(x)-l) avec F E Op [[ T] ] .

On voit facilement que l'algebre d'Iwasawa ne depend pas du choix de

l'isomorphisme ~.

On dira par abus de langage que la suite b = (b O,b1 , •. ) d'elements

de Cp appartient a l'algebre d'Iwasawa s'il existe une fonction f : Zp.Cp
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de la forme (19) et telle que f(k) = bk pour tout entier k > O. II re

vient au meme de dire qu'il existe une serie formelle F E 0p[[T]l telle

que bk = F(yk_ 1 ) pour tout k > 0, Ie nombre p-adique y etant choisi de la

forme y = 1 + q u avec une unite p-adique u. Par une generalisation fa

cile des resultats de Serre [15], on obtient Ie critere suivant : la sui-

~ b appartient a l'algebre d'Iwasawa si et seulement si l'on ales congru-

o mod.qn o d .... ·" rencontre"es plus haut , et si de plus les ele-~ c -n p e]a
n SCm)ments d = m~O cm/qm de 0 sont divisibles par n! ~ Ope En parti-

--- n n p
culier, la classe de cn/qn mod.pOp ne depend alors que de la classe de n

mod.p-1 (pour n > 1).

3. Les fonctions zeta p-adigues des corps abeliens totalement reels.

Tout repose sur les proprietes arithmetiques des nombres de Bernoul-

Ii. II est bien COnnu ("congruences de Kummer") que si n n'est pas divi-

sible par p-l, Ie nombre rationnel Bn/n est p-entier (autrement dit, de

la forme alb avec b ; 0 mod.p) et que sa classe modulo p ne depend que

de la classe de n modulo p-1. Plus generalement,posons

l; (p) (s) = (1 - P-s) r;; (s) et considerons les p-2 "sous-series" formees des

valeurs de r;;(p)(-n) sur les progressions arithmetiques de periode p-1 a
l'exception de la progression -n =1 mod.p-l, soit

Iwasawa a prouve que chacune des sous-series precedentes appartient a
l'algebre d'Iwasawa. Pour la sous-serie restante, il faut une petite mo

dification; c'est la suite des nombres (y(1+k)(p-l)-1)r;;(P)(1-(k+l)(p-1»

po~r k > 0 qui appartient a l'algebre d'Iwasawa.
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On peut generaliser ceci aux series L(s;X). Choisissons un isomor

phisme x~ xO du corps ~ des nombres algebriques dans Ie corps algebri-

quement clos C. II existe alors un unique caractere w , de conducteurp p

q, tel que wp (x)O == x mod q 0p pour tout x en-tier. De plus, si

L(s) = n~l an n-s est une serie de Dirichlet, on note L(P)(s) la serie de

Dirichlet (n,~)=1 an n- s d'ou l'on a ote lestermes an n-s avec n == 0

mod.p. En particulier, on a t(p)(s) = (1_p-s) t(s) comme plus haut et

L(P){s,X) = (1-X(p)p-s) L(s;X). Avec ces notations, Iwasawa a montre que

si Ie caractere X est distinct de w~l, la suite des nombres L(P)(-k;XW~k)a

pour k = 0,1,2, .. appartient a l'algebre d'Iwasawa. On en deduit que si

X est distinct du caractere w- j , la suite des elements L(P)(1-j-n(p-1);X>Op

pour n = 0,1,2, .. appartient a l'algebre d'Iwasawa (pour j = 1,2, .. ,p-1

fixe) .

Soit K un corps de nombres totalement reel, abe lien et de degre r

sur Ie corps Q des nombres rationnels et soit t K la fonction zeta du corps

K. D' apres la theorie du corps de classes, il existe r caracteres

X1'. ·,X dont Ie conducteur divise Ie discriminant D de K, et tels que
r r

tK(s) = .IT :L(s;X.). Posons L(s) = tK(s)/l;(s). Ce qui precede montre
J =1 J

alors que pour k ~ 0, Ie nombre L(-k) est rationnel et n'a en denomina-

teur que des nombres premiers divisant Ie discriminant D de K~. De plus,

si p ne divise pas D, les p-1 sous-series formees des nombres

L(P)(1-j-k(p-1» pour k = 0,1,2, .. (on fixe j = 1,2, •. ,p-1) appartiennent

a l'algebre d'Iwasawa.

4. Les resultats de Serre 115] .

Serre considere un corps K, totalement reel de degre r sur Q, et

les nombres rationnels t K(l-k) pour k = 1,2, ..• Les resultats sont de

deux ordres.
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THEOREME D'INTEGRALITE

~K(l-k) est p-entier ·

a) Si k ;> 1 est pair et I' k +0 mod.p-l,~

b) Si k;;l) 1 est pair et rk - 0 mod.p-l, alors

prk r;K(l-k) est p-entier pour p =1= 2.

c) Si k > 1 est pair, Ie nombre 22-rrktK (1-k)

est 2-entier.

INTERPOLATION p-ADIQVE : Supposons d'abord p =1= 2. Choisissons un genera

teur topologique y de V1 = 1 + q Zp' et un entier pair j compris entre

1 et p - 1.

a) Si I' j +0 mod.p-l, il existe une serie formelle F j E Zp ([ T]]

telle gue I;~P) (1-k) = Fj (yk - 1), pour tout entier k > 2 tel Que k == j

mod.p-l.

b) Si I' j == 0 mod. p-l, il existe une serie formelle F~ E Z [[ T] ]
-- (p) F·(yk_l) ] P

teIIe que t K (l-k) = ] pour tout entier k > 2 tel que
yrk _ 1

k == j mod.p-l.

Supposons maintenant p = 2. II existe alors une serie F E Z2[[T]]
(2) F-(yk_ 1 )

telle que 2-r t K (l-k) = - pour k > 2 pair.
yrk _ 1

Avec les notations de Serre, on a dans Ie cas a) 1;~(1-X;1-U) =F!yX- 1 )

pour x E Z , en notant u la classe de j modulo p-l. II faut remplacer
p F~(T)

F.(T) par ] dans Ie cas b); modification analogue pour p = 2.
] (1+T)r- 1
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S2. Resultats numeriques

5. Description des corps etudies.

Nous donnons d'abord la description precise des 63 corps totalement

reels de degre 3,4 ou 5 que nous avons etudies.

A) Corps cycligues de degre 3 et discriminant < 900.

Si K est un tel corps, son discriminant est un carre D = d 2 , Ie
. 21Ti/dcorps K est contenu dans Ie corps cyclotom1que Q(e ) et il existe

un sous-groupe H du groupemultiplicatif (Z/dZ)x avec les proprietes sui-

vantes :

a) la classe de -1 modulo d appartient a H;

b) il n'existe aucun diviseur d' ¢ d de d tel que H contienne toutes les

classes modulo d des entiers a premiers a d et tels que a =1 mod.d';

c) H est d' indice 3 dans (Z/dZ) x;

d) notons Co = H, C1 et C2 les classes de (Z/dZ)x modulo H, et posons

Zj = a~ c.e2nia/d pour j = 0,1,2. Si d n'est pas divisible Ear 3, alors
]

(zO' z1' z2) est une base sur Z de I' anneau des entiers de K.

Les proprietes a), b) et c) montrent que d est de l' une des formes

32 P1·· Pr ou P1 .• Pr' ou P1, .. ,Pr sont des nombres premiers congrus a 1

modulo 6, et deux a deux distincts. Les nombres premiers p =1 mod.6

au plus egaux a 30 sont 7, 13, 19 et par suite les discriminants D < 900

sont 34 = 81, 72 = 49, 13 2. = 169, 192 = 361. Dans chacun de ces cas, Ie

groupe (Z/dZ)x est cyclique et contient donc un seul sous-groupe H d'in-

dice 3; choisissons uneracine primitive g modulo d et notons C. I' en
]

semble des entiers congrus modulo d al'un des entiers gj+3n pour n;> O.

On a Ie tableau suivant (avec g = 2 pour d ¢ 7 et g = -2 pour d = 7).
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D 81 49 169 361

Co 1 1 1,5 1,7,8

C1 2 2 2,3 2,3,5

C2 4 3 4,6 4,6,9

Pour· chaque classe C., on a donne la liste des elements a compris entre
]

1 et d;1 ; les autres elements sont les nombres de la forme nd ± a avec

n entier.

Le tableau precedent donne immedia"tement la valeur de x = zO. NOllS

y avons adjoint l'equation irreductible satisfaite par x.

D = 49 x = 2cos 211' x 3 + x 2 - 2x - 1 = aT

D = 81 = 2cos 211' x3 - 3x + 1 = ax 9

D 169 2cos 211' + 2cos 1011' 3 + x 2 - 4x + 1 = a= x = 13 13 x

x3 + x2 - 6x - 7 = o.D = 361 x = 2cos 211' + 2cos 1411' + 2cos 1611'
19 19 19

2On peut montrer qu.e (1,x,x ) est une base des entiers de K.

B) Corps non abeliens de degre 3 et discriminant < 1257.

II y a 28 corps de cette classe; la table 1 donne pour chacun d'eux

Ie discriminant et sa decomposition en facteurs premiers, et l'equation

irreductible satisfaite par un element x tel que K = Q(x). On 3. choisi

x de sorte que les monomes 1,x,x2 forment une base sur Z de I 'anneau des

entiers de K. La table 1 est copiee de Delone et Faddeev [6].

C) Corps non abeliens de degre 4 ne contenant aucun sous-corps non

trivial, et de discriminant < 8069.

II Y a 9 corps de cette classe; la table 2 donne pour chacun d'eux

Ie discriminant et sa decomposition en facteurs premiers, et une equation

definissant Ie corps. Si Lest la cloture galoisienne de K, Ie groupe
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de Galois de L sur Q est Ie groupe symetrique S 4 d' ordre 4!. Dans cha

cun des cas,le generateur x de K est tel que (1,x,x2 ,x3) soit une b·ase

sur Z de l' anneau des entiers de K.

D) Corps non abe1iens K de degre 4, contenant un sous-corps guadra

tigue E, et de discriminant < 8112.

11 Y a 18 corps de cette categorie, decrits par 1a table 3. Dans

chaque cas, on a donne 1e discriminant D de K, 1e discriminant d de

E , un generateur n de E et un generateur x de K. Dans tous 1es cas,

1a fami11e (1,n,x,xn) est une base sur Z de l'anneau des entiers du corps

K , et 1a cloture galois ienne L de K est de degre ·8 sur Q, de groupe

de Galois diedral d'ordre 8.

E) Le corps de degre 5 et discriminant 114 = 14641.

C'est 1a partie ree11e du corps cyc1otomique Q(e2ni/l1). II est en

2ngendre par X.= 2cos 11 dont l'equation irreductible est

234L'anneau des entiers admet (1,x,x ,x ,x ) pour base sur Z.

F) Corps de degre 5 non abe1iens.

11 s'agit de 3 corps, dont nous donnons Ie discriminant et l'equa-

tion irreductible satisfaite par un generateur x

24217

36497

38569

x2 + 4x - 1 = 0

+ 4x - 1 = o.

On a 24217 = 61.397 et les nombres 36497 et 38569 sont premiers. Comme

1e discriminant n'est.pas divisible par un carre, l'anneau des entiers

ad~et (1,x,x2,x3,x4) pour base sur Z.
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B~~erg~~ 1 : Les corps de degre 4 ont ete pris dans la table de De

lone et Faddeev [6] pages 199-200. Cette table comprend trois erreurs

d'impression :

a) Les coefficients s,p,q,n sont tels que l'equation est

x4 sx3 + px2 - qx + n = 0 avec + px2 et non - px 2•
. p3+ p2+ p _p3+ p 2+ p 2

b) Pour Ie corps de discriminant 2225, 11re - 2 - et non --~2-----

c) Pour Ie corps de discriminant 7625, l'equation est

x 4 - x3 - 9x2 + 4x + 16 = 0 avec Ie terme constant 16, et non 1.

Enfin, Ie corps de discriminant 7260 n'existe pas; l'equation pro-

posee n'est pas irreductible, car on a

A titre de controle, tous les discriminants des corps de degre 3 et 4 ont

ete recalcules.

g~~erg~~ 2 : Les corps de degre 5 ont ete pris dans Ie travail de

H.Cohn (5]. Pour les discriminants indiques, cet auteur donnent d'autres

equations, mais no~s avons verifie qu'elles engendraient Ie meme corps.

Nous publierons par ailleurs [3] nos resultats numeriques sur les corps

de degre 5, et la methode utilisee.

6. Description des tables.

Pour chacun des 63 corps decrits ci-dessus, nos tables imprimees

(dont on trouvera un extrait plus loin) contiennent les renseignements

suivants

a) La loi de decomposition .explicite des nombres premiers p en ideaux

du corps K, pour p < 2500 environ. Nous possedons des renseignements

analogues pour p < 50000 environ, stockes sur cartes perforees.

b) Pour chaque corps K , nous avons pose L(s) = 'K(s)/,(s), sauf

dans Ie cas D, eu nous avons pose L(s) = 'K(s)/'E(s). NOllS avons calcu-

Ie les nombres L(-n) dans les limites suivantes :
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- pour 1 .- n < 57 si K est de classe A , sauf pour Ie plus grand

discriminant 361, ou nous avons seulement 1 .- n < 53

- pour 1 .-" n .- N si K est de classe B , l'entier N etant donne par

Ia table 1

- pour 1 .- n <; 29 si K est de classe C

- pour 1 .- n <; 39 si K est de classe D

- pour 1 .- n .- 17 si K est de degre 5 (classes E et F) •

Noter qu'onaL(-n) = 0 si n;> 0 est pair.

c) Pour chaque entier L(-n), ses facteurs premiers < 10000 avec

leur exposant.

d) Coefficients d'interpolation : on forme d'abord des sous-series

comme suit: si p = 2, une seule sous-serie formee des nombres L(2)(-1-2n)

pour n = 0,1,2, .. dans les limites de la table b). Si P ¢ 2, soit t l'un

des nombres 1,2, .. ,P;1; la t-ieme sous-serie se compose des nombres

an = L(P)(1-2t-n(p-1» pour n = 0.1.2 •.. dans les limites de la table b).
n n-j n .

On forme les coefficients d'interpolation cn = .~O (-1) ()a., qU1 sont
J = j J

entiers si K n'est pas abelien. On determine ensuite la plus grande

puissance de p divisant cn . La suite d' expos ants obtenue peut avoir

jusqu'a 29 termes pour p = 2 et les corps de degre 3 et discriminant as-

sez petit.

e) Valeur extrapolee de L(P)(l) : considerons la derniere sous-serie

definie par an- 1 = L(P)(l-nCp-l» pour n = 1,2, .. ,N; definissons les coef

ficients d'interpolation cn comme plus haut et soit ph la plUS haute puis-
N-1 -1 h

sance de p divisant cN- 1 . On a calcule l = n~O cn ( n) modulo p. Si

les resultats mentionnes en 7, B) ci-dessous sont exacts, la fonction

analytique p-adique L-, telle que L-(l-k) = L(P){l-k) pour k > 0, k - °
mod.p-1, satisfait a L-(1) = l mod pN-l pour p ¢ 2, et a L~(l) = i

mod 23(N-l) pour p = 2. Nous n'avons pas interprete les resultats obte-

nus pour i, mais nous pensons qu'ils pourront servir a tester les conjec-

tures a faire sur Ie regulateur p-adique dans Ie cas d'un corps non abelien.
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Les corps cycliquesde degre 3 et Ie corps de degre 5 et de discri

minant 11 4 sont abeliens, et la theorie d'Iwasawa fournit tous les ren-

seignements cherches sur eux. Nous n'avons fait les calculs de tels

corps quIa titre de contraIe de nos methodes. En particulier, nous avons

verifie que les nombres L(-n) obtenusn'etaient pas toujours entiers, mais

n'avaient en denominateur que les diviseurs premiers du discriminant.

A ) Integralite : II faut distinguer deux cas.

Ai) Lorsgue Ie corps K ne contient aucun sous-corps abelien =l=Q

(classes B,C et F), les nombres L(-n) = 7;K(-n)/c(-n) sont entiers et di-

visibles par 2r - 1 pour n ;> 0 entier (dans la limite des tables) .

A2 ) Pour les corps K de classe D, les nombres l;K(-n)/l;(-n) ne sont

pas toujours entiers, mais par contre les nombres L(-n) = l;K(-n)/l;E(-n),

ou E est Ie plus grand sous-corps abelien de K, sont entiers et divisi-

bles par 4 (pour n ;> 0).

Dans ces deux cas, la fonction L consideree est une serie L d'Artin

associee a une representation ~ductible du groupe de Galois Gal(~/Q),

de degre 6 = 2,3,2,4 pour les classes B,C,D,F respectivement. Ces cas

suggerent l' €nonce suivant : si L est une serie d' Artin associee a une

representation du groupe de Galois Gal(Q/Q), de degre 6, definie sur Q,

et sans composante absolument irreductible de degre 1, alors L(-n) est un

entier rationnel divisible par 26 (pour tout entier n ;> 0). Voir [4]

pour des conjectures analogues.

B) Interpolation p-adigue : nous nous interessons aux corps non abe

liens (classes B,C,D,F). On peut resumer comme suit les resultats obte-

nus :

- Supposons p =1= 2 et fixons l'entier t £.:1.1,2, .. , 2 ; dans la limite
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des tables, on a une formule d'interpolation

(20)

- Supposons p = 2; on a une formule d'interpolation

(21)

avec u O,u1 , .. entiers (dans la limite des tables).

Pour les corps K de la classe C qui contiennent Q(v'2) , on peut meme

remplacer 2° + 3j par 2° + 4j dans (21); ceci se produit pour les corps

de discriminant 2624, 4352, 7168 et 7232.

Pour p ¢ 2, l'enonce precedent signifie que les coefficients d'in

terpolation c n de la sous-serie L(P)(1-2t-k(p-1» (t fixe egal a
n-11,2, .. ,~, k prenant les valeurs 0,1,2, .. ) satisfont aux conditions

cn - 0 mod pn Ope Nous avons verifie pour Ie corps cubique de discrimi

nant 148 que les autres congruences de Serre sont satisfaites dans la li

mite des tables, de sorte que chaque sous-serie est Ie debut d'une suite

appartenant a l'algebre d'Iwasawa; nous projetons de verifier systemati-

quement de telles proprietes sur nos tables. II est facile en'tout cas

de verifier une des consequences de l'appartenance a l'algebre d'Iwasawa,
n+1a savoir que si cn est divisible par p ,la propriete analogue a lieu

dans la limite des tables pour les entiers n' = n mod.p-1 (lorsque n ~ 1

et n' > 1).

8. Series de Dirichlet tordues.

Si F(s) = n~1 an n- s est une serie de Dirichlet et X un caractere,

on definit la serie de Dirichlet F(s;X)

serie F tordue par x.

00 -s= n~1 anx(n)n et on l'appelle la
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Le caractere wp est defini comme au nO 3. Serre a demontre Ie re

sultat suivant dans [15, thm. 22); si a est un entier pair tel que

ra ; 0 mod.p-l. la suite des elements ~~P)C-k; W~-k-l)a de Cp Cpour

k = 0,1,2, .. ) appartient a l'algebre d'Iwasawa. II en est de meme de

CyrCk+l)_l)~~P)C_k; W~-k-l)a. si ra == 0 mod.p-1. Lorsque K = Q. done

r = 1, ceci se reduit a un resultat d'Iwasawa mentionne au nO 3.

Par analogie, nous conjecturons Ie resultat suivant : soient K un

corps de nombres totalement reel, et E Ie plus grand sous-corps abelien

de K. Posons L(s) = tK(s)/tE(s). Alors pour tout entier a, la suite

des elements L(P)(-k; wa - k- 1 )O de C (pour k = 0,1,2, .. ) appartient a
p - p --

l'algebre d'Iwasawa. On pourrait plus generalement considerer des series

L ", d' Artin (?).

Examinons quelques cas particuliers de cette conjecture. Tout

d'abord pour p" = 2, on trouve que Ia suite des nornbres entiers

appartient a l'algebre d'Iwasawa. On montre facilement que ceci entraine

que Ie n-ieme coefficient d'interpolation de la suite L(P)(-1),L(P)(-3),

L(P)(-S), .. est divisible par 23n • Par contre, nous n'avons pas d'expIi-

4n _Mcation pour Ia divisibilite par 2 Iorsque E = Q(v2) et (K : Q] = 4.

caractere de Legendre

£:.1
Supposons maintenant p * 2; Ie earaetere wp 2

a ~ (~), a valeurs dans
p

particulier I'enonce conjectural suivant : si p = 1
n-1des nornbres t = 1,2, .. ,~, les suites

n'est autre que Ie

{1,-1}. On a done en

mod 4, pour ehaeun

LCP)Cl-2t), LCP)(1-2t_E;1; Xp )' L(P)(1-2t-Cp-l». L(P)(1-2t-3 E;l; Xp)'"

LCP)(1-2t; Xp)' LCP )(1-2t-P;1). LCp)Cl-2t-(p-l); Xp )' L(P)(1-2t-3 p;l) •..
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appartiennent
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a l'algebre d'Iwasawa; en particulier, Ie n-ieme coefficient

d'interpolation de ces suites est divisible par pn.

Pour tenter de verifier une telle propriete, nous avons calcule pour

certains corps cubiques les nombres L(-n;X5) pour 1 < n < N; voici une

table des discriminants etudies

D = 148, 229, 257, 316, 321, 404, 469, 473

D = 564, 568, 621, 697, 733

N = 29

N = 23.

Nous avons verifie pour ces fonctions L(s;X5) les proprietes usuelles

d'integralite et d'interpolation p-adique (pour p ¢ 5); de plus, nous

avons forme par intercalement les deux suites suivantes (lorsque N = 29 par

exemple)

L<S)<-1), L<S)<-3;XS)' L<S)<-S), L<S)<~7;XS),..• ,L<S)<-29)

L<S)<-1;XS)' L<S)(-3), L(S)(-S;Xs), L(S)(-7), ••• ,L(S)(-29;XS)

et verifie que Ie n-ieme coefficient d'interpolation est divisible par 5n .

Nous avons aussi calcule les nombres L(-n;X13) pour 1 < n < 19 lors

que K est Ie corps cUbique de l'un des discriminants 148, 229, 257 et 316.

Les proprietes d'integralite et d'interpolation p-adique pour p ¢ 13 sont

comme d'habitude. Nous avons ensuite forme par intercalement le~ 6 sous-

series

L(13)(_1), L(13)(-7;X
1
3)' L(13)(-13), L(13)(-19;X13)

L(13)(-1;X
13

); L(13)(_7), L(13)(-13;X
1
3)' L(13)(-19)

L(13)(_3), L(13)(-9;X
13

), L(13)(-1S)

L(13)(-3;X
1
3)' L(13)(_9), L(13)(-1S;X

1
3)

L(13)(_S), L(13)(-11;X13)' L(13)<-17)

L(13)(-S;X
13

), L(13)(-11), L(13)<-17;X
13

)
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et verifie que dans chacune des sous-series, Ie n-ieme coefficient d'in

terpolation est divisible par 13 n .

§3. Calcul numerique des fonctions zeta

9. Methode generale.

Notons K un corps de nombres totalement reel, de degre r et dis

criminant D. La fonction zeta de K a ete definie par Dedekind au moyen

de la formule

(22)

(23)

lorsque 1S~ s > 1; la somme est etendue a tous les ideaux entiers a de K

et Ie produit a t.ous les ideaux premiers p de K. II est commode d' ecri

re Ie produit infini sous la forme d'un prod~it etendu aux nombres pre-

miers p

. -s -1
tK(s) = IT ~ (p ) ;

p. .

pour chaque p, Ie facteur ll>(p-S) est Ie produit des nombres 1-(N p)-s

pour tous les ideaux premiers p de K au-dessus de p. De plus, ll> est

un polynome de degre < r.

On sait par Hecke que la fonction t K se prolonge en une fonction

meromorphe sur C, avec un pole simple pour s = 1, et une equation fonc-

tionnelle

(24)

on a pose

(25) CCs) = 21- s n- s fCs) cos n:.
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Lorsque K = Q, on retrouve la fonction zeta de Riemann et ses proprietes.

Notre but est Ie calcul des nombres L(-l), L(-3), L(-S), ... pour di-

verses fonctions L liees etroitement a la fonction ~K. La methode gene

rale est la suivante :

a) Repartition des nombres premiers en classes: dans chaque cas, on

peut repartir les nombres premiers p en un nombre fini de classes

(Re s > 1).L(s)

D1 , .. ,Dh et determiner des polynomes M1 , .. ,Mh tels que l'on ait

h
= IT IT M.(p-S)-l

j=l pED. ]
]

(26)

b) Calcul des nombres L(2), L(4), ... par Ie produit infini prece-

dent.

c) Determination d'une equation fonctionnelle,donnant a priori les

nombres L (-1) L(- 3) L(- 5) f d' d t d
~ '~ ' ~ , ... sous une orme ne epen an que u

degre 'et du discriminant du corps considere, nombres qu'on peut calculer

une fois pour toutes.

10. Le cas des corps abeliens.

4

Parmi les corps que nous avons etudies, il y a 4 corps cycliques de

degre 3 et un corps cyclique de degre 5. Dans cescas la loi de recipro

cite permet de determiner les nombres ~K(-l), ~K(-3), .. par des calculs

faciles, qui permettent Ie controle de nos methodes.

Considerons un corps K totalement reel, cyclique, de degre 3, et

reprenons les notations du nO 5, A. II Y a trois classes de nombres pre-

miers :

a) celIe des diviseurs premiers de n,soit D
1

rob () 3.... . d' 1 . dno re, on a p = p ou p est un 1 ea premler e

si p est un tel

K de norme p. Po-

sons M1 (T) = 1.
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b) La classe Co = H = D2 : pour p dans CO' on a la decomposition

(p) = Pi P2 P3' avec trois ideaux premiers distincts Pi' P2' P3, de nor-

me p.

c) La classe C1 u C2 = D3 : pour p dans C1 u C2 , on a (p) P ou

p est premier de norme 3 On M
3

(T) = 1 + T + T 2 .P pose

Posons L(s) = l;K(s)/l;(s) et L (s) = M.(p-s)-l si pED .. On a alorsp ] J

(27) L(s) = n L (s) = L(s;X) L(s;X)p p

ou X est Ie caractere primitif de conducteur d = D1 / 2 defini par

x(n) = pn
j

pour nEC. (on note P¢l une racine cubique de I'unite).
J

Soit par aiIIeurs r ¢ 1 une racine l1-ieme de I'unite et K : Q(r +r- 1 )

(degre 5, discriminant 11 4'). On a de meme les lois de decomposition

a) On a (11) 5= p avec N P = 11, et Ie facteur local L (s) = 1.
P

b) Si P - ± 1 mod 11, l'ideal (p) est produit de 5 ideaux premiers

de norme p, et l'on a Ie facteur local L (8) = (1_p-s)-4.
p

5c) Dans les ~utres cas, (p) est premier de norme p dans K, et l'on

a le facteur local Lp(S) = (1 + p-s + p-2s + p-3S + p-4S)-1.

La fonction L(s) = l;K(s)/l;(s) admet alors les representations

(28) L(s)
4

~ Lp(s) = j~1 L(S;Xj)

ou Xl' X2' X3' X4 sont les caracteres non triviaux modulo 11 tels que

Xj (-1) = 1.

II reste a donner une methode de calcul de a k = L(-k;X) pour tout

entier k > 0 et tout caractere X non trivial de conducteur f tel que

X(-1) = 1. Le plus commode est d'utiliser la serie generatrice

(29)
f nX

r Xk/k t• = n~l x(n)e
k =O ak fX1-e
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qui fournit les relations a O = a 2 = a 4 = = 0 et les formules de recur-

rence

2 f
x(n)n 2(l)f a 1 = - n~l

(4)f3 4 f 4a 1 + ( )f a 3 = - n~l x(n)n
1 3
6 6 6 f

x(n)n 6( )fS a 1 + ( )f3 a 3 + (S)f as = - n~l1 3

..............................................

11. Lois de decomposition, facteurs locaux, equation fonctionnelle.

Soient K un corps de nombres, r son degre, D son discriminant et

o l'anneau de ses entiers. La repartition des nombres premiers en clas-

ses se fait comme suit :

a) pest ramifie s' il divise D et non ramifie s' il ne divise pas

D

b) si l'on a dans
e 1 en

K la decomposition (p) = P1 ...Pn avec

e 1 > l, .. ,en > 1 et des ideaux premiers distincts Pl, .. ,Pn tels que
f j. . el en

N p. = P ,on dl.t que p appartl.ent a la classe C(f1 , ••• ,f ).
) n

La classe C(f~l, .. ,f~n) est dite non ramifiee si l'on a e 1 - .. - en = 1;

alors tous les nombres premiers appartenant a cette classe sont non rami-

fies. Si au contraire l'un des exposants e i est different de 1, la clas-
el en

se C(f l , .. ,fn ) est dite ramifie~, elle ne se compose que de nombres pre-

miers ramifies.

Une classification plus grossiere est fournie par les familIes et

salls-familIes. La sous-famille Fs,j est la reunion des classes non-rami

fiees C(f1 , .. ,fn ) pour lesquelles Ie nombre 1 apparait s fois et Ie nom

bre 2 apparait j fois dans la suite (f1 , .. ,fn ); la famille f s est la re

union des sous-familles F 0' F 1' ... On definit de maniere analogues, s,

les familIes et sous-familles ramifiees Fs et F ..
S,)
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Dans tous les cas, Ie corps etudie est donne sous la forme K = Q(x)

ou x est un entier algebrique. r r-1Notons F(X) = X + c1X + •• + cr Ie po-

lynome minimal de x; ses coefficients c 1 , .• ,cr sont entiers. Posons

N = (0 Z [x] ); alors Ie discriminant du polynome F est donne par

~ = N2D. On dira qu'un nombre premier est exceptionnel (pour x) s'il di

vise N. Soit p un nornbre premier non exceptionnel, et soit Fp la reduc

tion de F modulo p. Alors p appartient ala classe C(f~1, .• ,f~n) si et

seulement si Fp se decompose dans l'anneau de polynomes Fp[X] en
el enFp = H1 ..• Hn ou H1 , .. ,Hn sont irreductibles, deux a deux distincts et

ou H. est de degre f ..
] ]

NOllS examinons maintenant en detail les divers cas.

A) Determination de L(s) = ~K(s)/~(s). On a l'equation fonctionnelle

(30)

Le facteur local associe

est

el ena un nombre premier p de la classe Cef1 , .• ,fn )

(31)
-s

L (s) = 1-p
P _fl s _fns

(l-p ) .... (1-p )

Voir les tables 4 et 5 pour les classes et les facteurs locaux en degre

3,4 ou 5. On constate qu'en degre 3, il y a. au plus une classe par famille.

En degre 4, la famille FO contient deux classes, qui correspondent cha

cunea une sous-famille; pour les classes ramifiees, la famille F1 se scin

de en deux sous-familles comprenant chacune une seule classe; la famille

F2 contient une seule sous-famille et deux classes, mais celles-ci ont

meme facteur local. En degre 5, on cons tate aussi que les sous-familles

ramifie€s F1,o' f 1 ,1' F2,o et la famille F3 = f 3,o contiennent chacune

deux classes; ceci n'introduit aucune ambigulte pour Ie facteur local, a
l'exception de la sous-famille Fi ,a = C(i 5) u C(3,i 2). Ce cas se ren

contre une seule fois, pour D = P = 38569 ou p est de classe C(3,1 2); il

a requis Ie calcul du p.g.c.d. de Fp et Fp .
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Enfin, pour tous les corps etudies, l'anneau des entiers est Z[x] et il

nly a done pas de nombre premier exceptionnel.

En resume, la connaissance des familIes suffit en degre 3, et pour

les corps etudies de degre 4 et 5, la connaissance des sOlls-familles suf-

fit a tine exception pres.

B) Series L tordues.

Comrne en A), on pose L(s) = ~K(s)/~(s)~ et l'on note Lp(S) Ie fac

teur local associe ape Soit par ailleurs d Ie discriminant d 'un corps

reel.
00 -s serie torduequadratique Si lion a L(s) = n~l c n , la estn

L(s;Xd)= n~l (£) -s Ie symbole de Jacobi (£) e Chaque classe Cc n avec sen n n

decompose en 3 sous-classes Cot C+, C- selon que (~) vaut 0, +1 ou -1; Ie
p

facteur local est 1 si p E CO' c' est celui de la classe C si p E C+ et en

fin, il s'obtient en changeant p-s en _p_s si pEC_e La table 6 donne

les sous-classes et les facteurs Iocaux lorsque K est de degre 3.

Pour obtenir l'equation fonctionnelle, on introduit les corps

K' = Q(Vd) et K" = K(ver), et l'on utilise la relation

(32)

Dans les cas etudies, d est premier au discriminant D de K; par sui

te, Ie discriminant de K" est D2d 3 (et celui de K' est d). On obtient

donc l'equation fonctionnelle

(33)

C) Corps de degre 4 avec sous-corps quadratigue.

Soit K un corps totalement reel de degre 4, avec un sous-corps qua

dratique E; on note D Ie discriminant de K et d celui de E, et l' on

suppose que K n'est pas abelien sur Q. On pose L{s) = Z;K(s)/Z;E(s), d'oll



295

l'equation fonctionnelle
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(34) L(1-s) = (D/d)s-1/2 C(s)2 L(s).

La repartition en classes se fait en tenant compte des lois de de-

compos i tion d' un nombre premier p a la fois dans E et dans K. On sait

que la decomposition dans E est de la forme C(1 2), e(1,1) ou C(2) selon

que Ie symbole de Jacobi (~) est egal a O. + 1 ou - 1. On ajoute donc

aux symboles de classe dans K un indice 0, + ou - donnant Ie signe de

(£), indice sous-entendu s'il n'y a pas d t ambigu1te. La table 7 a etep

determinee en remarquant qu' un ideal premier p dans E a une decomposi-

tion de l'une des formes p = p2, P = PQ ou P = P dans K.

Dans la table 3, on a donne deux nombres x et n tels que E = Q(n) ,

K = Q(x) et que (1,x,n,xn) soit une base sur Z de l'anneau des entiers de

K. II est alors facile de determiner les nombres premiers exceptionnels.

Cornme x et n satisfont a des equations du type

(35)

on a

n2 = an + b x 2 = a' + b'x + c'n + d'xn

(36) x 3 = (a'b' + bc'd') + (a' + b,2 + bd,2)x + (b'c' + a'd' + ac'd')n

+ (2b'd' + c' + ad,2)xn.

L'indice du sous-groupe Z{x] = Z + Zx + Zx 2 + Zx3 dans l'anneau des en

tiers 0 = Z + Zx + Zn + Zxn est egal a la valeur absolue du determinant

de la matrice formee des coefficients de n et xn dans l'expression de

x 2 et x 3 , d'ou

(37) (0 f
'2Z[ xl) = d ' (a' d' - b' c') -c f.

Prenons par exemple Ie corps 1 +V5K de discriminant 2225, avec n = --2---
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et x n + v'Tl+9 On a (2x-n)2 + 9, d'ou= 2 = n

(38 ) n 2 = n + 1 x2 = 2 + xn,

et la matrice (~: ~~ est egale a (~ ~). On a alors (0 : Z[x]) = 2 et 2

est Ie seul nombre premier exceptionnel. Comme 2 ne divise pas Ie dis

criminant, il n'est pas ramifie. Comme Ie polynome H2 - H - 1 est irre-

ductiblemodulo 2, et qu'on a x(x-n) == a mod.20 d'apres (38), en obtient

immediatement la decomposition (2) = (x)(x-n) de (2) en produit de deux

ideaux premiers de norme 22 . Autrement dit, 2 est dans la classe C(2,2)

pour K; comme on a aussi (t) = -1, Ie nombre premier 2 appartient a la

classe C(2,2)_.

Avec un peu de patience, on traite de maniere semblable les autres

corps de la table 3, et l'on obtient Ie tableau suivant (il n'y a pas de

nombre premier exceptionnel dans les autres cas) :

Discriminant 2225 4525 5225 5725 7232 7625

Nombre premier exceptionnel 2 3 2 3 2 2

Clas se C(2 , 2) _ C(2 ,2) _ C(2 ,2) _ C(2, 2) _ C(12, 12)0 C(2 ,2) _

12. Algorithme de decomposition des polynomes modulo p.

Un tel algorithme, prevoyant tous les cas de decomposition possibles,

a ete mis au point par Y. Roy [14]; il s'agit d'une modification de la

methode de Berlekamp [2] et Knuth (11, p.389], interessante si Ie degre

est petit et p grand. Cornme on I' a note plus haut, nous n' avons besoin

que de la repartition en familIes et sous-familles; nous nous contenterons

done d'exposer la partie correspondante de l'algorithme.

Soient p un nombre premier et

un polynome de degr€ r a coefficients dans Ie corps Fpap elements.
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Pour tout entier n > 1, on sait que Xpn- X est Ie produit des polynomes

irreductibles (dans F [Xl) dont Ie degre divise n, chacun avec multipli-p

cite 1. Nous voulons determiner Ie nombre s de facteurs de degre 1 de

H(X) et Ie nombre j de facteurs irreductibles de degre 2 de H(X) (comp

te non tenu des mUltiplicites). Pour tout entier n > 1, soit Gn(X) Ie

p.g.c.d. de H(X) et Xpn - X dans Fp[X] , et soit gn son degre. II est

immediat qu'on a

(39) s + 2j = &2'

et tout revient a determiner gl et g2. Nous decrivons maintenant Ies

diverses parties de l'algorithme.

A) Algorithme de division modifie.

II s'agit de la methode classique, modifiee pour ne pas avoir a
faire de division dans Ie corps F p . Soient

H(X) =

N(X) =

deux polynomes dans F [Xl.
p

Initialisation : So(X) = M(X)

- deg N

fin de procedure

Boucle : e. = deg S •l. l.

si e. < 0
l.

si e. > 0
l.

f i coefficient dominant de Si(X)
eiSi+1(X) = nOSi(X) - fiX N(X).

La procedure s' arrete pour une valeur q de i et il existe un entier

h ~ 0 tel que Sq(X) soit Ie reste de la division euclidienne de n~M(X)

hpar N(X); on a nO * 0 dans Fp .

B) Calcul du reste R1 (X) de la division de xP par H(X).

On definit les matrices
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Vi 1 0 a 0 a Vi

V2 a 1 0 a 0 v 2

v 3 a a 1 0 0 v
3

A = , v =

vr - 1 a a a a 1

vI" a a a a 0

puis I'on effectue Ie calcul matriciel w = AP-r v . Si w1 ,···,wr sont les

elements de w , on a

(40) R1 (X) r-l + w
2
xr - 2 + ••. + wr _1X= w1X + wr

Nous avons eu a considerer des nombres premiers p de l' ordre de

450 aa et I" vaut 3,4 ou 5. Le calcul par recurrence de Ia puis sance AP-r

est tres onereux; voici une methode qui requiert O(log p) operations et

qui nous a permis (en degre 5) de traiter en 3 minutes environ les nom-

bres premiers contenus dans chaque tranche de 1000 nornbres.

(41)

Si P r, on a w = v. Sinon, on ecrit

avec des Yi egaux a a ou 1 et Ym = 1. On definit ensuite les matrices

B1 , .. ,Bm de type I" x I" par

B = B2 •m+1 m

Les matrices va' v1 , .. ,vm+1 de type rx1 sont definies par

si Yj-1 a

va = v, v. =J
B.v. 1 si Yj - 1 = 1.

J J-
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C) Calcul du reste R2 (X) de'la division de R1 (R1 (X» par H(X).

II s'agit en fait du schema de Horner applique a I'anneau quotient

Fp[X] ;(H(X». On definit les polynomes TO(X), T1 (X), ... ,Tr _1 (X) de de

gre <: r - 1 par

Ti(X) est Ie reste de la division de XTi _
1

(X) par H(X) pour

l<:i<:r-l.

On pose ensuite, avec les notations de (40),

(42)

et si

(43)

on pose

II est immediat que modulo H(X) on a Ti(X) - Xi R1 (X) d'oll

Ui +1 (X) =Ui (X)R1 (X) + wi +2 et done Ur _l (X) - Rl (R1 {X». On a par con

sequent R2 = Ur - 1 .

Par construction, on a xP =R1 (X) mod.H(X), d'oll

(45) mod.H(X)

pour tout polynome G(X) dans Fp[X]. RempIa~ons successivement G(X) par

xP et R1 (X); on obtient

(46)
2

xP - R1 (X)P mod.HeX)



Car-32

(47)

(48)
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R1 (X)P, on a finalement

X
P2 _ _

R1 (R1 (X» R2 (X) mod.H(X).

n
Par suite, Ie p.g.c.d. Gn(X) de xP - X et H(X) est aussi celui de

Rn(X) - X et HeX) (pour n = 1,2). Pour calculer Gn(X), on utilise l'al

gorithme classique d'Euclide et l'on voit immediatement qu'on ne change

pas Ie resultat (a mUltiplication pres par un element non nul de r ) si
p

l'on utilise partout l'algorithme de division "modifie" decrit en A).

13. Calcul numerique de L(1-2n).

On note K un corps totalement reel de degre r = 3,4 ou 5, et de

discriminant D, et l'on suppose connue la repartition des nombres pre-

miers en classes; on pose L(s) = CK(s)/C(s). Les autres cas sont ana

logues. Le calcul de L(1-2n) se fonde sur les formules suivantes :

(49) L(1-2n) = (_1)n(r-l) c L(2n)
n

(50) L(2n) = j~2 Lj (2n)

t
(1_p-2n) k~1 (1_p-2n fk )-1 si

(51) L. (2n) =J
1 si j n'est pas premier.

(52) c 1 = D VD
(21T 2)r-1

(53) = D 2
B B [ (n-1) (2n-1)] r-1.c

(21T 2)r-l
c n-l avec =n n n

Enfin, on note r p (2n) et sp(2n) Ie numerateur et Ie denominateur du nom

bre rationnel L (2n).
p ..
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Nos calculs ont ete effectues en "arithmetique entiere", c'est-a-

dire que l'on connait exactement la valeur de la somme, de la difference

ou du produit de deux nombres entiers, et la partie entiere a + b du quo-

tient de l'entier a par l'entier b Nous pouvions en principe traiter

des entiers compris entre - 10 600 et 10 600 ce qui excedait largement les

besoins du calcul.

Detaillons maintenant les calculs et l'estimation de l'erreur. On

choisit des entiers strictement positifs P,a,B,y et l'on pose

(54) r-l -E = E
(2n_l)p2n- l '

On s'est arrange pour avoir toujours E < 50~O' ce qui permet de negliger

en toute securite E
2 dans les calculs qui suivent. Nous definirons des

nombres F,Z, ... dont les valeurs approchees calculees sont notees F*,Z·, ...

a) Calcul de F = lOa L(2n) : on tronque Ie produit infini en posant
P

L1 = j~2 Lj (2n). Si un nornbre premier p appartient ala classe

e
1

e t t
C(f1 , ... ,ft ) on a r = k;l ekfk , d'ou f 1 + ••• + f t < r; de plus, on a

o < p- 2nfk < 1 et comme 0 < t < 1 entraine 1 <~ < l=t' on obtient
1-t

l'estimation suivante du facteur local (voir (51»

(55) 1 - 2n < L (2n) "( 1 ) r-1 •
- p p - 2n

l-p

(56) [ J
-1

IT 1
-2np > P l-p

L(2n)

~
..; [II 1_ 2nJr-1

P > P l-p

or l'unicite du developpement en facteurs premiers entraine

II 1
p>P l_p-2n

= 1:
aES

a-
2n

" 1 + r
a=P+l

-2n
a

00

~ 1 + f x- 2ndx = 1 +
P

1

(2 n_l)p 2n- 1 1 + -'"'r-1
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(on note S l' ensemble des entiers a ;> 1 sans facteur premier <; P). En

conclusion, on a

(57) (1 + _E_)-l_ 1 < L(2n) - 1 <; (1 + _£_)1'-1_ 1 •
1'-1 L1 1'-1

La valeur approchee F- de lOa L l est calculee par Ie schema

F l = lOa

F. = [F. 1 r.(2n») sj(2n) pour j = 2,3, ... ,P
] J- J

F* = Fp

En ajoutant a l'erreur de troneation donnee par (57) l'erreur d'arrondi

due aux divisions, on obtient l'estimation suivante de l'erreur

(58)
F- _ _ P 1
I-F -11 <E + (1 + E) ---r;(2n).

lOa

b) Calcul de Z = lOB v'D : soit u la partie entiere de vD, d 'au

D = u2 + v avec 0 < v < 2u. On pose

(59) +.::!...
2

u

et l'on developpe Ie racine carree par la serie d~ binome. Voici Ie

schema du ealeul

Go = 10B+
6

u

Gk = ( (3-2k)v Gk- l ] + 2ku 2

N plus petit entier k tel que Gk+1 = 0

Z· = [GO + G1 + ••• + GN] + 10
6 ·

On a l'erreur

pour k > 1

z~ 1 t<a +
10g10 u) + 50 ~(00) 1-- 11 <--

106 . + 1
Z 10 By'D

c) Caleul de K = 10 B(2n 2)r-l : au moyen d'une table donnant n avec

200 decimales, on definit V
l

= 10B+6~. On calcule suecessivement
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U2 = (2U~) 10B+6

U3 = (U 2U2) 10B+6

U4 = (U 2U3) 10B+6

Us = (U 2U4 ) 10 B+6

Car-35

et lIon pose K- = Ur

(61)

10 6 si Ie degre est ega1 a r. On a l'erreur

•If.. - 11 < _~2 _
K 10B(2~2)r-1

D ·· 11 .. "f· _IF' (2 2)r-1 tans les cond1t1ons usue es, ceC1 s1gn1 1e que vu et ~ on

calcules a 2.10- 8 pres.

d) Calcul de C = 10Ycn n

et (53) sous la forme suivante

on utilise les formules de recurrence (52)

(valeur approchee de. A

L'erreur se calcule selon la formule

(62)

c'est-a-dire

IC* I I * I 1 1 1 Z·c~ -1 .;; n ~ - 1 + n~ + C
1

+ n~2 + Iz - 1/ ,

(63)

+

e) Calcul de L = lo 10 IL(1-2n)1 : on utilise l'equation fonctionnelle

(49), sous la forme de la valeur approchee

(64)
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Dans les cas etudies, on a D ~ 49 droll A ~ 6.10 8 , C1 ~ ~.10Y, et lIon n'a

considere que Ie cas n ~ 29. Les nombres Q, S, y de decimales retenues

sont definis en fonction de P par

B =y=a-6 et
2n-1a - 9 = partie entiere de log10 r _ 1 + (2n-1) logiO P.

Les formules (58) et (63) montrent que dans ces conditions et pour

P < 45000, l'erreur d'arrondi est inferieure au dixieme de 1'erreur de

troncation, d'ou l'estimation finale de l'erreur

(65) IL* - 11 ~ 2£ = 2(r - 1) .
L (2n_l)p2n-1

14. Caractere significatif des resultats obtenus.

Les fonctions L considerees ont un developpement en serie de Dirich-

let

(66) L( ) = ~ -ss n=l c n n ,

dont les coefficients c n sont "petits". 11 en resulte que pour s ~ 10 par

exemple, la serie precedente converge tres rapidement et a une somme tres

voisine de c 1 = 1. Mais l'equation fonctionnelle introduit un facteur

fl
s
-

1/2
C(s)d qui croit tres rapidement avec s, et ceci d 'autant plus que

fl et d sont plus grands. Dans certains des cas etudies, ce facteur est

de l'ordre de 10 17 °, et il nous faut donc sommer la serie (66) (ou Ie pro-

duit infini equivalent) avec une erreur inferieure a 10- 18 °; ceci requiert

environ 45000 termes de la serie.

Les nombres L(l-2n) ont ete calcules avec 10 chiffres apres la vir-

gule, et la formule (65) montre qu'avec un P convenable (choisi en fonc

tion de n), on peut faire en sorte que IL* - LI < 10- 5 (sauf pour n = 1,

ou nous n'avons que fL* - LI < 10- 3). Par suite, les 5 premiers chiffres

apres la virgule (sauf pour n = 1) sont exacts. Dans tous les cas
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etudies, ces chiffres sont tous egaux a 0 eu tous egaux a 9. Autrement

dit, nous avons preuve que L(1-2n) differe d'un entier de meins de 10- 5 .

Cemme ces nombres sent calcules de maniere independante, l'existence des

congruences tres precises sur les differences iterees ne laisse aucun

doute sur l'integralite des nombres L(1-2n).
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TABLE 1

Corps de degre 3 non cycliques'

Discriminant Equation N

148 = 22. 37 3 2 - 3x + 1 57x - x

229 3 - 4x - 1 55x

257 x 3 2 - 4x + 3 55- x

316 2 2 .79 3 x 2 4x + 2 53x

321 = 3.107 3 2 - 4x + 1 53x - x

404 = 22 .101 x 3 2 5x 1 53- x

469 = 7.67 3 2 5x + 4 51x - x

473 = 11.43 3 - 5x 1 51x

564 = 22. 3 . 47 x 3 2 5x + 3 51- x

568 2 3 .71 x 3 x 2 6x 2 51

621 = 33. 23 x 3 6x 3 29

697 = 17.41 3 - 7x 5 "x
733 x 3 2 - 7x + 8 "- x

756 = 22. 3 3. 7 3 - 6x 2 "x

761 x 3 2 - 6x - 1 "- x

785 = 5.157 3 x 2 6x + 5 "x

788 = 2 2 .197 x 3 2 7x 3 "- x

837 33.31 3 6x 1 "x

892 = 2 2 ,,223 3 2 8x + 10 "x - x

940 2 2 .5.47 3 7x 4 "x

985 = 5.197 3 2 6x + 1 "x - x
993 3.331 x 3 x 2 6x + 3 "

1016 = 2 3 .127 x 3 2 6x + 2 "- x

1076 = 22. 269 x 3 8x + 6 "
1101 = 3.367 x 3 2 9x + 12 n- X

1129 x 3 - 7x - 3 "
1229 x 3 2 - 7x + 6 "- x

1257 = 3.419 x 3 x 2 8x + 9 "
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TABLE 2

Corps de degre 4 a groupe de Galois symetrique

Discriminant Equation

1957 = 19.103 4 4x 2 + x + 1x

2777 4 3 - 4x 2 + x + 2x - x

3981 = 3.1327 4 3 4x 2 2x + 1x - x +

5744 = 24 .359 4 5x 2 + 2x + 1x

6224 = 24 .389 4 2x 3- 4x 2 + 2x + 2x

6809 = 11.619 4 5x 2 + x + 1x

7053 = 3.2351 4
2x

3
- 4x 2 3x + 3x +

7537 4 3 - 5x2 + 4x + 3x - x

8069 4 3 - 5x 2 + 5x + 1x - x

Car-41
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TABLE 3

Corps de degre 4 contenant un sous-corps quadratique

D d n x Equation

725 5 1 + V5 n + v'n+5 4 3 3x2 + x + 12 2 x - x

2225 5 1 + V5 n + v'n+9 4 3 5x 2 + 2x + 42 2 x - x

2525 5 1 + ~ 1 + v'4n+9 4
2x

3
- 4x 2 + 5x + 52 2 x

2624 8 v'2 n + 1 + v'2n+7 4
- 2x

3
- 3x2 + 2x + 12 x

4205 29 1 + V29 n + v'n+3 4 3 5x 2 12 2 x - x x +

4352 8 v'2 n + v'-4n+ 10 4 6x 2 + 4x + 22 x

4400 5 1 + Y5 v'T)+3 4 7x 2 + 112 x

4525 5 1 + ~ n + v'n+13 4 3 7x 2 + 3x + 92 2 x - x

4752 12 V3 1 + v'4n+9 4 2x 3- 3x 2 + 4x + 12 x

5125 5 1 + .J5 1 + v'4n+13 4-
2x

3
- 6x 2 + 7x + 112 2 x

5225 5 1 + V5 n + v'5n+13 4 3 8x2 + • x + 112 2 x - x

5725 5 1 + V5 n + v'-3n+17 4- 3 8x 2 + 6x + 112 2 x - x

7168 8 .J2 v'T)"+3 4- - 6x 2 + 7x

7232 8 V2 n + 1 + v'2n+11 4 2x 3- 5x2 + 4-x + 42 x

7488 12 V3 n + 1 + v2n+8 4- - 2x 3- 4-x 2 + 2x + 12 x

7600 5 1 + ,/5 VTi+LT 4 9x 2 + 192 x

7625 5 1 + Y5 n + ~/n+17 4 3 9x 2 + 4x + 162 2 x - x

8112 13 1 + Yf3
VTi+LT 4 - 5x 2

2 x + 3
D discriminant du corps K = Q(x)
d discriminant du corps E Q<n)
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TABLE 4
Facteurs locaux associes aux classes non ramifiees

Car-43

Degre Cla8se ·Famille Facteur local

C(3) Fa
p2s

p2S+ p 8+ l

28
r = 3 C(2,1) Fl

~
28 1P -

2s
C(l,l,l) F3

P
p28_ 2p 8+ l

C(4) F0' 0 )
p38

p3S+ p 28+ p 8+ 1
Fa

38
C(2,2) Fa ,2

p
38+ 28 8 1P P -p-

r = 4 C(3,1) Fl
~

38 1P -

C(2,1,1) F2
p38

38 28 _p8+ lP -p

38
Cfl,l,l,l) F4

P
38 3 2s+ 3 s 1P - P p-

C(S)
F0,0 1

p4S

p4S+ p 38+ p 28+ p 8+ l
>Fa

48
C(3,2) Fo,1 )

P
p4s+ p 38_ p 8_ l

F1,0 '

48
C(4,1) ~

48 1

} F1
P -

48
r = 5 C(2,2,:l) F P

1,2 ) p48_ 2p2s+ l

C(3,1,1) F2
p4s

48 38 _ps+lP -p

48
C{2,1,1,1) F3

P

I
48 2 38+ 2 8 1

I p - p p-

48
C(l,l,l,l,l) FS

P

P 48_4p38+6p28_4p8+1
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TABLE S

Facteurs locaux associes aux classes ramifiees

Degre Classe Famille Facteur local

C(1 3 ) F1
1

r = 3

C(1 2 ,1) F2
L
pS_l

C(22)
s

Fo -E.-
pS+l

C(2,1 2 ) :1,1\11 ~
2s 1P -

C(1 4 ) F1 ,0 1
r = 4 J

C(1 3 ,1) } ~.
1 2

pS _ 1

C(1 2 ,1 2 ) --L
pS _ 1

C(1 2 ,1,1) 7=3
p2S

(ps_l)2

C(l S) } '" 1
f 1 ,o

--ICC(3,1 2 )
f 1

p3S_ 1
j

C(2 2 ,1) } ~

11 ,1
p2s_ 1

r = 5 C(2,1 3 ) ~
p2S_ 1

C(1 4 ,1) }
8

- I -E.-
F2 0 pS_l

C(1 3 ,1 2 )
, ( 8

F
..L-

2 p8_ 1

2
F2 ,1

p3S
C(2,1 ,1) 38 28 8+ 1P -p -p
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TABLE 5 (suite)

Facteurs locaux associ€s aux classes ramifi€es

Car-45

Degr€ Classe Famille Facteur local

C(1 3 ,1,1)
, p2s

~
(ps_1)2

F3

C(1 2 ,1 2 ,1) J
2s

r = 5 P
(ps_1)2

C(1 2 ,1,1,1) F4
p3S

(ps_1)3
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TABLE 6

Facteurs locaux pour L(s;Xd) avec L(s) = ~K(s)/~(s)

Sous-classes Facteur local

1

C(2,1)O 1

C(2,1)+
p2S

p2S_ 1

C(2,1) ~- 2s 1P -

C(1,1,1)O 1

C(1,1,1)+
p2s

(ps_1)2

C(1,1,1)_
p2S

(ps+1)2

1

1

1
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TABLE 6 (suite)

Facteurs locaux pour L(s;Xd) avec L(s) = ~K(s)/~(s)

Car-47

Sous-classes Facteur local

2C(1 ,1)0 1

2 LC(l ,1)+
pS_1

C(1 2 ,1) L- pS+1
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TABLE 1

Facteurs locaux pour L(s) = tK(s)/~E(s)

Classes non ramifiees Classe du sous-corps Facteur local

C(4) C(2) ~
p2S+1

C(2,2)+ C(l,l)
p2S

(ps+l)2

C(2,2)_ C(2) ~
p2s_ 1

C(2,1,1) C(l,l) ~
p2s_ 1

C(l,l,l,l) C(l,l)
p2S

(ps_l)2

Classes ramifiees

C(2 2 )O C(1 2 ) L
pS+l

C(2 2 ) - C(2) 1

C(2,1 2 ) C(l,l) L
pS+l

C(1 4 ) C(1 2 ) 1

C(1 2 ,1 2 )O C(1 2 )
s

--E.-
pS_l

C(1 2 12 ) C(l,l) 1, +

C(1 2 ,1,1)
s

C(1,1) --E.-
pS_l
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TABLE 8

FONCTION Z~TA DU CORPS DE DEGRE 3

ET DISCRIMINANT 148

(groupe de Galois non cyclique)

Car-49

1) Repartition en classes des nombres premiers < 2000

2) Valeurs de L(1-2n) pour 1 < n < 29, avec L(s) = ~K(s)/C(s)

3) Valuation des differences iterees

4) Valeurs extrapolees de L(P)(1)

5) Valeurs de L'(1-2n)pour 1 < n < 15, avec L'(s) = L(s~X5)

6) Valuation des differences iterees pour L'(s)

7) Intercalement de L(s) et L'(s)
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TABLE 9

FONCTION ZETA DU CORPS DE DEGRE 4

ET DISCRIMINANT 1957

(groupe de Galois symetrique)

1) Repartition en classes des nombres premiers < 5000

2) Valeurs de L(1-2n) pour 1 < n < 15, avec L(s) = ~K(s)/~(s)

3) Valuation des differences iterees

4) Valeurs extrapolees de L(P)(l)
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TABLE 10

FONCTION ZETA DU CORPS DE DEGRE 4

ET DISCRIMINANT 725

(groupe de Galois diedral)

1) Repartition en classes des nombres premiers < 3000

Car-67

2) Valeurs de L(1-2n) pour 1 < n < 20, avec L(s) = ~K(s)/~E(s)

3) Valuation des differences iterees

4) Valeurs extrapolees de L(P)(1)
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TABLE 11

FONCTION ZETA DU CORPS DE DEGRE 5

ET DISCRIMINANT 24217

1) Repartition en classes des nombres premiers < 5000

2) Valeurs de L(1-2n) pour 1 < n < 9, avec L(s) = tK(s)/t(s)

3) Valuation des differences iterees

4) Valeurs extrapolees de L(P){1)
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