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A stochastic process (X,) admits of a Karhunen representation X, = Y =, f,(1).Z,
with measurable functions f, and an orthogonal sequence of random variables Z,, if
and only if it possesses a measurable version. Its covariance function is defined by
C(t,t') = E[X,X,] and can be expanded into a series C(t,t) = ) 2, f,(2)- f,(¢). In
this chapter, we study in depth the class of functions of two variables which occur as
such covariance functions. We characterize them by various inequalities, both
pointwise and integral inequalities. We give a generalization of Mercer’s theorem to
integral equations with measurable kernels. We study the Hilbert spaces with mea-
surable self-reproducing kernels. Special attention is to be paid to the occurrence of
nonseparable Hilbert spaces. Null sets have to be controlled in a very precise way,
the main technical difficulty lying in the fact that the diagonal of a square is a null set.
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INTRODUCTION

On ne saurait surestimer I'importance des matrices hermitiennes, et en
particulier de celles dont les valeurs propres sont positives. Dans I'étude des
équations intégrales, les noyaux symétriques jouent un rdle prédominant,
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comme I’a montré Schmidt [ 14] vers 1900. Soit donc K une fonction continue
de deux variables réelles, définie dans le produit 7 x I ou 7 est un intervalle
compact de R, et vérifiant la propriété de symétrie hermitienne K(y,x) =

K(x, y). Le probléme aux valeurs propres correspondant se formule par
I’équation

|, Ko fydy =309, xel (1)

Il est assez remarquable que le fait que les valeurs propres soient positives
se traduise par une condition ponctuelle: 1a matrice hermitienne d’éléments
K(x;, x;) a ses valeurs propres positives quels que soient les nombres distincts
X1,...,X, dans lintervalle I.

L’étude de I’équation intégrale (1) permet aussi d’introduire des dévelop-
pements de la forme

K(x,y) =Y. 2.f{x). £:(9). (2)

Un des résultats culminants de la théorie est le théoréme de Mercer. 11 affirme
que lorsque I’équation intégrale (1) n’admet que des valeurs propres positives,
on a un développement uniformément convergent de la forme (2), ou les A,
sont les valeurs propres, et les f, les fonctions propres (elles sont continues)
normalisées par [, |f,(t)|* dt = 1.

Considérons le cas particulier ou I est I'intervalle [0,1] et K est de la
forme K(x, y) = k(x — y), la fonction k étant continue de période 1. Les
fonctions propres sont les exponentielles e*™™ (n entier de signe quelconque),
et le développement (2) n’est autre que le développement en série de Fourier

k(t) =Y A2, 3)

Par suite, les coefficients de Fourier A, sont positifs si et seulement si la
matrice d’éléments k(x; — x;) est hermitienne & valeurs propres positives
quels que soient les nombres réels x,,. . ., x,. La fonction k appartient donc
a la classe des fonctions de type positif, introduite par Bochner vers 1930.

Dans un domaine tout différent, considérons un processus aléatoire (X,),
ou la variable t est réelle. Pour simplifier, supposons le processus réel et
centré, c’est-a-dire qu’on a E[ X,] = 0 pour tout t; supposons aussi que les
variables X, aient des moments du second ordre finis. La covariance du
processus est alors définie par C(t,t') = E[ X, X, ]. Les propriétés du processus
qu'on appelle “du second ordre” sont celles qui ne dépendent que de la
covariance, et qui ne font quexprimer la géométrie de la “courbe” formée
par les points X, de I’espace de Hilbert des variables aléatoires avec un
moment du second ordre fini. Ce point de vue a été explore vers 1945 par
Loéve [11].
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La covariance C est une fonction symétrique a valeurs réelles, et, pour
chaque systtme fini (¢,,...,t,) de valeurs du parametre ¢, la matrice
symétrique d’¢léments C(t;,t;) est a valeurs propres positives. Supposons
que le processus soit continu en moyenne quadratique, c’est-a-dire que
E[(X, — X, )*] tende vers 0 lorsque ¢ tend vers t,. La covariance C est alors
continue, et par application du théoréme de Mercer, se développe sous la
forme

C(t,t) = ). A fl)- flt)- (4)

Le processus lui-m€me se représente sous la forme

X, =) W'*(0).2,, (5)

ou les variables aléatoires Z, satisfont aux conditions
E[Z,]=0, E[Z}]=1, E[Z,Z,]=0 si m#n (6)

(“développement de Karhunen”). Lorsque le processus est stationnaire, et
admet la période 1, on obtient un développement en série de Fourier aléatoire

X, =1PZy+2 ) A/?[U,.cos(2nnt) + V,.sin(2nnt)]. (7
n=1

Ces résultats sont le point de départ de I'analyse harmonique des processus
aléatoires, un sujet trés vaste dont le pionnier fut N. Wiener.

Les trois points de vue précédents ont été tres développés et généralisés;
en particulier, les fonctions de type positif sont un outil fondamental dans
I'étude des groupes localement compacts et de leurs représentations (voir,
e.g., le livre de Weil [18]). Ce qu’ils ont en commun, c’est la considération
d’une certaine classe de fonctions de deux variables, que ’on appelle en
geénéral “noyaux de type positif’. Comme la terminologie n’est pas tout a
fait fixée, et que nous avons en vue les applications probabilistes, nous avons
préféré le terme plus bref de “covariance” pour désigner ces fonctions.

Jusqu’a présent, on s’est essentiellement limité aux covariances continues.
J’y vois au moins deux raisons: en théorie des groupes, les fonctions de type
positif considérées sont automatiquement continues, et I’étude des processus
aléatoires tres discontinus est relativement récente. Cependant, I'introduction
de processus aléatoires mesurables conduit a des covariances mesurables.
Leur théorie est pleine de pieéges; en particulier, la diagonale d’'un produit
est de mesure nulle dans les cas usuels, et 'on doit donc manier des expres-
sions telles que C(t,t) avec beaucoup de prudence. Jai fait une chasse
attentive aux erreurs de ce genre, mais je ne puis garantir absolument que
je les ai toutes dépistées.
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Nous utiliserons quatre outils fondamentaux:

(@) la représentation d’une covariance sous la forme C(t,t') = {p(t)|p(t)),
ou ¢ est une application a valeurs dans un espace de Hilbert;

(b) Tlespace de Hilbert & de fonctions associé a une covariance, dont elle
est le “noyau reproduisant”;

(¢) les opérateurs de Hilbert—Schmidt;

(d) les covariances séparables.

La représentation signalée en (a) est bien naturelle du point de vue des
processus. La notion de “noyau reproduisant” n’est pas neuve; elle a
été introduite par Aronszajn [1] et appliquée par Bergmann aux fonctions
holomorphes de plusieurs variables complexes. Son utilisation systématique
dans I’étude des covariances et de leurs développements en série me semble
plus originale. Il est inutile de souligner 'importance des opérateurs de
Hilbert—Schmidt; dans notre exposé, ils interviennent essentiellement a
cause du théoreme suivant (démontré au n°® 20):

Si S est un espace de Hilbert, et u une application linéaire continue de #
dans un espace L*(T,u), alors u est de Hilbert-Schmidt si et seulement s’il
existe une fonction positive h dans L*(T, ) telle que T'on ait |u(a)| < h pour
tout vecteur a de norme <1 dans .

En particulier, on déduit facilement de la une version mesurable du
théoreme de Mercer.

Une des plaies de la théorie est 'apparition d’espaces de Hilbert non
séparables. La notion de covariance séparable est destinée a les éliminer,
et il est heureux que la covariance d’'un processus mesurable soit auto-
matiquement séparable. Le contre-exemple universel est fourni par les
processus monstrueux (X,) tels que E[ X, X,.] = 0 des que ¢ et t’ sont distincts;
de tels processus ne peuvent avoir aucune version mesurable.

Nous renvoyons au sommaire le lecteur qui veut se faire une idée rapide
du contenu de ce travail, et nous nous contenterons donc d’une bréve descrip-
tion. Les parties les plus importantes et les plus nouvelles sont les parties
IV a VIIL Les propriétés de base des covariances mesurables et séparables
sont établies dans IV, en particulier le théoréme qui implique que la covari-
ance d’'un processus mesurable est mesurable et séparable. La partie V
contient les résultats les plus profonds, en particulier une version mesurable
du théoréme de Mercer, ou les ensembles de mesure nulle ont été soigneuse-
ment circonscrits, et le théoréme selon lequel toute covariance mesurable
est égale presque partout a une covariance mesurable et séparable. Dans
les parties VI et VII, le théme est la comparaison des inégalités ponctuelles
et des inégalités intégrales, avec 1a aussi le désir de contréler les ensembles
de mesure nulle; une variante du théoréme de Dunford-Pettis joue un rdle
important.
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Les parties I et Il sont des préliminaires faciles, ou I’on met au point
I'outil, et la partie III est un résumé, presque sans démonstration, des pro-
priétés des opérateurs dans un espace de Hilbert que nous utiliserons dans
la suite. Enfin, la partie VIII est une série de commentaires et de remarques
sur les applications des covariances. C’est ici qu'apparaissent le mieux les
limitations de la théorie, en particulier par le fait que nous ne donnons aucun
exemple explicite d’'une covariance non continue; I'étude des covariances
est le chary ve de I’Analyse Hilbertienne qui s’occupe des espaces de Hilbert
de fonctions ou la convergence en norme implique la convergence en tout
point. Pour aller plus loin, il faut introduire des espaces de fonctions beau-
coup plus discontinues, tels que les espaces de Sobolev.

Dans la théorie générale, un résultat important a été omis. C’est le théoréme
de Grothendieck [8] selon lequel toute covariance continue C définie sur
un espace compact se développe sous la forme

C(t,¢) = Y, Anful®)- Fu0) (8)

avec |f(1)| < let) ,|4,| < sh(n/2)sup, . |C(t,t')|- Par différence avec les résul-
tats précédents, on ne suppose pas les coefficients A, positifs. Je n’aurais
guére pu que recopier un article ancien de moi-méme [ 3], et pour les progres
récents dans cette direction, je préfére renvoyer aux travaux de Krivine [ 10].

CONVENTIONS

On note R le corps des nombres réels. Nous convenons que O est un
nombre positif, en réservant le vocable “strictement positif” aux nombres
positifs non nuls.

On note C le corps des nombres complexes. Si z est un nombre complexe,
on note respectivement Re z, Im z et Z sa partie réelle, sa partie imaginaire
et son conjugue.

Dans un espace de Hilbert, on note {u|v) le produit scalaire, et |ju|| =
{u|u)'’*1a norme. On convient que {u|v) est fonction linéaire de la deuxiéme
variable v.

On note A\B la différence des ensembles. Si u est une mesure, on dit qu'un
ensemble A est u-négligeable si 'on a u(A) = 0; une fonction f est dite
p-négligeable si I'ensemble {f# 0} est u-négligeable. La notation L? =
LP(T, o, u) est 1a notation usuelle de la théorie de Lebesgue; en particulier,
la norme dans L? est définie par

1/p
111 =4 L7k o
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pour p > 1 fini. Dans I’espace de Hilbert L?, le produit scalaire est noté
{f|g> ou parfois { f'|g), ; il est défini par la formule

flg> = [, TDg®) du(o).

Soient T, et T, deux ensembles, munis respectivement de tribus o/, et
« 5 de parties. On note &/ ® &, la tribu de parties de T; x T, engendrée
par les ensembles de la forme B, x B, avec B; € &/, et B, € o&/,. De méme,
sl u; est une mesure positive sur la tribu &/;, on note u, ® u, la mesure
produit sur la tribu &/, ® 7 ,; elle est caractérisée par la relation

(U1 ® u2)(By x By) = uy(By) - pua(By).

I. PROPRIETES GENERALES DES COVARIANCES

1. Soit A = (a;;) une matrice a éléments complexes d’ordre n; supposons-
la hermitienne, Cest-a-dire qu'on ait @; = a;, et associons-lui la forme
hermitienne

n

q(6) = Z aijzifj, (1)
i,j=1
ou ¢ = (&,,...,¢&,) parcourt ’espace C" des vecteurs a n coordonnées com-

plexes. On dit classiquement que la matrice A est hermitienne positive si ’on
a q(&) = 0 pour tout vecteur ¢ dans C".

Soient Ay, ..., 4, les valeurs propres de A4, éventuellement répétées selon
leur multiplicité. Elles sont réelles, et il existe une matrice unitaire U = (u;)

telle que l'on ait A = U”'AU, ou A est la matrice diagonale d’éléments
Ayye..,Ap.Ona

a;; = kZ1 Aol iUy, j» (2)

et donc

n 2

Z Uil -

i=1

a6 = Z Ja 3)

Comme la matrice U est inversible, 1a matrice A est hermitienne positive si
et seulement si 'on a Y-, 4jm|® = 0 quels que soient les nombres com-
plexes #,, . .., n,. Autrement dit, la matrice hermitienne A est positive si et

seulement si ses valeurs propres A4, . . ., A, sont positives; cette propriété sert
parfois de définition.
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2. Soient T un ensemble et C une fonction a valeurs complexes sur
T x T. On dira que C est une covariance sur T si, quels que soient les points
ty,...,t, distincts de T, la matrice d’éléments C(t;,t;) est hermitienne
positive. Autrement dit, on impose les deux conditions suivantes:

(@ omnaC(t,t) = C(t,t) quels que soient t, t' dans T},
(b) quels que soient les points distincts t,,...,t, de T, et les nombres
complexes &, ..., E,onad} iy C(t;,t)EE; = 0.

En fait, I’hypothése (a) est conséquence de (b). En effet, le cas particulier
n=1,t, =tet £, =1 de I’hypothese (b) s’écrit

Ctt)=0 pour tout t dans T. 4

Considérons maintenant le cas n = 2 et faisons successivement (£,,&,) égal a
(1,1) et a (1,i); on en déduit que les nombres

C(ty,t1) + Clt2,12) + C(ty, 12) + C(23, 1)
C(t1, 1) + C(t2, 1) + (C(ty, 1) — C(t3,14))
sont réels, et comme les nombres C(t,,t,) et C(t,,t,) sont aussi réels, on
conclut que C(t,,t,) est le conjugué de C(t,,1,).
Utilisons le critere classique qui caractérise les matrices hermitiennes
positives par la positivité des mineurs principaux (voir Gantmacher [6]); on

voit que les covariances sont les fonctions C satisfaisant a la condition (a)
ci-dessus et a la suivante:

(b") quels que soient I’entier n > 1 et les points t,, ..., t,de T, le détermi-
nant

D,(ty,. .. ,t,) = det(C(t;,t))1 <i, j<n (3)
est positif .

Le cas n = 1 redonne I'inégalité (4); le cas n = 2 est particuliérement im-
portant:

IC(t, ¢)? < C(t,1).C(t, 1). 6)

3. Soit E un espace vectoriel complexe. On appelle d’habitude forme
sesquilinéaire sur E toute application I' de E x E dans C telle que I'(f,9)
et I'(g, f) soient des fonctions linéaires de g pour tout f fixé. On dit que I est
hermitienne sil'on a

I'(g, f) =I(f,9)  pour f, g dans E. (7)

On a la formule de polarisation

3T(f,9) =2 i~ 'T(f + jg.f + jg), (®)
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ou j parcourt les solutions de I’équation j*> = 1; par suite, I" est hermitienne
si et seulement si I'(f, f) est réel pour tout f dans E. On dit que I est positive
si I'(f, f) est positif pour tout f dans E; une forme sesquilinéaire positive
est donc hermitienne.

Soit I' une forme sesquilinéaire positive. On a I'inégalité de Cauchy-
Schwarz

IT(f,9)> <T(f,f).T(g.9)  pour f, g dans E. 9)

Par suite, un ¢lément f de E satisfait a la relation I (f, f) = O si et seulement
si 'on a I'(f,g) = 0 pour tout g dans E. L’ensemble N des éléments f de E
tels que I'(f, f) = 0 est donc un sous-espace vectoriel de E, et il existe une
forme sesquilinéaire positive I' sur ’espace quotient E, = E/N caractérisée
par la relation

I'(f,g9)=To(f + N,g+ N) pour f, g dans E. (10)

Par construction, on a I'g(4, u) > 0 pour tout unon nul dans E,. Le procédé de
complétion fournit un espace de' Hilbert ## contenant E, comme sous-espace
vectoriel dense, tel que I'o(1, v) = {u|v) pour u, v dans E,; notons = 'appli-
cation linéaire de E dans s qui associe a f la classe f + N. En résumé, on a
établi le résultat suivant:

LEMME. Soient E un espace vectoriel complexe et I" une forme sesquilinéaire
positive sur E. I1 existe un espace de Hilbert 5 et une application linéaire ©t de
E dans S satisfaisant aux conditions suivantes:

(@) Timage n(E) de 7 est dense dans 3¢ ;
(b) onaT\(f,q) = <{n(f)|n(g)) pour f, g dans E.

4. Nous pouvons faire le lien entre les covariances et les espaces de
Hilbert.

LEMME. Soit C une fonction a valeurs complexes sur T x T. Pour que C
soit une covariance, il faut et il suffit qu’il existe un espace de Hilbert 5 et une
application ¢ de T dans H# tels que I'on ait

Ct,t)=<o®|e)y  pourt,t dans T. (11)

Si C satisfait a la relation précédente, on a
2

(12)

by J

Zn_: C(t;, tj)ziéj =

1

3. Lol

pour t;,...,t, dans T et &,,...,¢&, dans C; donc C est une covariance.
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Réciproquement, supposons que C soit une covariance. Soit E ’espace
vectoriel des fonctions f: T — C telles que I'ensemble { f # 0} soit fini. On
définit une forme sesquilinéaire I" sur E par la formule

I'(f.9= 2 i C(t, ) ()g(¥) (13)
t,t'e
et par définition d’'une covariance, on a I'(f, f) > 0 pour tout f dans E.

Appliquons le lemme du n°® 3. Pour tout point ¢t de T, soit ¢ la fonction
égale a 1 en t et nulle ailleurs; si 'on pose ¢(t) = n(e,), on a

(o(t)| @)y = [(e,, &) = C(t,t)  pourt,t dans T.

5. Soit C une covariance sur T. Choisissons s et ¢ de maniere a satisfaire
a la relation (11), ce que nous exprimerons en disant que la covariance C est
associée a H# et @. Soit F le plus petit sous-espace vectoriel fermé de #
contenant 'image de ¢. A tout élément u de &, on associe la fonction Hu sur
T par la formule

Hu(t) = {o(t)|u). (14)

Si Hu est nulle, le vecteur u de & est orthogonal a 'image de ¢, donc a &
tout entier, et 'on a u = 0. Par suite, ’'application u — Hu est un isomor-
phisme de & sur un espace vectoriel & de fonctions a valeurs complexes sur
T. Aumoyen de cet isomorphisme, on transporte le produit scalaire de % en

un produit scalaire sur &, noté {f|gd¢; on pose ||f|lc = {f|fD&?* Par
définition, on a donc

{Hu|Hv)¢ = {u|v) pour u, v dans &. (15)

Le lemme suivant montre que I’espace de Hilbert &. ne dépend que de
la covariance C, mais non des données auxiliaires # et ¢; on dit parfois
que &¢ est Pespace de noyau reproduisant C.

LEMME. Soient C une covariance sur T, f une application de T dans C
et M une constante positive. Pour que f appartienne a & et satisfasse a
| fllc < M, il faut et il suffit que la fonction D), définie par

Du(t,t) = M?.C(t,t) — f(2) . f(F) (16)

soit une covariance sur T.

Par construction, pour que f appartienne a & et satisfasse a || f]|c < M,
il faut et il suffit qu’il existe un €lément u de norme <M dans % tel que
(ulo@)) = f(®) pour tout t € T. Comme un espace de Hilbert est son propre
dual, ceci signifie qu’il existe sur .# une forme linéaire de norme <M qui
prenne la valeur f(¢) en ’élément ¢(t) pour tout ¢ dans T. D’aprés un critére
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élémentaire et classique, cela signifie que 'on a

<M.

3. &7

3 Lol

(17)

quels que soient t;,...,t,dans T, et &,,...,¢&, dans C. Le lemme résulte
alors de la relation évidente

2

n 2
2—1 Dy(t;,t)E:¢&; = M?2. .

.;1 ¢io(t;)

3 47 (19

i, J

6. Le probleme se pose maintenant de caractériser les espaces de Hilbert
de fonctions admettant un noyau reproduisant.

Soit d’abord C une covariance. Je dis que la fonction C,:t'— C(t,t)
appartient a &, et qu’elle satisfait aux relations

f@) =<C| fc pour feé. et teT, (19)
Ct,t)=<C|C/>c pour ¢t t dansT. (20)

En effet, les relations (11) et (14) montrent que 'on a C, = Hu avec u = ¢(t),
d’ou C, € &; par ailleurs, si f € &¢ est de la forme Hu avec ue &, on a

f©) = p(®)|u) = CHo())| Hudc = <C,| f D¢

d’apres la définition (14) de Hu et la définition (15) du produit scalaire dans
& ¢; enfin, d’apres la définition méme de C,, 1a formule (20) est le cas particulier
f = C, de la formule (19).

On remarquera que la formule (19) caractérise 1’élément C, de &¢; de
plus, si un élément de &, est orthogonal a tous les C,, il est nul d’apres
(19), et par conséquent, I’ensemble des combinaisons linéaires de la forme
£,.Cy, + -+ -+ &,.C, estdense dans &¢.

LEMME. Soit & un espace vectoriel de fonctions complexes sur T, muni

d’un produit scalaire { f |g) qui en fasse un espace de Hilbert. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(a) il existe une covariance C sur T telle que & = &c et {f 9> = {f|9)c
pour f et g dans &;

(b) il existe une fonction h sur T a valeurs positives finies, telle que I'on
ait

| £(®)| < h(z) 1)

pour tout point t de T et tout élément f de norme <1 dans &.
De plus, s’il existe une covariance C comme dans (a), elle est unique.
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Les formules (19) et (20) fournissent une caractérisation de la covariance
C en seuls termes de I'espace & et de son produit scalaire {f|g)¢, d’ou

I'unicité. Par ailleurs, ces mémes formules et I'inégalité de Cauchy—Schwarz
entrainent

lf@)| < || fllc-C, t)*'? pour feé. et teT, (22)

avec égalité seulement si f est proportionnelle a C,. Par suite, (a) entraine
(b).

Réciproquement, sous ’hypothése (b), 'application f — f(t) est une forme
linéaire continue sur ’espace de Hilbert & pour tout ¢ € T. Il existe donc
un élément @(t) de & tel que l'on ait f(t) = {p(t)| f) pour fe& et te T;
soit C la covariance associée a 'application t — ¢(t) de T dans &. Reprenons
les notations du n® S en y faisant # = &'; si un élément f de & est orthogonal
a I'image de ¢, on a f = 0 d’aprées la définition des ¢(t); on a donc ¥ = &.
D’apres la formule (14),ona Hu = upourtoutu e &,d’oud = &cet{f |g> =
{f|g)>c pour f, g dans &. Par suite, (b) entraine (a).

7. Considérons toujours ’ensemble T et introduisons un espace de
Hilbert ## muni d’une base orthonormale (e,),. 4. Se donner une application

@ de T dans s revient a se donner une famille (f,), .4 d’applications de
T dans C telle que I’on ait

Y MO < +o0 pour tout ¢ dans T. (23)

acA

La correspondance entre ¢ et les f, s’exprime par les formules

ft) = o(t)| e, (24)
o(t) = ZAm-ea- (25)

S’il en est ainsi, la covariance sur T associée a # et @ est définie par la formule

Ct,t)= Y f.f£0). (26)

acA

De plus, pour tout o dans A, la fonction D, définie par
Dy(t,t') = C(t,t) — f2)- £ut)

est égale & ) 4., f3(2). f5(t), donc est encore une covariance. Compte tenu du
lemme du n° 5, on a donc établi le résultat suivant:

LEMME. Si la famille de fonctions (f,),c 4 sur T satisfait a la condition (23),
la somme dans (26) converge absolument dans T x T, et définit une covariance
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C sur T. Pour tout a. € A, la fonction f, est un élément de norme <1 de l'espace
de Hilbert & .

Particularisons au cas ou s = & est un espace de fonctions sur T satis-
faisant a la condition (b) du lemme du n° 6. On a vu qu’il existait une co-
variance C sur T telle que & soit ’espace de noyau reproduisant C. Alors,
pour toute base orthonormale (f,).c 4 de &, on a Y .. 4|f.()|* < + o0 pour

tout point t de T, et 1a covariance C est donnée explicitement par l1a formule
(26).

8. Illustrons ce qui précede par l’exemple classique des polyndmes
orthogonaux. Soit y une mesure positive sur la droite réelle R telle que
Pintégrale [g |x|" du(x) soit finie pour tout entier n > 0. Soit (p,),» o une famille
de polyndmes orthogonaux correspondant a u; on a donc

JeP®)-Px)dux) =0 si m#n @7)

et p, est un polynéme a coefficients réels de degré égal a n.

Fixons un entier n > 0, et supposons que la mesure y ne soit pas localisée
sur un ensemble fini ayant au plus n points. Soit & 'espace vectoriel formé des
polyndémes a coefficients complexes, de degré au plus égal a n. On définit un
produit scalaire sur & par la formule

<play = [, P09-a(x) du(x). (28)

Alors & est un espace de Hilbert de dimension finie » + 1, admettant une base
orthogonale (py,p1,- - - »Pn)-
Avec les notations classiques, on pose

h, = fn py(x)? du(x) pour 0<v<n, (29)

K.(x,y)= ) h 'p/(x).p(y) pour x,ydansC. (30)
v=0

Rappelons aussi que, si k, est le coefficient de x" dans p,(x) et k,., celui de
x"*1 dans p, . 1(x), on a la formule de Christoffel-Darboux:

Kn(xa y) = (kn/kn+ 1hn) '(pn+ l(x)m - pn(x)pn+ l(y))/(x - y) (31)
ou x et y sont deux nombres complexes distincts. Enfin, on a
P9 = [, K%, 9)-p() du(y) (32)

pour tout nombre complexe x et tout polynéme p de degré <n.
Interprétons les polyndmes comme des applications de C dans C. Ce qui
précéde montre que K, est une covariance sur C, et que & est I'espace de
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Hilbert associé a cette covariance. Soit x, un nombre complexe. D’apres la
formule (22), on a

lp(x0)| < Kn(x09x0)1/2 (33)

pour tout polyndme p de degré <n tel que (g |p(x)|? du(x) < 1, avec égalité
si et seulement si I’on a

p(x) = u.[Ky(x0,%0)] ™ /2K ,(x, Xo) (34)

avec une constante u de module 1 convenable (voir Szegd [17] pour tout ce
n°).

II. COVARIANCES CONTINUES

Dans toute cette partie, on note T un espace topologique.

9. Soient ¢ une application de T dans un espace de Hilbert s#, et C la
covariance associée. On a donc par définition

C(t,t) = (qo(t)|qo(t’)> pour t, t' dans T. (1)
On en déduit

o) — @(®)|| = dc(z, ) )

ou le nombre réel positif dq(z,t) ne dépend que de la covariance C, puisque
I'on a

dc(t,t)? = C(t,t) + C(t',t') — 2Re C(t, ). (3)

LeMMmE. L’application ¢ de T dans # est continue si et seulement si la
fonction C est continue sur T x T.

Le produit scalaire est une application continue de # x s dans C, donc
la continuité de ¢ entraine celle de C. Réciproquement, supposons que C
soit continue; d’apres la formule (3), d est une fonction continue sur T x T.
Donnons-nous un point t, de T et un nombre réel ¢ > 0. Vu la continuité
de d, il existe un voisinage U de t, dans T tel que l'on ait d(t,t,) < & pour
toutt € U.Onadonc||e(t) — ¢(to)|| < & pour tout ¢ dans U, d’oula continuité
de o.

10. Considérons maintenant une covariance C sur T, et appliquons ce
qui précede a I'espace de Hilbert # = & et a ¢(t) = C,. On a donc

de(t,t) = ||C. = Cilc, (4)
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d’ou les relations

dC(ta t) = Oa (5)
dC(t: tl) = dC(t’:’ t)a (6)
de(t,t") < dg(t,t) + de(t, ") (7)

(pour t, t' et t” dans T). Il s’en faut de peu que d. ne soit une distance sur T;
simplement, on peut avoir dc(t,t’) = 0 m€me lorsque t et ¢’ sont distincts.
Pour tout élément f de &¢, on a f(t) — f(t') = {C, — C,/| f D¢ et I'inégalité

1f0) — f@&)] < || f|c-dctt, ¥) (8)

s’obtient par application de I'inégalité de Cauchy—Schwarz.

11. LEMME. Pour que la covariance C soit continue sur T x T, il faut et

il suffit que & se compose de fonctions continues, et que toute partie bornée
de & soit équicontinue.

Supposons d’abord que C soit continue sur T x T. Alors la fonction d.
est continue sur T x T, et Pon a d.(t,t) = 0 et dq(t,t") > 0. L’inégalité (8)
fournit un module de continuité pour les fonctions de &, uniforme sur
toute partie de & bornée en norme.

Réciproquement, supposons que I’ensemble B des fonctions f de & telles
que || f||c <1 soit équicontinu, et montrons que I'application ¢t — C, de T
dans & est continue. Soient t,e T et ¢ > 0; par hypothése, il existe un
voisinage U de t, dans T tel que 'on ait |f(t) — f(t,)| < & pour te U et
f € B.On a alors

“Ct - Cto” = SUP|<Ct - Cto|f>| = Suplf(t) - f(t0)| <ée€
feB feB

pour tout ¢t dans U, d’ou notre assertion. Comme on a C(z,t') = {C,|C, )¢,
la continuité de l'application t — C, entraine celle de C d’aprés le lemme
dun®9.

12.  Gardons les notations précédentes et supposons C continue. D’aprés
le lemme du n° 5, une fonction f sur T appartient & B si et sculement I’on a
les inégalités

2 n
< Z C(t;,t J)Z-;‘f j )
i j=1

out,,...,t,sontdes pointsde Tet&,, ..., ¢, des nombres complexes. Par
suite, B est fermé pour la topologie de la convergence simple dans T. De
plus, on a |f(t)| < C(z, 1)/ pour f e B et te T, et la fonction ¢ — C(t, )"/
est continue, donc bornée sur toute partie compacte de T. Enfin, le lemme
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précédent montre que B est un ensemble équicontinu de fonctions. Par
application du théoréme d’Ascoli, on obtient donc le résultat suivant:

LEMME. Supposons la covariance C continue sur T x T. Alors I’ensemble
B des fonctions f de & telles que ||f||c < 1 est compact pour la topologie
de la convergence compacte sur T. De plus, la convergence en norme dans &
est plus forte que la convergence compacte sur T.

13. Venons-en aux propriétés de développement en série des covariances
continues.

THEOREME. Supposons que ’espace T soit compact et que C soit une
covariance continue sur T. Soit (f,),. 4 Une famille de fonctions sur T, telle
que l’on ait

Ctt)= Y, f,).£), (10)

acA

la série convergeant absolument sur T x T. Alors:

(a) Les fonctions f, sont continues sur T.
(b) L’ensemble des indices o € A tels que f, # 0 est dénombrable.
(¢) La série (10) converge uniformément dans T x T.

D’apres le lemme du n° 7, chaque fonction f, appartient & &, donc est
continue d’apres le lemme du n° 11. Ceci prouve (a).

Comme la fonction d. est continue, et que T est compact, il existe pour
tout entier n > 1 une partie finie D, de T telle que, pour tout t € T, il existe
se D, avec dc(t,s) <27". Compte tenu de I'inégalité (8), toute fonction
appartenant a &, qui est nulle en tout point de ’ensemble dénombrable
D = | ) D, est nulle. Pour chaque point s de D, ona Y ,. 4| /s)|* < + o,
et par conséquent, il existe une partie dénombrable A(s) de A telle que I'on
ait f(s) = 0 pour o dans A\A(s). L’ensemble B = | J;.p A(s) est une partie
dénombrable de A4, et 'on a f(s) = 0 pour s € D et « € A\B. On a finalement
f, = 0 pour tout indice « dans 4\B, d’ou (b).

Pour prouver (c), on peut donc supposer que A est ’ensemble des entiers
a > 1. Chacune des fonctions f, est continue d’apreés (a), et il en est de méme
de D ,ca4|fy)* puisquion a C(t,t) = Y, 4|fL)]> et que la fonction C est
continue. D’apreés le lemme de Dini, la série ) , . 4 | f|? converge uniformément
sur T. Soit ¢ > 0; il existe donc un entier n > 1 tel quelon ait ) ., | f(H)|> < ¢
pour tout t € T. D’apres I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a donc

Y O TOF < T 1A0R. T L) < ¢

azn azn azn

quels que soient t et ¢ dans T. Ceci prouve (c).
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14. Nous allons montrer par un exemple comment la continuité de la
covariance et 'uniformité de la convergence de la série (10) sont étroitement
lices. Nous allons en effet construire une covariance C sur I'intervalle [0,1]
de R qui a les deux propriétés suivantes:

(@) la fonction C est continue en tout point du carré [0,1] x [0,1], @
’exception du point (0,0);
(b) toute fonction appartenant a & est continue sur intervalle [0,1].

Il n’existe alors aucun développement de la forme C(t,t) = Y2, f.(6) f(t)
qui converge uniformément sur [0,1] x [0,1]. En effet, s’il en était ainsi,
chaque fonction f, appartiendrait a &(n° 7), donc serait continue [ propriété
(b)] et la fonction C serait continue, contrairement a la propriété (a).

Soit # un espace de Hilbert, muni d’'une base orthonormale (e,),> o-
On considere 'application A de [0, 1] dans # admettant les valeurs suivantes:

h0) =0, hQ27 2" =0, hQ2 2" ! =e, pourtout n>0 (11)

et qui est linéaire dans chacun des intervalles [27™~1,27™] (pour m > 0).
La covariance C est la covariance associée a h.

Il est immédiat que I’application & est continue en tout point non nul de
[0,1], donc C est continue en tout point (¢,¢') de [0,1] x [0,1] pour lequel
t et ¢’ sont non nuls. Soit ¢ un point non nul de l'intervalle [0, 1], et soit n un
entier positif tel que 272" < ¢; alors la fonction C est identiquement nulle
dans le voisinage [272",1] x [0,272"] du point (¢, 0), donc la fonction C est
continue en ce point. Pour une raison analogue, la fonction C est continue
en tout point (0,¢) avect # 0. Enfin,ona C(0,0) = 0etC(2~2""1,272"" 1) =1
pour tout entier n > 0, donc la fonction C n’est pas continue au point (0, 0).
Ceci établit la propriéte (a).

I1 est clair que # est le seul sous-espace vectoriel fermé de lui-méme con-
tenant 'image de h. La formule Hu(t) = <h(t)|u> définit donc un isomor-
phisme u +— Hu de 5# sur &. Il résulte de la formule (11) que I'espace &
se compose des fonctions f sur [0,1] telles que f(0) = f(272") = 0 pour
tout n > 0, qui sont linéaires dans chacun des intervalles [27™~*,27™] (pour
m > 0), et telles que Y = o| f(27 2" 1)|? soit fini. Il est clair qu’une telle fonction
est continue en dehors de 0; comme on a | f(z)| < sup,,|f(272"" )| pour
tout ¢ dans l'intervalle [0,2~2™], la fonction f est aussi continue en 0. Ceci
établit la propriété (b).

15. Dans ce n° on suppose que ’espace T est localement compact (donc
séparé); on note ¥ ,(T) '’espace vectoriel des fonctions continues (complexes)
a support compact sur 7. Soient &/ la tribu borélienne de T et u une mesure
positive définie sur & ; on suppose que le nombre u(K) est fini pour toute
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partie compacte K de T. Alors les éléments de €.(T) sont des fonctions
p-intégrables.
THEOREME. Soit C une fonction continue sur T x T.

(@) Si C est une covariance, l’intégrale

Clul = f. [ Cle,eul®u(e) due) due) (12)

est positive pour toute fonction u dans € (T).

(b) Réciproquement, supposons que u(U) soit non nul pour tout ouvert U
non vide de T, et que I’on ait C[u] > 0 pour toute fonction u e €.(T). Alors
C est une covariance sur T.

Supposons que C soit une covariance. Soit u une fonction continue sur T,
nulle hors d’une partie compacte K de T. Comme la restriction de C a
K x K est une covariance, le théoréme du n° 13 montre que C se représente
sous forme d’une série

Cltt) = 3. £0.70) (13)

qui converge uniformément sur K x K, les fonctions f, étant continues sur
K. On peut donc intégrer terme a terme, d’ou

Clul = [, f, Co.tMa@u(e) du(v) du(e)

5 [, [ HOT@a0u(e) duduce

0 2
’

)

n=1

|, 5@ 1,0 du

on a donc C[u] = 0.

Réciproquement, faisons les hypothéses de (b). Soient ¢,,. . . , ¢, des points
distincts de T et &, ..., &, des nombres complexes. Soit ¢ > 0; comme C
est continue, on peut trouver des voisinages ouverts U, pour ¢,,...,U,
pour t,, tels que C oscille d’au plus ¢ sur chacun des ensembles U; x U;.
Quitte a rétrécir les ensembles U, on peut les supposer deux a deux disjoints.
Il existe alors, pour chaque i, une fonction continue u, sur T, positive, non
identiquement nulle, a support compact contenu dans U,. L’ensemble des
points t de T tels que u;(t) > O est ouvert et non vide, donc n’est pas u-
négligeable; quitte a multiplier u; par une constante c¢; > 0, on peut supposer
que 'on a

fT u(t)du() =1 pour 1<i<n. (14)
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Posons u = &,u; + -+ - + &u, . Alors u(tyu(t’) est nul, sauf si (¢,t') appar-
tient a I'un des ensembles U; x U, auquel cas on a

Wt)u(t,) = Eiéjmuj(tl)a (15)
|C(t,t') — C(t;,t)| < e (16)

On a alors
Til= 3 &, Jo I, €t tyu@u ) duey duce). (17)

Compte tenu des formules (14), (16), et (17), on a finalement

n 2
< e.<_§ |¢i|) . 19)

Comme C[u] est positif et que ¢ est arbitrairement petit, on a

Clu] — i Eiijc(ti’tj)

i, j=1

EECt,t) =0, (19)

i 1

b=

donc C est une covariance.

III. OPERATEURS DANS LES ESPACES DE HILBERT

Les notions dont nous avons besoin sont tout a fait classiques, et il existe

d’excellents exposés (voir, e.g., Bourbaki [ 2]). Nous nous contenterons donc
d’un bref résumé.

16. Soient & et & deux espaces de Hilbert. On appelle opérateur de &
dans & toute application linéaire continue de & dans #. Si v est un tel
opérateur, 1l existe un opérateur v* de & dans &, appelé 'adjoint de v, et
caractérisé par la relation

o(x)|y) = <x|v*(y)) pour xeé&, yeZ. (1)

On dit que 'opérateur u dans & est hermitien si ’'on a u = u™; si 'on a de
plus {x|u(x))> > 0 pour tout x dans &, on dit que u est hermitien positif.

17. Soit u un opérateur hermitien positif dans . Le nombre

Tr(u) = ), {e,|ule,)) (2)

ac A

(positif ou égal & + o0) est indépendant de la base orthonormale (e)),. , de
&. On l'appelle la trace de u.
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18. Le théoréme de décomposition spectrale pour les opérateurs de trace
finie (D.Hilbert, E.Schmidt) s’énonce comme suit:

Soient & un espace de Hilbert, u un opérateur hermitien positif de trace
finie dans & et &, le noyau de u (ensemble des vecteurs x de & tels que u(x) = 0).
Soit &, le sous-espace de & orthogonal a & ,. Il existe alors une base ortho-
normale (e,),., de &, et une suite décroissante (4,),., de nombres réels

n/nel

strictement positifs qui satisfont aux conditions suivantes:

(@ onau(e,)=A4.e, pourtoutnel;
(b) oubien I est un intervalle fini [0, p] de 'ensemble des nombres entiers,
ou bien I se compose de tous les entiers positifs, et 1a suite (4,), . o tend vers 0.

Sous les hypothéses précédentes, on a

ux) =) A{e,|x>.e, pourxdansé, (3)
Trw) =Y 1. @)

19. Soient & et & deux espaces de Hilbert, et v un opérateur de & dans

& . Solent (e,),. , une base orthonormale de &, et (fy),. 5 une base ortho-
normale de . On a les égalités

Tr*) = ) o> = X X Kol fpl* = 2 [lo*(flI* = Tr(oo®).

aeA acA peB peB

Si tous ces nombres sont finis, on dit que v est un opérateur de Hilbert—
Schmidt.

La structure d’un opérateur de Hilbert—Schmidt v: & — & se décrit ainsi:
Notons &, le noyau de v et %, celui de v*; notons aussi &, 'orthogonal de
&, dans 8 et #, celui de % dans &. Alors &, est aussi le noyau de v*v, et
Z, celui de vo*. Conformément au n° 18, choisissons une base orthonormale
(e)ncr de &, et des nombres réels 1, > 0 tels que v*v(e,) = 4 e, pour tout

ne I. Posons pu, = A./% et f, = u 'v(e,) pour tout n e I. Alors (f,), ., est une
base orthonormale de & ., etlona

v(x) =) ple,|x>.f, pourxdansé, (5)
nel
v¥(y) =), u<f|y>.e,  pourydans Z. (6)
nel
De plus, on a
Tr(vv*) = Tr(v*v) = > pl. (7)

nel

20. L’exemple suivant d’opérateur de Hilbert—Schmidt est crucial pour
la suite de ce travail.
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THEOREME. Soient (T, ., u) un espace mesuré et # un espace de Hilbert.
Pour qu'un opérateur v de # dans L*> = L*(T, o, ) soit de Hilbert—Schmidt,
il faut et il suffit qu’il existe une fonction positive h e L? telle que T'on ait

[v(x)| < h p-presque partout sur T, pour tous les vecteurs x de norme <1 dans
H . S’il en est ainsi, on a

Tr(v*v) < ||A||3. )

Supposons d’abord que v soit un opérateur de Hilbert—Schmidt de #
dans L2, que I'on représente comme dans (5). Pour tout n € I, la fonction
f, est de norme 1 dans L?, d’ou

> fT W 0P du@®) = Y, p2 < + 0. 9)

nel nel

Quitte a modifier chacune des fonctions f, sur un ensemble u-négligeable,
on peut supposer que la fonction h définie par

1/2
W) = {z uilf,,(t)lz} (10)

nel

est finie en tout point de T. Soit alors x un vecteur de norme <1 dans .
On a donc Y, |<e,|x>|* < 1; d’aprés I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on
a donc

PINTRCAEI A ()

nel

< h(2), (11)

la série du premier membre convergeant absolument pour tout ¢ dans T.
Comme la série ) ., tale,|x). f, converge en norme dans L? vers v(x),
un représentant de la classe de fonctions v(x) est fourni par la fonction
> ) per Mnleq|X). f,(2). D’aprés (11), on a donc [v(x)| < h p-presque partout
sur T, quel que soit le représentant choisi pour v(x).

Réciproquement, supposons qu’il existe une fonction positive h dans L>
telle que I'on ait [v(x)| < h u-presque partout sur T, pour tout vecteur x de
norme <1 dans . Soit (e,),.4 une base orthonormale dans 5, et soit
f. un représentant de la classe de fonctions v(e,). Soit J une partie finie de

A. Si (£)yes est une famille de nombres complexes telle que D .., |E]* < 1,
ona

2 &Lt

aelJ

u-presque partout sur T. L’ensemble u-négligeable exceptionnel dépend de
la famille (£,), s, mais il existe un ensemble u-négligeable N tel que I'inégalité

< h(?) (12)
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(12) ait lieu chaque fois que t appartient & T\N et que les parties réelles et
imaginaires des &£, sont rationnelles. Par continuité, 'inégalité (12) reste
valable pour tout ¢t dans T\N quels que soient les nombres complexes &,
tels que ) ;e |&|* < 1. On en déduit

Y |f®|> <h(®*>  pourtdans T\N, (13)

aeldJ

d’ou par intégration

2. f,. | £0)|? du(e) < fT h(t)? du(t). (14)
aeJ

En passant a la borne supérieure sur les parties finies J de A, on obtient

Iinégalité Y .. 4|13 < ||]|3 < + 00, donc v est un opérateur de Hilbert—
Schmidt, et I'on a Tr(v*v) < ||h||3 comme annoncé.

IV. COVARIANCES MESURABLES ET SEPARABLES

Dans toute cette partie, on note T un ensemble muni d’une tribu </ de parties.

21. Commencons par €lucider les relations entre mesurabilité forte et
faible. Soient # un espace de Hilbert séparable, (e,),.; une base orthonor-
male de s et ¢ une application de T dans 5#. On pose

f) = <eq| @(2)), (1)
C(t,t) = Co®)| o)) )

pour t, t' dans T et n dans 1.

LEMME. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(@) L'application ¢ de T dans # est </-mesurable si 'on munit # de sa
tribu borélienne.

(b) Pour chaque élément a de #, la fonction scalaire t — {a|@(t)) est
&/ -mesurable.

(¢c) Pour chaque n dans I, la fonction scalaire f, est &/-mesurable.

(d) La fonction C est mesurable sur T x T par rapport a la tribu & @ .

Pour tout a dans #, application x — <a|x) de # dans C est continue,
donc borélienne; par suite, (a) entraine (b). Il est clair que (c) est un cas
particulier de (b). Enfin, on a

Cit,t)= Y fOf(f) pourt,t dansT; (3)

nel
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comme I’espace de Hilbert s est séparable, I’ensemble I est dénombrable,
donc la mesurabilité des fonctions f, entraine celle de C; par suite (c)
entraine (d).

Montrons que (c) entraine (a). Pour tout vecteur a =) ,.;a,e, de # et
tout nombre réel r > 0, notons B(a, r) 1a boule fermée de centre a et de rayon
r dans #; on sait que de telles boules engendrent la tribu borélienne sur
'espace séparable #. Supposons que les fonctions f, soient &/-mesurables.
Pour toute partie fine J de I, la fonction u; =), ;|f — a,|> est -
mesurable; de plus, 'ensemble des parties finies de I est dénombrable. Par
suite, 1’ensemble

¢~ '(Bla,r)) = O uy '([0,7*]) (4)

est o/-mesurable. Autrement dit, la fonction ¢ est «/-mesurable.

Enfin, montrons que (d) entraine (b).! Supposons C mesurable et notons
#, Pensemble des vecteurs a de # tels que la fonction t — {a|e(t)) soit
&/-mesurable sur T. Il est clair que 5#; est un sous-espace vectoriel fermé
de s#. Tout vecteur de # orthogonal a I'image de ¢ appartient a 5, ; de
plus, on a ¢(T) < s#, car les fonctions partielles ¢+ C(t,,t) sont /-
mesurables. On a donc s#; = 5, d’ou notre assertion.

22. Soit C une covariance sur 7. On dit que C est séparable si I’espace
de Hilbert & est séparable; il revient au méme de supposer que C admet
un développement de la forme

Ctr) = 3 AT ®)

On dit que C est une covariance mesurable sur (T, /) si la fonction C est
mesurable sur T x T par rapport a la tribu &/ ® 7. S’il en est ainsi, toute
fonction de & est &/-mesurable puisque c’est la limite en norme dans &¢,
donc en chaque point de T, d’une suite de fonctions dont chacune est de la
forme t — Y 7_ &C(t,t,).

Le lemme du n° 21 se reformule comme suit:

LEMME. Soit C une covariance séparable sur T, avec un développement de
la forme (5). Les conditions suivantes sont équivalentes:

(@) C est une covariance mesurable sur (T, );
(b) & se compose de fonctions sf-mesurables sur T ;
(c) chacune des fonctions f, est of/-mesurable sur T.

23. Donnons maintenant une application du théoréme de Lusin.

t Cette partie de la démonstration reste valable pour des espaces de Hilbert non séparables.
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THEOREME. Supposons que T soit un espace polonais® et u une mesure
positive o-finie sur la tribu borélienne de T. Soit C une covariance séparable
sur T, qui est une fonction borélienne sur T x T. Choisissons un développement
de C comme en (5). Alors il existe une suite croissante (K,),» de parties
compactes de T avec les propriétés suivantes:

(@) le complémentaire dans T de la réunion des K, est p-négligeable;
(b) pour tout entier p > 1, la restriction de C a K, x K, est continue, et la
série (5) définissant C converge absolument et uniformément sur K, x K.

Rappelons que la mesure u satisfait a 1a propriété de régularité intérieure:
la mesure u(A4) d’'une partie borélienne 4 de T est la borne supérieure des
mesures u(K) des parties compactes K de T contenues dans 4. De plus,
comme on a supposé que la mesure u est o-finie, il existe une mesure finie
ayant les mémes ensembles négligeables que u, et 'on ne restreint pas la
généralité en supposant que u(T) est fini. Rappelons enfin le théoréme de
Lusin: si K est une partie compacte de T, f une fonction borélienne sur K
et ¢ un nombre réel strictement positif, il existe une partie compacte L de
K telle que u(K\L) < ¢ et que la restriction de f a4 L soit une application
continue de L dans C.

Construisons par récurrence une suite de parties compactes L, de T, deux
a deux disjointes. Supposons construites les parties L,, ..., L, et soit 4 le
complémentaire dans T de leur réunion. Choisissons une partie compacte
K de A telle que u(4\K) < 27772 et posons f, = Y 22, | f,|* Par application
du théoréme de Lusin, choisissons pour tout entier n > 0 une partie compacte
M, de K telle que la restriction de f, & M, soit continue, et que 1’'on ait
H(K\M,) <2777"73 Posons L, = ()= M,; par construction, L, est
disjoint de Ly, ..., L,, C’est une partie compacte de T, la restriction de
chacune des fonctions f, a L, , est continue et 'on a

WT\Ls 0 Lyr) = WALy 1) < WAVK) + 35 W(K\M,

<2724 Y 2mrmmiogoped
n=0

Posons alors K, = L; U ---uU L,; la suite des parties compactes K, de
T est croissante, et comme on a u(T\K,) < 27%, la réunion des K, a un
complémentaire u-négligeable. De plus, la restriction & K, de chacune des
fonctions f, (pour n > 1) et fo = Y 2., | f;|* est continue.

Appliquons alors le lemme de Dini: la série ) o>, |f,|* converge uni-
formément sur P'espace compact K. Soit alors ¢ > 0 et soit m > 1 un entier

T Autrement dit, T est un espace métrique séparable et complet.
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tel que I'on ait ) ., | f(#)|> < & pour tout ¢ dans K. L’inégalité de Cauchy—
Schwarz montre alors que I'on a ) ..., | f(t)|.| f(t)| < € pour ¢, ¢’ dans K,.
Par suite, la série ) 2, f,(2). f(f) converge absolument et uniformément
sur K, x K, et la restriction de C a K, x K, est une fonction continue.

24. Considérons maintenant un espace mesuré o-fini (Q, #,1) et une
fonction complexe X sur T x Q. On fait les deux hypotheses suivantes:

(@) X est mesurable par rapport a la tribu o ® & sur T x Q;
(b) pour tout point t de T, lintégrale (o |X(t, w)|> dA(w) est finie.

Pour chaque point ¢ de T, la fonction @ — X (¢, w) sur Q est mesurable par
rapport & & et de carré intégrable par rapport a A; elle définit donc un
élément X, de I'espace de Hilbert L? = L%(Q, &, 1). La covariance C associée
a lapplication t — X, de T dans L? est donnée par la formule

C(t,t) = fg X, 0). X (¢, 0) dMw). 6)

LEMME. La covariance C est séparable et mesurable sur (T, ).

La formule (6) montre a I'évidence que C est mesurable sur T x T par rap-
port a la tribu &/ ® 7 (la mesure A est supposée o-finie). Pour montrer que
C est séparable, il suffit de montrer que les X, appartiennent a un sous-espace
de Hilbert séparable de L. Or, par définition, la tribu o/ ® £ est engendrée
par les ensembles de la forme A x B avec A € o et B € &, et chaque élément
de of ® # appartient & la sous-tribu engendrée par une suite de tels
ensembles 4, x B,. Appliquons ceci & chacun des ensembles X ~1(I) ou I
est un intervalle a extrémités rationnelles de R. Il existe donc une sous-tribu
o, de o, et une sous-tribu %, de &, toutes deux dénombrablement
engendrées, et telles que X soit mesurable par rapport a la tribu &7, ® Z,.
Mais alors L*(Q, %,,4,) (00 A, est la restriction de 1 & %,) est un sous-
espace séparable de I'espace de Hilbert L? = L*(Q, &, A), contenant tous
les X,. Ceci prouve le lemme.

25. Concluons cette partie en donnant un exemple typique de covariance
mesurable et non séparable. Prenons pour T Pintervalle [0,1] de R et pour
&/ la tribu borélienne sur 7.

Définissons une fonction borélienne D sur T x T par la formule
1 si t=t

’ 7
0 si t#t. )

Autrement dit, D est la fonction caractéristique (ou indicatrice) de la
diagonale du carré [0,1] x [0,1]. Si ¢,,...,t, sont des points distincts de

D(t,t") = {
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T,et&,,..., ¢, des nombres complexes, on a

i, J

. D(tia tj)zigj = _Zl Iéilza (8)
donc D est une covariance sur [0,1].

Posons D,(t') = D(t',t). Vu la définition de D, la famille non dénombrable
(D,), 1 st une base orthonormale de I’espace de Hilbert &,, donc la covari-
ance D n’est pas séparable.

L’espace &, se compose des fonctions f sur T telles que Y, .r|f(2)|* soit
fini; une telle fonction est nulle en dehors d’'une partie dénombrable de T.
Enfin, le produit scalaire dans I’espace &, est donné par la formule

{Sflgdp =Y, f).9). 9)

teT

V. UNE GENERALISATION DU THEOREME DE MERCER

Dans toute cette partie, on note (T, &, u) un espace mesuré o-fini.

26. Voici d’abord le lemme-clé:

LEMME. Soit C une covariance mesurable sur (T, /). On suppose que
I’intégrale

y = [ Clt.ydu) (1)

est finie (ce qui a lieu par exemple si u(T) est fini et la fonction C bornée).
Alors toute fonction appartenant a &, est de carré u-intégrable. De plus,
Papplication qui a toute fonction dans &, fait correspondre sa classe
d’équivalence u-presque partout est un opérateur de Hilbert—Schmidt j de &
dans L?> = L¥(T, o, p). On a Tr(j*j) < y, avec égalité si C est séparable.

Posons h(t) = C(t,t)!/? pour t dans T; par hypothése, la fonction h sur T
est de carré u-intégrable et I'on a ||h||3 = y. D’aprés la formule (22) du n° 6,
on a |f(t)| < ||f||c-h(®) pour t € T et f € &¢. Il en résulte que toute fonction
f € & est de carré p-intégrable, et que j est un opérateur de &, dans L2.
Le théoréme du n° 20 montre alors que j est un opérateur de Hilbert—Schmidt,
et que 'on a Tr(j*j) < ||A]|3 = .

Supposons maintenant C séparable. Si (f,),c; est une base orthonormale
de I'espace de Hilbert &¢, on a Y ,.;|f()|> = C(,t) pour tout ¢ dans T,
et 'ensemble I est dénombrable. Par intégration, on en déduit

Te() = T iIE= T [, AP duty =
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27. On conserve les notations et les hypothéses du lemme précédent.
Par construction, le noyau .4 de l'opérateur j:&.— L> se compose des
fonctions u-négligeables appartenant a &.; de plus, & est somme directe
de A" et du sous-espace & orthogonal a .4". Pour tout t € T, décomposons
I'élément C,:t'+— C(t,t)de £cen C,= N, + S, avec N, e N/ et S, e &. Pour
toute fonction f dans £, on a

fO) =G| e = AN e + <8 fe. (2)

En particulier, on a g(t) = <N,|g> pour g dans .4"; si 'on pose N(t,t') =
N,(t), 1a fonction N est une covariance sur T et 'on a A" = &y. On introduit
de méme la covariance S par S(t,t') = S,(t) et 'ona & = &s.

Comme j est un opérateur de Hilbert—Schmidt de & dans L2, il résulte des
résultats rappelés au n° 19 que 'orthogonal du noyau de j est un espace de
Hilbert séparable, donc la covariance S est séparable. Comme la covariance
C est mesurable sur (T, &), I'espace &. se compose de fonctions /-
mesurables, et il en donc de méme du sous-espace &5 de &-; comme la
covariance S est séparable, elle est donc aussi mesurable sur (T, /). Comme
on a N =C —§, la covariance N est mesurable sur (T, &). De plus, par
construction, aucune fonction non nulle de &5 n’est u-négligeable, et N,
est u-négligeable pour tout ¢t dans T.

On dira dans la suite que C = N + S exprime la u-décomposition de la
covariance C mesurable sur (T, «/). Montrons que les propriétés énoncées
précédemment caractérisent cette décomposition de C.

LEMME. Soit C une covariance mesurable sur (T, /) telle que lintégrale
|7 C(t,t) du(t) soit finie. Soient S' et N’ deux covariances mesurables sur (T, ),
de somme C. On suppose que O est la seule fonction u-négligeable appartenant
a &s., et que la fonction N;:t'+— N'(t',t) est u-négligeable pour tout t dans T.
Alors,ona N' =N et S = S.

Posons /' = &y et &’ = &5 . Toute fonction appartenant & A" est limite
en norme dans .4, donc en tout point de T, d’une suite de combinaisons
linéaires finies de fonctions N;. Donc A4 se compose de fonctions u-
négligeables, et par hypothése, on a /' N & = 0. Sur I'espace somme
&' =N+ &', on définit un produit scalaire par la formule

(g +hl|g + k) ={<g|gdn + <h|HDs (3)

pour g, g’ dans A" et h, h’ dans &’. Alors &’ est un espace de Hilbert, somme
directe des sous-espaces orthogonaux A" et &’. Pour tout point ¢t de T,
introduisons I’élément S;:t' +— S'(t',t) de &’'. De la relation C = N’ + §’, on
déduit que C, = N, + S; appartient a §'; la définition (3) du produit scalaire
dans &’ montre aussitot que I'on a f(t) = (C,| f) pourte Tet fe &'
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On a donc &' = &, et comme A" se compose visiblement des fonctions
p-négligeables de &', on a &' = A" avec égalité des produits scalaires
associés respectivement 4 N' et N.Onadonc N'=N,dou S =C— N =
C—N=3S.

28. THEOREME. Toute covariance mesurable sur (T, ) est la somme
d’une covariance séparable et mesurable sur (T, /) et d’une covariance qui
est une fonction sur T x T négligeable pour la mesure u @ p.

Par hypotheése, 1a mesure u est o-finie sur (T, ). Il existe donc une mesure
v sur (T, 2/) ayant les mémes ensembles négligeables que u, et telle que
v(T) soit fini. D’apres le théoréme de Lebesgue—Fubini, les mesures u ® u
et v ® v ont les mémes ensembles négligeables.

Soit D une covariance mesurable sur (T, &7). L’ensemble T'; des pointsde T
tels que D(t,t) # O appartient & </, et la fonction u définie sur T par

Dt t)'*  si teT,,
t) = , 4
u(t) {1 si teT\T, )
est o/-mesurable et positive. Si 'on pose
C(t,t) = u(® ™ 'u(t)”'D(t, 1), (%)

on définit une covariance C mesurable sur (T, /). Ona 0 < C(t,t) < 1 pour
tout ¢ dans T, et comme v(T') est fini, 'intégrale [ C(¢, t) dv(¢) est finie.
Introduisons la v-décomposition C = N + S, et posons

D,(t,t) = u(®u(r)S(, 1), (6)
D,(t,t') = u(tyu(t)N(, ¥) (7)

pour t,t' dans T. Alors D, et D, sont deux covariances mesurables sur (T, &),
de somme D. Comme S est séparable, il en est de méme de D, . Par hypothése,
I'application t' — N(t',t) est v-négligeable pour tout ¢t dans T; d’apres le
théoréme de Lebesgue—Fubini, la fonction N est négligeable pour v ® v,
donc aussi pour u @ u. Enfin, la formule (7) montre que D, est elle aussi
négligeable pour u ® u.

29. Dans la discussion qui suit, nous devrons soigneusement distinguer
une fonction f mesurable sur (7, .«¢) de sa classe d’équivalence pour 1’égalité
presque partout, qu'on notera f.

Soit de nouveau C une covariance mesurable sur (T, /) telle que l'intégrale
[ C(t, ) du() soit finie. Pour tout point ¢ de T, la fonction C,:t' — C(t,t)
appartient a &, donc elle est de carré u-intégrable. L’'intégrale

KF() = [, Ct). f0)du(®) ®




294 PIERRE CARTIER

est donc définie si f est une fonction de carré u-intégrable sur T, quel que
soit le point ¢t de T.

LEMME. L’opérateur j* de L* dans & adjoint de j est défini par la relation
j*(f) = Kf pour toute fonction f de carré p-intégrable.

Soit ¢ un point de T. On a
FN® = <CJj* (e = GECI >, =<C\| >,
= [ TOS)du() = [ Ct.0)f(¢)due).

Ce calcul établit le lemme.
Le lemme précédent montre que, si f est une fonction de carré u-intégrable
sur T, la fonction Kf définie par la formule (8) est aussi de carré p-intégrable.

Par passage aux classes, on définit donc un opérateur K dans L2, tel que
Kf = Kf cet opérateur n’est autre que jj*.

30. Nous aurons encore besoin d’'une remarque sur les vecteurs propres
de I'opérateur K dans L2

LEMME. Soient u un élément de L* et ) un nombre réel non nul tels que
Ku = Au. 1l existe un unique représentant f de u tel que Kf = Af.

La formule de définition de Kf montre aussitdt que la fonction Kf est
la méme pour tous les représentants f de u; si 'on note Ku cette fonction,
on a Ku= Ku. L’égalitt Ku = Au signifie donc que u est la classe de la
fonction f = A”'Ku; on a Ku = Af, et comme f est un représentant de u,
on a Kf = Af.

Soit f, un représentant de u tel que Kf, = Af,. Comme f et f; different
par une fonction pu-négligeable, on a Kf, = Kf, d’ou Af; = Af; en simplifiant
par la constante A 5 0, on conclut a I’égalité de f, et f.

31. Voici maintenant la généralisation annoncée du théor¢éme de Mercer.
THEOREME. Soient (T, </, u) un espace mesuré o-fini, et C une covariance
mesurable sur (T, ) telle que Tintégrale y = | C(t,t) du(t) soit finie.

(@) Pour toute fonction f de carré u-intégrable sur T, la fonction Kf
définie par

Kf(©) = [, C.v). f(¢) dp(r) ©)

(pour t € T) est de carré u-intégrable sur T. _
(b) Par passage aux classes, K définit un opérateur K dans L* = L*(T, o/, )
qui est hermitien, positif et de trace finie.
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(c) Soit A le noyau de K. Il existe une suite (f,),.; de fonctions de carré
u-intégrable sur T, et une suite décroissante (1,,),; de nombres réels strictement
positifs tels que lon ait

Kf, = A,.f, pour tout nel, (10)

et que la famille des classes ( f)nes SOt une base orthonormale du sous-espace
de L? orthogonal & A L’ensemble I est fini, ou bien la suite (A,),. tend vers 0.
(d) Soit C= N + S la u-décomposition de la covariance C. Alors S est
donnée par le développement absolument convergent
S, 1) = )., SO, (11)
nel
et les fonctions S et C sont égales presque partout sur T x T par rapport a la

mesure U Q@ U. _
(¢) Latrace de K est égale d ) . A,- On a aussi la relation

Tr(R) = [ 8¢, 0du(0) < [, C(e,1)dut), (12
avec égalité si la covariance C est séparable.

D’aprés le lemme du n° 26, la formule j(f) = f definit un opérateur de
Hilbert—Schmidt de &, dans L2. On a vu au n° 29 que K est égal a jj*, d’ou
les assertions (a) et (b). L’assertion (c) résulte du théoréme de décomposition

spectrale rappelé au n° 18, le choix précisé des fonctions propres se faisant
au moyen du lemme du n° 30.

Le noyau de j est 'espace A" introduit au n° 27. Comme j est un opérateur
de Hilbert—Schmidt, il en est de m€me de j*. En appliquant le théoréme de
structure des opérateurs de Hilbert—Schmidt rappelé au n° 19, on voit que

les fonctions A /2j*(f,) forment une base orthonormale du sous-espace &
de & orthogonal & A#". Or on a

A PMf) = Ay 2K Sy = A3, (13)

et & est 'espace de Hilbert & associé a la covariance S. La formule (11)
résulte aussitdt de la. On sait que, pour tout point ¢t de T, I'application
t'+— N(t,t) est u-négligeable; d’apres le théoreme de Lebesgue—Fubini, la
fonction N = C — § est donc négligeable pour u ® u. Ceci établit ’assertion
(d).

La formule Tr(K) = Y we1 4y résulte des rappels du n° 18. De plus, d’aprés
la formule (11), on a S(t,t) = ) .1 A4 f:(t)|? pour tout t € T; par intégration
de cette série de fonctions positives, on obtient

[ 860du0 = T 2, [, |50P dud = ¥ . (14)

nel
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Enfin, on a K = jj*, d’ou par application du lemme du n° 26 la relation
Tr(K) = Tr(j*) = Tr(j*) < 7, (15)
avec égalité si la covariance C est séparable.

32. 1l n’y a pas toujours égalité dans la formule (12). Revenons en effet
a I'exemple du n° 25. Nous supposons donc que T est 'intervalle [0,1] de
R, que & est la tribu borélienne sur T, et que u est la mesure de Lebesgue.
La covariance D est I'indicatrice de la diagonale dans T x T. Pour tout
te T, la fonction D, est nulle en tout point de T différent de ¢, donc est
u-négligeable. Par suite, la u-décomposition de D est donnée par N = D et
S = 0. L’opérateur intégral associé 4 D par la formule

Kf()) = [, D& 0)f(¢)dr (16)
est nul. On a donc K = 0, d'ou Tr(K) = 0. Cependant, on a {5 D(t,t)dt = 1.

33. Pour retrouver le théoreme de Mercer usuel, supposons désormais
que T soit un espace topologique, &/ la tribu borélienne sur T, et que la
mesure u satisfasse & u(U) > 0 pour toute partie ouverte non vide U de T.
On suppose aussi que la covariance C est continue, et que l'intégrale
[ C(t,t) du(z) est finie.

Comme la covariance C est continue, I'espace & se compose de fonctions
continues (voir le n° 11). Soit A" I'ensemble des fonctions u-négligeables
appartenant a .. Si f appartient a .#”, ’ensemble des points ou f est non
nulle est un ouvert U de T tel que u(U) =0, d’ou U = J et f = 0. L’ortho-
gonal & de A dans &, est donc égal & &, et dans la u-décomposition
C=N+ S,onaN =0etS = C;en particulier, la covariance C est séparable.

Dans le théoréme du n° 31, on peut donc remplacer les assertions (d) et
(e) par les suivantes:

(d") Les fonctions f, sont continues et C admet un développement con-
vergeant absolument et uniformément sur toute partie compacte de T

Cery=% Anfol®). D). (17)
(€") On ales égalités
TrR) = ¥ 4 = [, C(t00du(s). (18)

nel
Voici quelques propriétés supplémentaires:

(f) La famille (A}/?f,),. est une base orthonormale de I’espace de Hilbert
&c. D’aprés les n® 1l et 12, toute fonction f de & est continue et elle admet
un développement orthogonal f =Y ,.;¢,f, avec Y ,..r|c.|*/4, fini, qui
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converge en norme dans les espaces de Hilbert L*(T, «, u) et &, et uni-
formément sur toute partiec compacte de T. Les coefficients ¢, sont donnés
par la formule usuelle

¢ = [, TS0 dute). (19)

(g) D’apres le lemme du n° 29, la fonction f = Kg appartient a & pour toute
fonction g de carré p-intégrable; on peut donc lui appliquer les résultats de
().

Pour les résultats classiques sur le théoréme de Mercer, on pourra con-
sulter Riesz et Nagy [13].

VI. COVARIANCES MESURABLES ET BORNEES

Dans toute cette partie, on note (T, </, ) un espace mesuré o-fini.

34. Commengons par un résultat facile sur les covariances bornées.

LEMME. Soient C une covariance sur T, et M une constante positive. Les
conditions suivantes sont équivalentes:

(@ onaC(t,t)< M pour tout te T,
(b) onalC(t,t)| < M pourt,t dans T;
(c) onalf(t)] < MY? pour toute fonction f dans & telle que || f]|c < 1.

L’équivalence de (a) et (b) résulte de I'inégalité
|IC@,t)|? < C(t,1).C(¢, 1) (1)

Par ailleurs, on a f(t) = {C,| f D¢, et la condition (c) équivaut & ||C,||c < M'/?;
Iéquivalence de (a) et (c) provient alors de la formule C(t, t) = ||C/||2.

35. On suppose maintenant que C est une covariance mesurable sur
(T, o), qui est bornée comme fonction sur T x T. Si u est une fonction
u-intégrable sur T, la fonction Ku sur T définie par

Ku(t) = fT C(t, t)ult) du(t) )

est &/-mesurable et bornée.
LEMME. La fonction Ku appartienta &¢ et l’on a
(Kul e = frm f(t) du(z) pour toute fonction f e &¢ (3)

IKul2 = [, [ CtOutu(e) dut) due). @

Soit M une constante positive telle que 'on ait |C(z,#')| < M pour ¢, t' dans
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T. D’aprés le lemme précédent, on a |f(t)| < MY2.||f||c pour te T et
f € &¢; par intégration on en déduit 'inégalité

fT u() () dp(e)| < M2 ||u||4|| flc 5)

pour tout f € &c. Comme l'espace de Hilbert & est son propre dual, il
existe un élément g de & tel que 'on ait

J; W00 du®) = <g| > pourtout feée. ©)

Prenons en particulier f = C,., d’ou f(t) = C(¢,¢) et <g| Yc=9g({): on en
déduit I’égalité de g et de Ku, d’o1 la formule (3). Pour obtenir la formule (4),
il suffit de faire f = Ku dans la formule (3) et d’appliquer le théoréme de
Lebesgue—Fubini.

36. Théoréme. Soient C une covariance séparable et mesurable sur
(T, /) et M une constante positive telles que ’on ait |C(t, t’)| < M presque
partout sur T x T par rapport a la mesure u @ u. Il existe alors un ensemble
u-négligeable N tel que lon ait |C(t, t’)| < M lorsque t et t' appartiennent a
T\N. En particulier, on a C(t,t) < M pu-presque partout sur T.

Faisons d’abord la démonstration dans le cas ou C est bornée. Vu
Ihypothése faite sur C, la formule (4) entraine ||[Ku||2 < M .||u||?; d’aprés la
formule (3) et I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a donc

| w0/ © du@| < M2 f||cllul (™

quelles que soient la fonction f € & et la fonction u-intégrable u. Comme
il est bien connu, on déduit de 1a I'existence d’'un ensemble u-négligeable
N (dépendant de f) tel que I'on ait | f(t)| < M/?||f||c pour tout point ¢ de
T\N ;. Comme la covariance C est séparable, il existe une partie dénombrable
dense D dans’espace de Hilbert £ . Posons N = U srepNy;C’est un ensemble
u-négligeable. D’aprés ce qui précede, on a donc

KC:| fe| < MY2.||f||c pour feD et teT\N. (8)

Comme D est dense dans &, on a donc ||C,|| < M2 pour t dans T\N. En
utilisant P'inégalité de Cauchy—Schwarz et la formule C(t,t') = <C,|C; )¢,
on en déduit I'inégalité |C(z,¢')| < M pour t, ¢’ dans T\N.

Passons au cas général. Pour tout entier p > 1, soit T, I'ensemble des
points ¢ de T tels que C(t,t) < p. On a |C(t,t)| < p pour ¢, ¢’ dans T,, et la
restriction de C a T, x T, est donc une covariance bornée. D’apres la
premiere partie de 1a’ démonstration, il existe une partie u-négligeable N, de
T, telle que l'on ait |C(s,t')| < M pour ¢, ¢ dans T,\N,. L’ensemble N =
|Ug- 1 N, satisfait aux exigences du théoréme.
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37. On ne peut supprimer ’hypothése de séparabilité dans le théoréme
précédent. Reprenons notre exemple familier, ou T est I’intervalle [0, 1] de
R, o/ est la tribu borélienne de T et u la mesure de Lebesgue. Soit D
I'indicatrice de la diagonale dans T x T. Alors D est nulle presque partout
sur T x T, et 'on a D(t,t) = 1 pour tout point ¢ de T.

38. Le théor¢me suivant renforce le théoréeme classique de Dunford-
Pettis [4] en ce qu’il évite toute hypothése de séparabilité, mais il ne s’applique
qu’aux espaces de Hilbert. Il est essentiel que 1a mesure u soit o-finie, comme
le montre I'inclusion de L' dans L? lorsque T est non dénombrable et que
tout point de T est mesurable de mesure 1.

THEOREME. Soient # un espace de Hilbert, M une constante positive et F
une application linéaire continue de L* = L)(T, o, u) dans 3 telle que I'on ait
|Fw)|| < M .\|u||; pour tout ue L. Il existe alors un sous-espace de Hilbert
séparable ', de H et une application mesurable ¢ de (T, /) dans H#, muni
de sa tribu borélienne avec les propriétés suivantes:

(@) ona||e(?)|| < M pour tout point t de T;
(b) Tapplication F prend ses valeurs dans #,;
(¢) ona

(Fu)|ay = frm<¢(t)|a> dut) pour ueL' et ae#. (9)

Soit L® P'espace des classes de fonctions mesurables et bornées sur
(T, «, u); il s’identifie au dual de L' de la maniére bien connue. Par suite, il
existe une application linéaire ® de # dans L™ qui satisfait aux relations
suivantes:

|®a(?)| < M.||a||  u-presque partout sur T, (10)
CF@)|ay = |, ua(0)due), (t1)

pour tout ae # et tout ue L',

Comme la mesure u est o-finie, il existe une fonction mesurable h sur
(T, ) telle que h(t) > O pour tout ¢ € T et que [ h(r)* du(t) soit fini. Définis-
sons une application linéaire j de L? dans # par j(f) = F(hf). 1l est clair
quon a j*(a) = h.®a pour tout a € #. D’aprés 'inégalité (10), on a | j*(a)| <
M .h p-presque partout pour chaque vecteur a de norme <1 dans 5. D’aprés
le théoréme du n° 20, 'opérateur j* est donc de Hilbert-Schmidt, et il en est
par suite de méme de j. Par ailleurs, I'ensemble des classes de fonctions hf,
ou f parcourt L2, est dense dans L', et 'image d’un opérateur de Hilbert—
Schmidt est séparable d’aprés les résultats rappelés au n° 19. Autrement dit,
il existe un sous-espace de Hilbert séparable #, de # contenant I'image de F.



300 PIERRE CARTIER

Le reste de la démonstration est classique. Choisissons une base ortho-
normale (e,),.; de #, et des représentants f, pour les classes ®e,. Soient J
une partie finie de I et £ = (£;);., une famille de nombres complexes. On a
OO s ) =Y ics &;f;» €t compte tenu de (10), il existe un ensemble p-
négligeable N, tel que I'on ait

2
<M?> [&? (12)

jeJ

Z ¢ifi®)

jedJ

pour tout t dans T\N,. Soit N, I'ensemble u-négligeable, réunion des
ensembles N, pour toutes les familles £ ou chaque £; ait une partie réelle et
une partie imaginaire rationnelles. Par continuité, I'inégalité (12) reste
satisfaite pour ¢ dans T\N; et toute famille &; on a donc Y ;. ;| fi(t)|* < M?
pour tout t dans T\N,. L’ensemble N = [ J; N; est u-négligeable, et 'on a
Y wer|f®)|> < M? pour tout ¢ dans T\N. Soit ¢ application de T dans 5#
qui est nulle en tout point de N et telle que () = ), . f.(t).e, pour tout ¢
dans T\N. On a ||¢(?)|| < M pour tout point t de T, et 'application ¢ est
mesurable de (T, &¢) dans #, muni de sa tribu borélienne (voir par exemple
le n°® 21).

I1 reste & vérifier la formule (9). Elle est vraie par construction lorsque a
est I'un des vecteurs e,, et elle est trivialement satisfaite lorsque a est ortho-
gonal & #,. Pour u fixée dans L!, les deux membres de (9) sont des

formes linéaires continues du vecteur a de #; le cas général se déduit
aussito de la.

39. D’aprés un théor¢me connu de Grothendieck [7], toute forme
sequilinéaire continue sur L' admet la représentation

Twv) = [, f; Ctyuto) du) du(e), (13

ou C est une fonction mesurable et bornée sur (T x T, o ® ). Si M est
une constante positive, les relations

T, v)| < M. ||u||4||v]|, pour u, v dans L! (14)
et

|C(t,t)|< M  presque partout sur T x T pour u® u (15)

sont équivalentes. Si la forme sesquilinéaire I est positive, elle satisfait a
Iinégalité de Cauchy—Schwarz |I'(u,v)|*> < T'(4,u).[(v,v) et la relation (14)
équivaut encore a la suivante

I'u,u) < M.||u||}  pourudans L. (16)
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THEOREME. Soit I" une forme sesquilinéaire positive et continue sur L.
Il existe une covariance C séparable, mesurable et bornée sur (T, o) satisfaisant
a la relation (13) ci-dessus.

D’aprés le lemme du n® 3, il existe un espace de Hilbert s et une application
linéaire continue F de L' dans s# tels que ’on ait

I'(u,v) = {F(u)| F(v)> pour u, v dans L. (17)

D’apres le théoréme du n° 38, on peut supposer que I'espace H# est séparable
et qu’il existe une application mesurable et bornée ¢ de (T, ) dans #
satisfaisant a la relation

CF)|ay = [ uKo)]ay du() (18)

pourue L' etac H#.

Notons C la covariance associée & # et @; elle est séparable, bornée et
mesurable sur (T x T, & ® ). Soit Z le sous-espace vectoriel fermé de #
engendre par 'image de ¢. Comme au n° 5, définissons un isomorphisme H

de & sur & par la relation Ha(t) = {¢(t)|a) poura e & et t € T. La formule
(18) équivaut donc a la suivante

CHF@)| f>c = [, w®f©du)  pour ueL' et fedc. (19)

Si 'on prend en particulier pour f une fonction de la forme C,.:t — C(t, 1),
on voit que HF(u) n’est autre que la fonction notée Ku au n° 35. On a donc

I(u,v) = <F(u)| F(v)) = CHFW)|HF(v)>c = {Ku|Kv), (20)

pour u, v dans L'. Enfin si 'on fait f = Kv dans la formule (3) du n° 35, on
obtient

(Ku|Kode = [, [ Cletyul@o(e) du(0 dute) 1)
d’aprés le théoréme de Lebesgue—Fubini. Le théoréme résulte des formules

(20) et (21).

40. Terminons cette partie par un corollaire important du théoréme
précédent. Soit C une fonction mesurable et bornée sur (T x T, o ® ).
On définit la forme sesquilinéaire I' sur L' par la formule (13). Si A4 et B
sont deux €éléments de .«7, on pose

I[A,B] = fA fB C(t, t') du(t) du(t). (22)
COROLLAIRE. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(@) La fonction C est égale presque partout (pour pu ® ) a une covariance
mesurable et bornée.
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(b) La fonction C est égale presque partout a une covariance séparable,
mesurable et bornée.

() OnaTl(u,u) >0 pour toute fonction u-intégrable u sur T.

(d) La matrice d’éléments T'[A;, A;] est hermitienne positive pour toute
suite (A;)1 <i<n d éléments de .

Si C est une covariance, on a I'(u, u) = ||Ku||2 avec les notations du n° 35,
donc (a) implique (c). Le théoréme du n°® 39 exprime que (c) implique (b), et
il est clair que (b) implique (a).

Avec les notations de (d), on a

n
3 T4, 4,JE¢; = Ty (23)
L, J=
ou la fonction u prend la valeur constante £; sur A4;, et est nulle hors de
A; U --- U A,. Comme les classes de telles fonctions sont denses dans L!,
les conditions (c) et (d) sont équivalentes.
D’aprés le corollaire précédent, toute covariance mesurable et bornée
est égale presque partout a4 une covariance séparable, mesurable et bornée.
On a donc retrouvé un cas particulier du théoréme du n° 28.

VII. UNE INEGALITE INTEGRALE

Dans toute cette partie, on note (T, </, ) un espace mesuré o-fini.

41. Soit C une covariance mesurable sur (T, /). On pose

Clu] = [, [, €t yutu(e) du(®) du(e) (1)

pour toute fonction mesurable u sur (T, /) pour laquelle 'intégrale pré-
cédente converge absolument. Nous nous proposons de montrer que C[u]
est toujours positif .

Nous connaissons déja plusieurs cas particuliers:

(@ Supposons que la mesure u soit portée par un ensemble fini
A= {ty,...,t,} ausens que u(T\A)est nul, et que toute partie de A appartient
a /. Posons & =u(t)u({t;}) pour 1<i<n On a alors Clu]=
Y41 Clt;, t)E&; et linégalité C[u] >0 exprime la définition d’une
covariance.

(b) Aun° 15, nous avons considéré le cas ou T est un espace localement
compact, muni de sa tribu borélienne </, ou la mesure u donne une masse

finie a toute partie compacte de T, ou C est continue et # continue a support
compact.
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(c) Supposons que les intégrales | C(t,t)du(t) et {r|u(?)|* du(r) soient
finies. D’aprés I'inégalité de Cauchy—Schwarz, I'intégrale [ C(t,t)"/%|u(t)| du(?)
est finie et I'inégalité¢ |C(t,¢)| < C(t,t)'/>C(¢,t')!/> montre que lintégrale
définissant C[u] converge absolument. Utilisons les notations du n° 31;
d’apres le théoréme de Lebesgue—Fubini, on a Clu] = <u|Ku> et comme
Popérateur K est hermitien positif dans L*(T,<, u), on a bien C[u] = 0.

(d) D’apres le corollaire du n°40, on a encore C[u] > 0 lorsque la
covariance C est bornée et que la fonction u est u-intégrable.

42. Pour démontrer l'inégalit¢ C[u] > 0, nous ferons une réduction
préliminaire.

Comme la mesure u est o-finie, il existe une fonction «/-mesurable v sur
T, a valeurs strictement positives et finies, et une mesure v sur ./ telles que
v(T) soit fini et que I'on ait u(A4) = |, v(t)dv(z) pour tout A dans . Posons

D(t,t") = C(t, tu(t)o(t)u(t)v(t) (2)

pour ¢, t' dans T. Il est immeédiat que D est une covariance mesurable sur
(T, /) et que 'on a

C[u] = fT [, D&Y vy dv ). 3)

Par ailleurs, soit T, I'ensemble des points t de T tels que D(¢,t) < p. Alors
T est la réunion de la suite croissante (T,),», ¢t 'on a donc

Clu] = lim [ [, D(t)dve)dv(e). @)

On est donc ramené a prouver I'inégalité

fs fs D(t, ') dv(t)dv(t)) > 0 (5)

ou S est 'un des ensembles T,.

Draprés I'inégalité |D(t, t)|*> < D(t,t)-D(t',t'), 1a fonction D est bornée sur
S x S; le nombre ¢ = v(S) est positif et fini, et I'inégalité (5) est clairement
vérifiée lorsque ¢ = 0. Supposons donc ¢ > 0 et fixons un entier n > 1.
Soient ¢4, ..., t, des points de S; comme D est une covariance sur S, on a

i D(t;,t) = O. (6)

i,j=1

Posons

ay= [y Js Dt t)dvie)) - -~ dv(sy). ™
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Le calcul de cette intégrale est immédiat:

a; =t [ D1 dv(o), ®)
g, = "2 fs fs D@, t)dv(t)dv(t) si i#j. 9)
Intégrons I'inégalité (6) par rapport a ¢,,...,t,. Comme il y a n couples

(i,j) avec i =j et n* — n couples avec i # j, on trouve aprés division par
¢~ 2n? I'inégalité

C[peoavo+ "2 [ [ Denapsr) =0, (10)

L’inégalité (5) résulte de 1a en faisant tendre n vers I'infini. On remarquera que

la réduction au cas ou D est bornée est faite pour assurer que l'intégrale
[s D(t, 2) dv(2) est finie.

43. Remarques. (a) La démonstration de I'inégalité (5) est inspirée
d’un artifice de Riesz [12], repris par Weil [ 18] dans I’étude des fonctions de
type positif sur un groupe localement compact. On en donnera une “explica-
tion” au n° suivant.

(b) La démonstration précédente utilise une propriété moins forte que la
définition d’une covariance, a savoir:

Lamatrice (C(t;,t;))1 <;, j<n €St hermitienne positive pour presque tout
systeme(t,,. .. ,t,)depointsde T, par rapport dlamesurey ® - - @ u (PC)
(n facteurs).

En effet, cette hypothése suffit pour assurer que I'inégalité (6) a lieu presque
partout sur T x -+ x T{(n facteurs) par rapport a la mesure v® - - - ® v. De
plus, 'inégalité |D(z,t')|*> < D(t,t)-D(t',t) a lieu presque partout sur S x S
par rapporta v ® v, donc D est égale presque partout sur S x S a une fonction
bornée. Ceci suffit 4 assurer que les intégrales g;; sont définies. Le reste de la
démonstration est sans changement.

La condition (PC) est malheureusement assez peu utilisable. Si C est
presque partout (pour u ® p) égale a une covariance, on aura encore C[u] > 0
chaque fois que cette intégrale est définie; mais C ne satisfait pas nécessaire-
ment a la condition (PC). Par exemple, avec les notations du n° 25, la fonction
— D est égale presque partout (pour la mesure de Lebesgue) a la covariance
nulle; elle ne satisfait pas a (PC), puisque 'on a —D(t,t) = —1, alors que la
condition (PC) exige que ’on ait C(¢,t) > 0 u-presque partout sur 7T.

44. Donnons maintenant une interprétation probabiliste des résultats
précédents. Pour simplifier, on suppose que T est un espace localement
compact a base dénombrable et .« sa tribu borélienne, que C est une co-
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variance continue et bornée sur T, et u une fonction continue et bornée sur
T'; on suppose aussi que 'on a u(T) = 1.

Soit Q I'espace topologique produit d’une suite de copies T, de T (pour
n > 1); on munit Q de sa tribu borélienne & et de la mesure de probabilité
P=®.;%,;u,, avec u, = u pour tout entier n > 1. Etant donné un élément
@ = (t,)»1 de Q et un entier n > 1, on note y, ., la mesure de probabilité sur
T qui alloue la masse 1/n a chacun des points ¢, . . ., t, (répétitions permises).
On considére la famille (y,,),.o comme une mesure aléatoire y, sur T,
définie par rapport a I’espace probabilisé (Q, &, P).

Rappelons qu’une suite de mesures de probabilité y, sur T tend vaguement
vers une mesure de probabilité u sur T sil’'on a

lim { f0)du(0) = [, 0 du(o 11
pour toute fonction f continue et bornée sur T.

Une des formes de la loi forte des grands nombres affirme que la suite des
mesures aléatoires y, tend vaguement vers u avec probabilité 1; autrement dit,
il existe un ensemble O, dans & tel que P(QQ,) = 1 et que la suite des mesures
Y. tende vaguement vers p pour tout w dans Q,.

Définissons une suite de variables aléatoires X, par la formule

X, = [, [; Cl.tVuue) dy0) dy(e). (12)

Vu la définition d’une covariance, on a X, > 0 [voir le cas (a) du n° 41]. La

loi forte des grands nombres montre alors que la suite des variables aléatoires
X, tend avec probabilité 1 vers la constante

Clul = [, [, O, v)ut@u(e) dute) dut@).

Autrement dit, si ’on pose

D(t,t') = C(t, tYu(t)u(t) (13)
pour t, t' dans T, on a
X w)=n"2% > D(,t) pour = (t;,t;,...) (14)
i, j=1
et
C[u] = lim X, (w) pour w dans Q,. (15)

Comme on a X,(w) = 0 pour tout w dans Q, on a bien C[u] > 0.
Remarquons que la suite des variables aléatoires X, est majorée par une
constante, et la formule (15) entraine C[u] = lim,_, , E[ X,]. Or d’apres la
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formule (14), on a

ELX)=n" [ [ 3 Dlatdute)--dutedi (1)

on retrouve donc le calcul fait au n° 42.

VIII. APPLICATIONS ET EXEMPLES

45. Théorie des groupes

Montrons comment I’on retrouve les propriétés élémentaires des fonctions
de type positif sur un groupe au moyen des résultats généraux sur les co-
variances.

Soit G un groupe topologique, d’élément unité e, opérant continuement
sur un espace topologique T. On dira qu'une covariance C sur T est invari-
ante par G sil’'ona C(g-t,g-t') = C(t,t') pour t, t' dans T et g dans G; sup-
posons qu’il en soit ainsi. Si g est un élément de G et f une fonction dans
&, le lemme du n°5 montre que la fonction U, f:t+— f(g~'-t) appartient a
&c et quelle a méme norme que f dans &¢. Supposons de plus que C soit
continue sur T x T; le produit scalaire <C,| U,C,»estégala C(g~'-t,t') =
C(t, g-t'), donc est fonction continue de g pour ¢, t’ fixés dans T. Rappelons
que les combinaisons linéaires finies des fonctions C, sont denses dans
'espace de Hilbert &c. On conclut que I’application g — U, est une repré-
sentation unitaire continue du groupe G dans 'espace de Hilbert & .

Supposons en particulier que 'on ait T = G, le groupe G opérant sur
lui-méme par translations a gauche. La formule

C(g,g)=clg™'g) pourg,g dansG (1)

définit une bijection de I’ensemble des covariances invariantes (& gauche)
sur G sur 'ensemble des fonctions de type positif sur G. Soit ¢ une fonction
continue de type positif sur G; alors ¢ = C, appartient 4 & et ’on a

c(g) =<c|Ug)c  pour tout g dans G; (2)

ceci précise le résultat connu selon lequel toute fonction continue de type
positif sur G est un coefficient d’une représentation unitaire continue de G.

Un autre cas intéressant est celui ou T est un espace homogéne pour G.
Choisissons un point ¢, de T, de stabilisateur H; I'application gH — g-t,
est alors un homéomorphisme de G/H sur T. La formule

C(g.to,g'-to) =clg™'g’)  pourg,g dans G 3)

définit alors une bijection de I’ensemble des covariances invariantes con-
tinues sur T sur ’ensemble des fonctions continues de type positif sur G,
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telles que c(hgh’) = c(g) pour g € G, et h, i’ dans H. L’¢lément a = C,, de
& satisfait & U,a = a pour tout he H, et I'on a c(g) = {a|U,a)¢. Ces re-
marques sont le point de départ de la théorie des fonctions sphériques, qui
s’occupe du cas ou G est localement compact et H compact.

Le théoréme du n° 15 implique le résultat classique suivant: supposons le
groupe G localement compact; une fonction continue ¢ sur G est de type
positif si et seulement si 'on a I'inégalité

I¢ I cta™ g ulgiu(g) dg dg’ = 0 (4)

pour toute fonction u sur G, qui est continue a support compact. De méme,
le théoréme du n° 39 est a rapprocher du théoréme selon lequel toute forme
linéaire continue ® sur L'(G) telle que 'on ait ®(u* * u) > 0 pour tout
u € LY(G), est de la forme

() = |, clgulg)dg (5)

ou ¢ est une fonction de type positif sur G. Mais ledit théoréme du n° 39 ne
suffit pas a assurer que toute fonction de type positif qui est mesurable et
bornée est égale presque partout a une fonction continue de type positif.

46. Un théoreme de finitude

Il s’agit d’un corollaire facile du théoréme du n° 20, dont voici I’énoncé:

Soit (T, o, u) un espace mesuré tel que u(T) soit fini, de sorte que L™ est
un sous-espace de L*. Tout sous-espace vectoriel E de L™ qui est fermé dans
L? est de dimension finie.

La démonstration est la suivante. Si 'on pose ¢ = u(T)'/2, on a

112 < ¢-||f]l pour toute fonction f e L®. (6)

Si une suite de fonctions f, € E converge dans L*® vers une fonction f, elle
converge donc aussi vers f dans L?, et 'on a f € E par hypothése. Autrement
dit, 'espace vectoriel E est fermé a la fois dans L et dans L2, et il est complet
pour les deux normes ||.||, et ||.||o- Il résulte alors de I'inégalité (6) et du
théoréme du graphe fermé que ces deux normes sont équivalentes sur E;
il existe donc une constante positive M telle que I’on ait

|l < M| 12 pour toute fonction f € E. (7)

On peut appliquer le théoreme du n° 20 en prenant pour h la constante M
par suite, I'inclusion j de E dans L? est un opérateur de Hilbert—Schmidt et
Pon a Tr(j*j) < M?.Soit ( f,), 4 une base orthonormale de E; ona ||j(f)||. =
1 pour tout a € 4, d’ott Y ,. 41 = Tr(j*j) < M? On a prouvé que E est de
dimension finie au plus égale & M2,
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Le théoréme de finitude précédent a été utilisé dans la théorie des fonctions
automorphes. Montrons comment, dans la théorie des équations aux dérivées
partielles elliptiques, il permet de déduire le théoréme de finitude du théoréme
de régularité. Supposons que T soit une variété compacte de classe C*, que
&/ soit la tribu borélienne sur T, et que la mesure p ait localement une densité
de classe C*® (dans un systéme de coordonnées locales). Soit D un opérateur
différentiel elliptique défini sur T, et soit D* son adjoint; notons E ’espace
vectoriel des fonctions f de classe C* telles que Df = 0. Le théoréme de
régularité affirme que E est aussi ’espace des solutions faibles, c’est-a-dire
des fonctions f € L? telles que [r f(£)D*g(t) du(t) = O pour toute fonction g
de classe C® sur T. Par suite, E est un sous-espace vectoriel fermé de L?;
toute fonction f € E est continue sur 'espace compact T, donc bornée, et le
théoréme de finitude ci-dessus montre que E est de dimension finie.

47. Processus aléatoires du second ordre

Soit (QQ, #, P) un espace probabilisé, et soit X = (X,),.r une famille de
variables aléatoires relative a (Q, &, P). Supposons pour simplifier que
I'espérance de chaque X, soit nulle. On dit que X est un processus du second

ordre si E[|X,|*] est fini pour tout ¢ € T. La covariance C du processus X est
alors définie par

C(t,t)= E[X,X,]; 8)

autrement dit, c’est la covariance associée a I'application ¢t — X, de T dans
Pespace de Hilbert L%(Q, &, P).

Soit #y le plus petit sous-espace vectoriel fermé de L%(Q, &, P) contenant
les X,. Les propriétés du second ordre du processus X sont celles qui ne
dépendent que de I'espace de Hilbert # et de la famille des éléments X, de
H'x. Par exemple, la continuité du second ordre du processus X signifie la
continuité de ’application ¢t +— X, de T dans #x; comme on I’a vu au n° 9,
ceci équivaut a la continuité de C. Soit & I'espace de Hilbert de fonctions
sur T associé a la covariance C. Comme au n° 5, on définit un isomorphisme H
de I’espace de Hilbert s sur I'espace de Hilbert & qui associe a une variable
aléatoire Y € #x la fonction ¢t — E[X,Y]. Cet isomorphisme transforme
X, en C,, de sorte que la famille des éléments C, de I'espace de Hilbert &
fournit un “mode¢le analytique” pour I’étude des propriétés du second ordre
du processus X.

Par exemple, supposons que (T, &7, u) soit un espace mesuré o-fini et que
la covariance C soit mesurable sur (T, 7). Soit u une fonction .«/-mesurable
sur T telle que Pintégrale (; C(t,t)'/?-|u(t)| du(t) soit finie. En raisonnant
comme au n° 35, on montre que la formule

Ku(t) = [, Co,1(t)du(®) ©)
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définit une fonction Ku € &, et quon a
(Kulfde = [ uDf@du®)  pourtout feéc. (10)

Par I'isomorphisme H de #y sur &, la fonction Ku correspond a une
variable aléatoire X[u] € #y; elle est caractérisée par la formule suivante,
qui ne fait que traduire la formule (10):

E[X[u] Y] = fT u(t)E[ X, Y] du(t) pourtout Ye #x. (11)

Ce résultat justifie la notation intégrale [ru(t)- X, du(t) pour X[u]. Prenant
Y = X[u], on obtient le cas particulier

il

L’ intégrale au second membre a été notée C[u] précédemment; la formule
(12) rend évident le fait qu’elle soit positive. Voici expliqués les mystéres des
intégrales aléatoires du second ordre!

| w0 X, du(e

]: fT fT C(t, " ul)u(t’) du(t) du(t’). (12)

48. Couvariances séparables et développement de Karhunen [9]

Avec les notations précédentes, supposons que la covariance C du pro-
cessus du second ordre X soit séparable et mesurable sur (T, 7). Interprétons
d’abord le théoréme du n° 36: supposons qu’il existe une constante positive
M telle que I'on ait |C(t,t)| < M presque partout sur T x T (par rapport
a u® w); il existe alors un processus du second ordre X’ = (X)), tel que
Pon ait E[|X;|*] < M pour tout te T, et X; = X, pour presque tout te T
(par rapport a p).

Soit ( f,).; une suite de fonctions sur T, dont les conjuguées £, forment une
base orthonormale de I'espace de Hilbert &¢. Il lui correspond donc par
H une base orthonormale (Z,),.; de # telle que I’on ait

f,t)=E[Z,X,] pour nel et teT. (13)

On a donc dans I'espace de Hilbert #y le développement orthogonal

X, =) f{0)-Z, (14)

nel

geéneralement attribué & Karhunen [9]. La covariance C se développe comme
suit:

C@t,t)= > f0)-£2). (15)

nel
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Les intégrales aléatoires du second ordre admettent le développement en
série

[ u0-X,du = ¥ .z, (16)

nel

dont les coefficients sont donnés par les intégrales absolument convergentes
e = |, uOf() du(o). (17)

Examinons le probléme des versions du processus X. Par définition, une
version de X est une fonction X sur T x Q telle que, pour tout te T, la
fonction w — X(t, w) soit un représentant de la classe X, € L3(Q,%, P). Une
version X de X est mesurable si c’est une fonction mesurable par rapport
a la tribu &/ @ &. Le lemme du n° 24 admet I'interprétation suivante: si le
processus X admet une version mesurable, sa covariance C est séparable et
mesurable. Réciproquement, supposons que la covariance C soit séparable
et mesurable et introduisons le développement de Karhunen. Si ’espace
& ¢ est de dimension finie, on définit une version mesurable du processus X
par la formule:

o) = T 1) Zie); (18)
ne
Pensemble I est fini, les fonctions f, sont mesurables sur (T, &), et Z, est un
représentant de la classe Z, e L*(Q, #,P). Lorsque & est de dimension
infinie, la série (18) ne converge pas telle quelle. Supposons pour simplifier
que I soit I'ensemble des entiers n > 1; il existe alors une suite d’entiers
n(l) < n(2) < n(3) < - - - telle que la suite des fonctions

n(p)

X (t, ) = Zl £0)-Z,() (19)

converge presque partout sur T x € par rapport a la mesure u ® P. Utilisant
le théoréme de Lebesgue—Fubini, on conclut qu’il existe un processus du
second ordre X' = (X;),. r admettant une version mesurable, et tel que ’on
ait X; = X, pour presque tout t € T (par rapport a u).

Supposons le processus X gaussien. Alors (Z,),; €st une suite indépendante
de variables aléatoires gaussiennes de moyenne nulle et variance 1. Si
Iensemble I est infini, on sait que 'ona } ;| Z (w)|* = + oo avec probabilité
1, quelles que soient les versions Z, des variables aléatoires Z,. Par suite,
la probabilité qu’'une trajectoire appartienne a 'espace & est nulle; il faut
choisir pour les trajectoires du processus X un espace fonctionnel plus grand
que &¢, dont les éléments seront en général plus “irréguliers” que ceux de
& . Par exemple, dans le cas du mouvement brownien, toute fonction de
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& ¢ satisfait & une condition de Holder d’ordre 1, soit
|f(®) — f(&)| < M. |t — |2 (20)

Or Wiener [ 19] a prouvé que le processus du mouvement brownien satisfait
a une condition de Hoélder d’ordre % avec probabilité 0, mais & une condition
de Holder d’ordre ¢ < 3 arbitraire avec probabilité 1.

49. La covariance du mouvement brownien

Le mouvement brownien est un processus X = (X,), . g satisfaisant aux
conditions formulées par Einstein en 1905:

(@) sit < t,lavariable aléatoire réelle X, — X, est gaussienne, de moyenne
0 et de variance t' — t;

(b) sito<t, <---<t,, les variables aléatoires Y;= X, — X, _, (pour
1 < i < n) sont indépendantes.

Les hypothéses précédentes ne concernant que les différences X, — X, il
faut ajouter une condition de normalisation; nous conviendrons qu’on a
Xo=0.

D’aprés ’hypothése (a), on a

E[(X,— X.)*]=|t—1]; (21)

la fonction d. associée comme au n° 9 a la covariance C de X est donc la

distance sur R définie par dc(t,t') = |t — ¢/|'/2. La covariance C s’obtient par
la relation

2C(t,t) = E[X?] + E[X?] — E[(X, — X,)*], (22)

et 'on a donc
C@tt)=3[|t| + |¢| — |t — ¢[]- (23)
On a en particulier C(¢,£) =0 si t et t' sont de signes contraires, et 'on a
Ct,t) = C(—t, —t) = inf(t,t) si t=>0, t'>0. (24)

Du point de vue “analytique”, pour montrer que C est effectivement une
covariance, il suffit de construire un espace de Hilbert 5# et une application
¢ de R dans 5 satisfaisant aux conditions suivantes:

(@) le vecteur ¢(t) — @(t') est de norme |t — t'|'/?;

(b)) sit, <t <t,<th, les vecteurs o(ty) — o(t,) et ¢(ts) — @(t,) sont
orthogonaux;

(c) onae(0)=0.
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Voici une solution: on prend pour s I'espace L*(R, 1) ou A est la mesure de
Lebesgue; si t < ¢, on note I, ,. I'indicatrice de I'intervalle ]t,t'], et I'on pose
I.,= —1I,,; enfin, on pose ¢(t) = I,,. On a alors I,,, = @(t') — ¢(t) et la
vérification des conditions (a’) a (c’) est immédiate.

L’espace & correspondant a la covariance du mouvement brownien sera
noté W,. D’aprés la construction générale du n° 5, on définit un isomor-
phisme H de L*(R, 1) sur W, par la formule Hu(t) = {¢(t)|u), C’est-a-dire

f; u(x)dx si t>0,

Hu(t) =
¢ —J;ou(x)dx si t<0.

(25)

Par suite, W, se compose des fonctions absolument continues f sur R, telles
que f(0) =0, et dont la dérivée f’ (définie presque partout) est de carré
intégrable pour A; la norme dans W, est donnée par

1/2
1Al = {fk |f ’(t)lzdt} : (26)

On peut définir toute une suite d’espaces de Hilbert W,, analogues. On pose

W, = L*(R, A), et pour tout entier m > 1, on note W, 'espace des fonctions
f sur R satisfaisant aux conditions suivantes:

(«) la fonction f estm — 1 fois continument différentiable, et I’on a f9(0) =
Opour0<j<m-—1;

(B) la dérivée f™~ 1) d’ordre m — 1 est absolument continue, et sa dérivée
£ (définie presque partout) est de carré intégrable pour A.

La norme dans W, est donnée par

1/2
1= { [, brevopad @)

On définit un isomorphisme H,, de L*(R, 1) sur W,, en généralisant la formule
(25):

f; (t — )" u(x) dx si t>0,

(m—1)'".H,u®) = _j:o (t — x)"'—lu(x)dx si t<0.

(28)

Grace a cette formule, on montre facilement que W, est 'espace &, associé a
une covariance continue C,, caractérisée par les propriétés suivantes: on a
C,tt)=0sit et t' sont de signes contraires, on a C,(t,t) = C,(t’,t) =
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C.(—t —t)=C,(—t,—1t),etenfin, on a

C.t,t)=———— E 1 (=it R (29)
lorsque 0 <t <t

50. Probleme de Sturm-Liouville

Nous considérons un intervalle compact I = [a,b] de R, et deux fonctions
mesurables positives p et g sur I; on suppose qu’il existe une constante ¢ > 0
telle que I'on ait p(x) = ¢ pour tout x dans I. Notons & I’espace vectoriel des
fonctions (complexes) f sur I, nulles en a et b, absolument continues de dérivée
f' (définie presque partout), pour lesquelles lintégrale [, {p(x)|f'(x)|*> +
g(x)| f(x)|*} dx soit finie. C’est un espace de Hilbert dans lequel le produit
scalaire s’exprime ainsi:

flg> = |, {(PIT g (x) + g0 T g (x)} dx. (30)
Si une fonction f € & satisfait & {f| f> < 1, on a les inégalités
|f)| < b —a)'?/cM?, | f(x) = f)] < |x — y|M?/c? (31)

pour x, y dans I. Autrement dit, la boule unité fermée dans I’espace de Hilbert
& est un ensemble équicontinu uniformément borné. D’aprés le critére
général des n® 6 et 11, il existe donc une covariance continue G sur I'intervalle
I =[a,b] telle que & = &.

Soit L?(I) 'espace de Hilbert formé des fonctions sur I de carré intégrable
pour la mesure de Lebesgue; comme on a [, G(x,x)dx < + oo, on peut
appliquer les résultats généraux de la partie V. En particulier, 'espace de
Hilbert & est contenu dans L?(I) et application j qui associe a4 chaque fonc-
tion f € & sa classe f € L%(I) est un opérateur de Hilbert-Schmidt de & dans
L?. Lopérateur G = jj* est hermitien, positif, de trace finie dans L*(I);
c’est 'opérateur intégral de noyau G:

Gu(x) = f: G(x, y)u(y)dy. (32)

Comme I'espace & contient les fonctions continument dérivables dans I,
nulles en a et b, il est dense dans L*(I), et 'opérateur G est donc injectif et
d’image dense dans L3(I). Notons D l'inverse de G; le domaine de D se

compose des fonctions f € & pour lesquelles il existe une fonction Df € L*(I)
telle que 'on ait

{flod = L Df(x)-g(x)dx pour tout ge€é. (33)
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Compte tenu de la définition (30) du produit scalaire dans &, on voit que le

domaine 2 de D se compose des fonctions f satisfaisant aux hypotheses
suivantes:

(a) ona f(a) = f(b) =0;

(b) la fonction f est absolument continue, de dérivée f’ (définie presque
partout);

(c) la fonction pf’ est absolument continue, et si (pf’) est sa dérivée
(définie presque partout), la fonction —(pf’Y + qf appartient a L(I).

L’opérateur D est donné par la formule:
Df = —(pf"Y +af; (34)

ce n’est autre que 'opérateur auto-adjoint non borné associé par la méthode
de Friedrichs a I’ “intégrale d’énergie” (30); la fonction G n’est autre que la
fonction de Green de 'opérateur différentiel D du second ordre.

En appliquant de manicre classique le théoréme de Mercer, on obtient le
développement de la fonction de Green sous la forme

G(x, ) = i 2700 T, (39)

ou les 4, sont les valeurs propres de D et f, ses fonctions propres. La suite
(42> 1 €St strictement croissante et tend vers + oo, les fonctions f, appartien-
nent & & et 'on a Df, = A,f, pour tout entier n > 1, avec la normalisation
i fux)|?dx = 1.

Prenons par exemple a = 0, b = 1, p(x) = 1, g(x) = 0 pour tout x € [0,1].
L’espace & se compose des fonctions absolument continues f sur [0,1]
telles que f(0) = f(1) =0, et dont la dérivée f’ est de carré intégrable sur
[0,1]; le produit scalaire dans & est défini par

flg> = |, TEIg(x)dx. (36)

La covariance G se déduit facilement des résultats du n°® 49, d’ou

G(x, y) = inf(x, y) — xy. (37)

L’opérateur D a pour domaine I'espace 2 des fonctions f sur [0, 1] telles que
£(0) = f(1) = 0, qui admettent une dérivée absolument continue f’, et dont la
dérivée seconde " = (f’) soit de carré intégrable sur [0,1]; ona Df = —f".
Les valeurs propres et fonctions propres sont données par

A, =72n?%,  f(x) = 2?sin(nnx). (38)
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Par application de la formule (35), on retrouve le développement connu

inf(x, y) = xy + il & sin(ntnx)-sin(nny) (39)

pour X, y dans I'intervalle [0, 1].

Compte tenu de la formule (24), on a donc un développement en série de la
covariance de la restriction du processus du mouvement brownien a l'inter-
valle [0, 1]. Le développement de Karhunen correspondant s’écrit:

X,=tZy+2'? ) Z, sin(nnt)/(rn) pour 0<t< 1. (40)
n=1

Cette représentation du mouvement brownien comme série de Fourier
aléatoire a été introduite par Wiener [ 19] et souvent utilisée depuis.

51. Autres Applications

Nous contenterons d’indiquer quelques thémes. Tout d’abord, la méthode
indiquée au n° 50 pour construire la fonction de Green d’un opérateur
différentiel ordinaire se généralise a des intervalles infinis, des conditions aux
limites plus générales, et des opérateurs d’ordre plus grand que 2.

Les espaces de Hilbert associés & une covariance se prétent bien aux
problémes d’interpolation et d’approximation. Par exemple, I’espace W, est
adapté a linterpolation linéaire, alors que les espaces W,, sont liés aux
fonctions-splines. En traduisant en termes de processus du second ordre, on
rencontre la théorie de la prédiction linéaire de Wiener—Kolmogoroff . . . .
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