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”
ANALYSE ©NON STANDARD : NOUVELLES METHODES
’ ~ /
INFINITESIMALES EN ANALYSE . APPLICATION A LA GﬁOMETR 9

ET AUX PROBABILITES

par Pierre CARTIER (Ecole Polytechnique)

1. Historique des infinitésimaux

De Cavalieri , au 177 sidcle , & Cauchy , au 19e aidcle , l=3 mathématiciens
firent un grand usage des infiniment petits et des infiniment grands . On définit une in-
tégrale comme une somme d'un nombre infiniment grand de quantités infiniment petites |
une tangenta & une courbe est la droite qui joint deux points infiniment voinins de lslj-
te courbe , une fonction est continue si un accroissement infiniment petit de la variable
produit un accroissement infiniment petit de la fomction . Les propriétés qui nous sont
bien familidres , concernant les fonctions ou les figures géométriques , s'établissent
en géndral de manidre simole et relstivement intuitive . Malheureusement , on ne peut vj
ter certains paradoxes ; comme le remarque avec vivacité 1'évEque Berkeley , la principale
difficulté est qu'une quantité infiniment petite (dite aussi infinitésimale) sera considé-
rée selon les cas comme nulle , ou comme non nulle . Prenons par exemple le calcul de la
dérivée de la fonction x2 de la variable x (je devrais dire de la fonction x y——gxxz);

on a donc y = 12 , et 81 1'on donne un accroissement infiniment petit dx & x , on

trouve y + dy = (x + dx)2 = x2 + 2x.dx + (dx)2 , d'ou dy = (2x + dx).dx et fina-
lement

_g.z_zhi»dx:Zx .
Le résultat dy/dx = 2x eat bien conforme & 1'orthodoxie , mais le paradoxe est que

1'on doit supposer dx non nul pour faire la division , alors qu'on doit le supposer nul
pour écrire 1'égalité finale 2x + dx = 2x . La difficulté était double :

- quelle est la nature des infinitésimaux ?

—- corment codifier avec précision les rdgles de calcul et de razisonnement sur ces

objets 7

A 1a premidre question , Leibniz répond qu'il s'agit de nombres idéaux , qus 1'on
ad joint aux nombres "réels" . On peut donc concevoir qu'apres. les extensions miltiples de
la notion de nombre --— qui ont conduit des entiers positifs aux nombras comrlexes an pas-
sant par les nombres fractionnaires , les nombres négatifs , les nombres irrstionnels ,

puie imaginaires ——— il faille une étape supplémentaire . Ces nombres seront manipulds ce-



lon les rédgles usuelles , et toutes les identités vilahles pour les nombres ususls sont
encore valables pour ces nombres généraliads . 3elon 1a terminologie alsdbrique contem—
poraine , les nombres réels généralisés forment un corps commutatif totslemert ordonné
Mais les infinitésimaux ne sont que den intermédiaires de démonstration ; 8'i"a sont 7
gitimes dans les dtapes intermédiaires , ils doivent disparaftre du résultat {inal
La réponse la plus compldte & la seconde question est celle de Lazare Tarnot -
dans un ouvrage qui fut fameux en son temps "Réflexions aur 1 métaphysiqu= du ecalead
infinitéaimal" —— etv dont la seconde édition parut ea 1797 , en pleina rrirce révolu~
tionnaire , alors que Lazare Carnot occupe des fonctions politinues ém iantes —~—— §1 in
troduit la distinction capitals entre les équations imparfaites , ol les deux mexbres
différent d'un infininment petit , et les équations psrfaites . Autrement dit , i cdté
de 1'égalité absolue des nombres , notée hier eb mujourd'hul & = b , 11l fant consilde
une égalité approchée , notde aujourd'hui a o2 b et qui signifie que a - b  ast infini.
ment petit . Mais il note encore a = b cette nouvelle relation , et il 3e peut que ce
manque de notation autonome alt empdché la diffusion et 1'acceptation de son nystéme .
Quoi qu'il en soit , on ne put jamais , wu 16° ot au 19° sidcle , #laborer
un systéme qui fOt conérent , complet et commode . Déja , d'Alembert avait affirmé qu=
le concept fondamental était celui de limite , et oue toutes les autres notions du Cai-
cul Infinitésimal peuvent a'y ramener . Cette notiomn de limite n'est pas non plus aisée
& définir , et il fallut attendre Weierstrass pour la clarifier compldtement . Aussi ,
nalgré l'effort de Lazare Carunot pour élucider la nature des raisonnements sur les in-
finitdésimaux , malgré la répugnance de Cauchy lui-méme & abandonner les infiniment pe-
tits , le point de vue d'Abel , Dirichlet , Weiarstrass et Kronecker finit par s'impo-
ser . Toutes les notions sont subordonndes & celle de limite , et catte darnidre est
remplacéde -~ définie ~—- par une manipulation assez sophistiguée d'indgalités : les
€ et les Q; qui sont aujourd'hui bien familiers dans les cours de Mathématiques .,
Sur le plan de la rigueur , il n'y a rien & reprocher & ces méthodes "nouvelles" (en
1850) ; elles se sont bien incorpories aux idées de Cantor , et elles se trouvent au
coeur de la Topologie Générale ou de 1'Analyse Fonctionnelle qui forment la version
moderne du Calcul différentiel et Intégral dans une Mathdématique entidremant remodeléa

dane le cadre de la Théorie des Ensembles .

2, Mathématique non-archimédienne

L) \
A ls fin du 19 ajdcle , Veronese dans une suite de travaux d'accds difficile

tente de dépasser les mathématiques archimédisnnes . On les connait surtout par 1a ver-



sion =implifide qu'en donne Hilbert dans ses "Grundlagen der Geometrie” . Dan~ ce der-
nier ouvrage , Hilbert domne un systdme axiomatique aussi complet que possible pour la
géométrie euclidienne , indépendemment de 1'idée cartésienne des coordomandes , dans la
ligne de la tradition d'Euclide . Il exsmine soigneusement l'inddpendance ez divers
sxiomes , et les géométries plus ou moins inhabituelles que 1'on obtient en supprimant
ou en affaiblissant tel ou tel axiome . Dans 1'étude de 1'Axiome d'Archiméde , il intro-
duit des moddles de la géométrie , ol les coordonnées d'un point de 1l'espace seraient
prises dans un systéme non archimédien . I1 s'agit d'édlargir 1'ensembles des nombres
réels vﬂv en un corps totalement ordonné (commutatif) K . 31 K est distinct de v&j R

r

1'axiome d'Archiméde est violé et il existe des éléments x de K tels que 1l'on att
X > n pour tout entier n ; de tels £1éments sercnt appelds "infiniment grands" {pn i
tifs) et 1'on peut , par changement de signe , intrnduire des nombres nisatifs intint  -o
grands . Un nombre & sera infiniment petit si 1'cna € =0 ousi € est 1'inverse
d'un nombre infiniment grand . On peut aussi dire que 1'4lément ¢ de K est infiniment
petit 81 1'on a |£( < x pour tout nombre réel x> 0 ; i1 s'agit 14 d'une vwara on 1.
contradictoire de la fameuse définition d'Abel
"On appelle infiniment petite toute quantité qui est plus petite que touie quantits
assignable” .
Bien entendu , on n'échavpe a la contradiction qu'en distinguant moigneuserent deux do-
maines emboftés \EJ et K , et en interprétant "quantité assignable” comae les “1éments
du plus petit domaine \EV .
Dans ce cadre , on justifie facilement une partie des rdgles de celcul de Lazare
Carnot . Ecrivons a & b pour signifier que a - b -est infiniment petit . 5i un £14-
ment & de K n'est pas infiniment grand (pcsitif ou négatif) , il eviste un uniaue
é14ment ‘o de Nﬁ/ tel que a’¥ ao ; autrement dit , a est la somme 22 4 ¢ d'un

2

’ o P .
nombre réel a et d'un nombre infiniment petit & . Si a et b sont deux nombres
. .. s . . . 0 o
non irfiniment grands , 1'égalité anprochée a ™~ b équivaut 3 1'égalité vraie & =D

2 .
Le caleul donné plus haut et qui de y = x° déduit la dérivée dy/dx = 2x s'inter-

1]

préte comme suit : soit x un nombre réel et soit y = ; choisissons un nombre x

x
2 .
(dans X ) infiniment voisin de x , et posons Y' = x' ; les accroissements

dx = x' - x , dy =y' -y

sont infiniment petitis , et 1'on a

Iy 2x + dx . 2x , soit encore QEXQO = 2x
dx dx

On doit donc interpréter la dérivée comme la partie finie du quotient s 1'accroisse.



ment de la fonction par l'accrcissement de la variable .

Pour éviter tout malentendu , précisons que rien de tout ce qui précéde ne se
trouve chez Hilbert ; il se contente de donner un exemple explicite d'extension non ar-
chimédienne du corps des nombres réels . Ce n'ait que vars 1930 que lea algébristes af
les logiciens —— Artin , Schreier , Nikodym . Teraki —— feront 1'étude ayatcmatique
des corps ordonnés . La conception des dérivées jue nous avons décrite pnlus haut eat e

sentiellemant celle qui se trouve dans le manuel d'Analyae de J. Keisler .

3. Théorie des moddles

Les iddes voisines de dérivée , de vitemse ou ae tangente & une courbe | =ont u-
sez faciles a formuler de maniére algébrique - TNaacertes luj-mBme donps vne talle d7¢8
nition des tangentes a une courbe algdhrinue | ui eat sacore acceptée avicuri’hoi .o fe

conception des indivisibles de Cavalieri —— ol une aire est congue comne la somme d'un
nombre infiniment grand de rectangles infiniment fins --— oblige & considérer et manipu-
ler des entiers infiniment grands . La situation de 1'axiome d'Archiméde eat particulis
remant subtile : on ne nie pas que tout nombre réel (positif) puismae &tre majors par un
nombre entier , mais 1l'on admet deux sortes de nombres entiera , les finis et les snfio’-.
Leibniz postule que ces nombrea ohéissent aux mdmes régles de calcul que les entiers finis
ordinaires , et Euler étend & ces entiers les régles de calcul sur les sommes , ot les

polyndmes . I1 y aura ainsi des polyndmes de degré infini , tels que le polvn8me
0
0.
(1 +x/A) = 1+x +«%—(l-1/ﬂ«)x+ e + x/al ,

introduit par Euler pour définir 1'exponentielle . Mais l'utilisation mana frein de tel-
les sommes & un nombre infiniment grand de termes conduit & des paradoxes ; en voici deux

d'ailleurs apparentdés . Considérons la somme

- - (9 S Q-
sm=21+22+.....+2( 1)+2 = 5§ o
K n=1

.

si 1'on admet les rédgles usuelles de manipulation dea sommes , on est conduit & lui attri-

R B

buer la somns 1 - 2 1 . uelle valeur faut-il attribuer & ls sdérie infinie

5 = 2'"1 + 2-2 + 27 4 i+ th e 2

~ - =1
On a évidemment S - 5, done S« 1, et pourtant , ona 5> S5y = 1 -2 pour tout
¥

entier fini N . La valeur S5 =1 , qui est couramment edmise,est la =eule possible

pourtant elle contredit 1'indgalité S« S < 1 . De manidre analogue , la somme
L=1+1+1+....+1+ ...,

«ptisfait & 1'indealitsd T+ £ < 5 pour teut entisr fini N et tont sptier infind ¢

T



ceci conduit & la conséquence absurde ¥ =1 + 1 . De tels calculs ont laissé une trpce
dans les conceptions courantes , ol 1'on toldre un nombre infini unique , notéd o ; {1

obéit 3 des régles de calcul telles que
® +1 = o |, o~ m = ® , 2 =0 , /e =0 ,

qui 1'empéchent d'&tre un nombre comme les autres . A l'iaverse , pour leibtniz , Buler
et leurs émules , il y a plusieurs powbres infinis distincts , mais ils ohéisgent aux
mémes rdgles algébriques que les autres . En gdométrie aussi , on n'héaitmis pam & rem-
placer un cercle par un polygdne régulier & une infinité de c8tés .

oy , e . . .

Ce n'est qu'au 20 sidcle que les logiciens sont parvepus & résoudre de tels

paradoxes par 1'introduction de 1'axiomatique , de la logique du premier ordre at d» 1,

théorie des moddles . Pour prendre un exemple , considérons le corpa 3 rdmm o pombres e

tionnels , le corps J&/ des nombres réels et le corps intermédiaire \ﬁﬂ des nombres al-
gébriques réels . Il s'agit la de trois exsmples de corps ordonnds ; autrement dit , Jan-
chacun de ces aystémen , on sait définir la somme a + b , la différence a - b et 1a
produit a > b (ou ab) de deux dléments , on dispose de deux nombres particulisrs 0 et
1, on définit le quotient a/b lorsqua b est différent de O , et 1'on peut comparer
deux nombres a et b par la relation notéde a < b . On formule sous forme d'axiomes

les régles de calculs usuelles , y compris celles qui permettent de manipuler le~a indpa-

lités . Les notions et propridtés du premier ordre sont celles qui ='expriment em fonc-

tion des opérations et relations fondamentales ; par exemple , les notions de carré x2 ,

, 2
de cube x3 , de polyndme du second degré ax + bx + ¢ , de racine d'un tel polyndme ...

sont du premier ordre ; une propriété telle que
<< %1 a et b sont deux nombres tels que a<~b , ona a < b >

est du premier ordre .

Dans les trois exemples i&ﬂ &L et BV , les notions de base sont difinies , et
les axiomes sont satisfaits ; on dit que ce sont des modéles de la théorie axiomatique
des corps ordonnés . Parmi les propriétés du premier ordre , certaines s'avérent &tre
vraies dans tous les moddles (par example , la propridté 12 > 0) , certaines sont faus—
ses dans tous les modales (pqr exenple , celle qui est donnéde ci-dessus) , et certsines
sont tantdt vraies , tantdt fausses . Un théordme fondamental de Herbrand affirme que
les vropridtdés du premier ordre qui sont vraies dans tous les moddles ne sont antres que
celles qus l'on peut démontrer 3 partir des axiomes par des raisonnements purenent loyi-
ques , en faisant abstraction des propriétés particuliéres et de la nature dms &14ments

du moddle (<< théordms de complétude>>) . La propriété du premier ordre



& il exiate un nombre a tel que ‘d‘: 2 ™

est vraie dans \A} et dans R , alle est fausse dans \g, . On peut donc iiatinguer les=

modéles Q et R, par une propriété du premier orire , c'est-i-dire nar des movens in-
AN WA

’ . v . - . 4
ternes & la théorie des corps ordonnds . Une Adcouverta surprenante de Taraki (veors

1930) est que 1'on ne peut pas distinguer A et R var une pronriété du ~-eniar ords-

AR e VAL - -

Pourtant , il axiste une propriété simple qui distingue A et T, 3 =mavoir

<< pour tout nombre x , il existe dea entiars u et ao,al,,..,an RIeD 30;
at tels que 1l'on ait a b oax toaee v a = 0 o
0 1 n

qul est sagtisfaite dans ~§¢ et violde dans B Cette propridtd n'est pas du premier
ordre & causa du point subtil suivant : dans une pronriétd du premier ordrs , on peut
mentiouner un entier axplicite tel que 2 =1 + 1 , 4 =2 .= 2  #1 = (% - 2}-{%
(ceux que Heeb appelle les entiers "naifs") , mais non un entier arbitraire . Au..sment
dit , on ne paut pas distinguer J& st \Bu par des moyens internes & la thécrie des corns
ordonnés , mais seulement & 1'intérieur d'une théorie plus riche .

Une situation analogue se nrésante pour les nombres entiers positifs . Comme i1

est bien connu , ceux-ci sont déerita par l'axiomatique de Peano ; les notionn fondamen

tales sont celles du nombre O et de successeur x' d'un nombre x {(dgul & « + 1) =%
les axiomes sont les suivants :
a) Pour tout nombre x , on a x' # 0.
b) Tour tout nombre y tel que ¥y #0 , il existe un nombre unique ¥ tel que y = x
¢) 5i une propriété Ng(x) eat telle que les relations NE(O) et “Efx) =&>“E(x') soi-
ent vraiea , alors ~§ﬁx) est vraie pour tout entier x .
Le point qui demande élucidation est le sens de "propriété" dans 1'axiome de récurrence
c) . A 1l'intérieur d= la théorie des ensembles , on l'interpréters cowme suit : si
1'on note \EJ 1'ensemble des entiers poaitifs , on postule que si A est un =ous-ensem-
ble de \EQ contenant € , et s8i la relation x ¢ A entraine x' ¢ A pour tout entier x ,
ona A=1N.
VA
Dans ces conditions , & l'intérieur de la théorie Jdes ensembles , deux modéles
des axiomes de Peano(sous la forme ansembliste)sont isomorphes . Les logiciens ont lécrit
avec vprécision une notion de propridté du premier ordre des entiers assez riche pour cone
tenir la quasi-totalité des propridtés intéressantes . La découverte surprenants de

Skolam (aussi vers 1930) est 1'existence de deux moddles non isomorphes de L' ari thmé tique

de Peann qui ne veuvent 2tre distinguds par aucune propriété du prenpier ordre .

~

Autrement dit , & cAté du moddle usuel 1 das entiers | on disposs d'un modele

* C o .
non standard N. et toutes les propridtés du prenier ordre qui sont valables pour leas



entiers usuels le sont pour les entiers non standard de :H/ . On peut Adonner une cons-
¥*,.
truction simple de oY, au moyen des ultraproduits introduits par Lés vers 1950 ; j'en

ai donné par ailleurs une interprétation probabiliste .

4. L'analyse non standard de Robinson

Robinson , mort prématurément , Stait 1'un des meilleurs logiciens de notre sid-
cle et 1'un des experts mondiaux de 1'adrodynamique et de 1'aviation . Parfaitement cons-
cient de 1'efficacité des mdéthodes infinitésimales en Mécanique ~~—- ol elles subsistent
aujourd'hui malgré les tabous Jde l'orthodoxie mathématique -~—- il a appliqué son savoir-
feire le logiciem & le3 réhabiliter .

La notion-clé de Robinson est celle de supsrstructure construite sur un ensemble
~—~ notion voi=ine de la notion d'Achelle d'ensembles introduite par bourbali dane s
description générale des gtructures . Partant d'un enaemble X , on définit comme auit1

la suite des ansenxbles Vn(X)

vo(x) = X |, le(") = ,vn(xm P(vn<x)) ;

ruiz 1'on nnte V(X) 1a réunion de ces ensembles VO(X),VI(X),... Interprétons un coupl~
ordonné (a,b) 3'é1éments comme l'ensemble.giﬁg, &a,b&&; si A et B sont deux ensembles,
on aurs alors A>= B € P(P(P(A\J B))) ; i1 en résulte que la plupsrt des objets cons-

truits en Analyse se rsprésentent par des éléments de V2(§2 ou V_(R) . La superstruc-
wa?

3

ture V(R) est donc apte & décrire 1'Analyse classique et moderne .
wAS

Robinson imagine dorc qu'a c8té de la superstructure V(g) , on introduise une
R)
x = wa/
correspondre un 4élément a de V(‘Bz . On postule un principe de transfert : une pro-

autre superstructure V(tﬁ) et une application qui & tout élément a de V( fasse

priété du premier ordre a lieu entre des éléments a,b,c,..., de VQE) ai et seulement
81 elle est satisfaite pour les correspondants *n,*b,*c,... I1 vésulte de ce principe
que , iL étant un corps ordonné , il en est de mdnme de Tﬁ/ : 8si 1'on note par sxemvle
S 1'ensemble des triplets de nombres réela (a,b,c) tels que a=b +c , ou I 1'en-
semble des couples (a,b) tels que a < b , 1l'enaemble *5 se compose des triplets
(a,b,c) d'élémenta de fﬁu tels que a=b +c , et *1 se décrit de manidre analogus
dans *r .
WA/
Un objet appartenant a V(fﬁ) est dit standard s'il est de la forme s , ou

a est un objet appartenant A VQB} . Cn pourrs parler par sxemple dems entiera stan-
dard , des nombres réesls standard . Il résulte du principe de transfert que 1'application
atr—> *a est injective : la propriété du premier ordre a =b eat satisfaite si et

= * . - . < s
=sulement si l'on a a= b . Il n'y a aucun incenvénient A& identifimer un nombre a



* »*
de R a son correaspondant a dans R . De la sorte R est un sous-corps du corps
NN v/ AAA/

)
ordonné *R . Comme on 1'a mentionné au n 2 , cela suffit pour permettre 1'introduction
ALY

* rd
des nombres infiniment petits ou infiniment grands dans JL , de 1'égalité approchée

» 0
2~ b entre Sléments de R et de la partie finie (ou standard) a d'un uombre non
Mg
standard a qui n'est pas infiniment grand (mn dira "limité") . On dira qu'ane applica-
* % .
tion g de f&u dans R est standard si elle est de la forme g = f , ou [ esat
AN

une application de R dans R . BEn pratique , f et g somt désignés par le mé&me svi-
AL Mas

. . . | #® . R
bole ; ai 1'on a identifié R & un fous-ensemble de R , les fonctions siaus , exnons:-
AN Ma s

. . B L3 .
tielle ,... s'dtendent en des feonctions de m@me nom daus R . En pratique , tous lesa
SAAS

objets mathématiques courants dont la définition ast suffisamment explicite --— qu'il

s'agisse de nombres comme & , 1, V2 ,... ou de fonctions comme =in x , oxp x ,...
R -

v..) telles que £ x  aolt {ini -—- ont
2’ 1 w
o n=

que l'on affuble du qualificatif "standard™ .

ou de l'espace E2 des suites x = (xl.x
un correspondant dans V(fﬁz
S5i un ensemble A appartenant a la superstructure V(tﬁ) eat atandard , done de

la forme B , ou B sppartient a VQE) , il possédera beaucoup d'éléments stamderd |
3 savoir les éléments b , o b parcourt B . Il en possdde suffisamment , puiaque
1'on montre que deux ensembles standard qui ont les mémes élémemts standard sont 4gau:
Mais un ensemble standard infini contient toujoursm des d1éments non standard -— per exen-
ple , il existe des entiers non standard et des mombres réels mon stsndard . Or introduit
domc une distinction supplémemtaire : um objet appartenant a V(tgz eat dit interne
3i c'est un é1ément d'un ensemble standard . En particulier , les objets standard sont
internes , mais la réciproque est fausse ; tout nombre hyperréel (onm baptise ainsi les
d1éments de TEV) est interne , et il en est de mdme des &léments hyparentiers (de :H) .
Les ensembles de nombres hyperréels se classent de la manidre suivante

——— ensembles de la forme A , avec A <:‘§J, qualifids de standard (par exemple ,
1'ensemble tEv dea nombres hyperentiers , l'intervalle [O,+a>[ de fﬁ‘) H

—— ensembles appartenant a *PQEJ , appelés internes (par exenple , un intervalle de
la forme [a,b] , oU a et b sont deux nombres hyperréels , standard ou non ) :

—-— ensapbles non internes , et donc baptisés externes (par exenple , 1'#usemble Jdes
nombres hynarréels infiniment petits)
De manidre parallédle , on distinguera parmi les fonctions :

-—— Jes fonctions standard (exponcntielle , 8inus ,...) :

——— les fonctions internes (obtenues telles t b= ain wt par substitulion 1'une valeur

non standard (u d'un paramdtre dans la fonction stamdard de deux variables 3in kt );

~-- les fonctions externes {par exsuple , celle qui veut O ou x selon que le nom-



bre x esat standard ou non) .

Les notions topologiques prennent un tour nouvsau . Considérons par exemple un
~space métrique (X,d) de la superstructure ng) . Alors X @ae plonge comme 1'ensemble
des éléments standerd dans l'extension *x ; la distance sur X , qui est une applica-
tion 4 de X> X dans &L, se prolonge en une distance *3 sur *x . La monade {ou
halo) d'un point a de *x sera alors l'ensemble des points x de *x tels que
la distance *d(x,a) soit infiniment petite . Un point de *x est dit presque-standard
(ou accessible) s'il appartient au halo d'un point standard . Alors 1l'espace X aest
compact si et seulement 81 tout point de *x e3t aceessible , une partie U de X esat
ouverte si et sevlement si *u contient le halo de chacun de ses points standard , 1'al-
hérence X d'une partie A de X se compose des points dont le halo rencontre xA .

Terminons ce numéro par 1'étude de la continuité . Soit f une avplication de
VE dans “g , que nous prolongeons en une avplication standard de ta’ dans lui-m8we ,
encore notée f . La continuité de f peut se décrire par 1'une ou 1'sutre des proprié-
tés suivantes :

a) (Coutinuité au sens de Weierstrass) : Etant domrnés un point xo de t&/ et un nom-
bre € >0, il existe un nombre &' > O tel que la relation |x - xol < ¢' entraine
|f(x) - f(x°)| < € .

b) (Continuité infinitésimale) : pour tout point xo de »5,’ et tout point x de
tﬁ; infiniment proche de x_ (on a x v xo) , alors f(x) eat infiniment nroche de
f(xo) .

Pour une fonctiom standard f ces propriétéds sont équivalentes , mais i1 n'en est plus
de m&me pour une fonction interne . Si C est 1'ensemble des applications continues

de jL dans lﬁ (au sens usuel) , la continuité au sens de Weierstrass caractérise les
éléments de 1'snsemble standard ~C . La contimuité infinitésimale est une notion nou-
velle , souvent bapticée S-continuité . On domne facilement des exemples de fonctions
internes qui sont continues en 1'un de ces sens , mais pas en 1l'autre .

On devra de manidre analogue distinguer différentiabilité et S-différentiabilité,
intégrabilité et S-intégrabilité ...

5. Les successeurs de Robinson

L'héritage de Robinson a été exploité par une école américaine active et nombreu-
se2 ; elle est composée de logiciens (Kersler , Helson , et Kreisel d'une manidre plus
narginale) , de spécialistes de théorie des ensembles et d'analyse fonctionnelle (Luxen~

burg , Stroyan , Bayod) , par des analystes et des probabilistes (Anderson , Loeb , Wat-



temberg) . Une école francaise autour de Reeb et Lutz a surtout dévelopvé les applica-
tions & 1la gfomdtrie et aux équations différentielles ; nous y reviendrons plus loin .
En Allemagne , Laugwitz et ses 41dves s'intéressent sux fondements de la théorie ; en
Allemagne et en Scandinavie , Hoegh-Frohn , Ferstsd et Lindstrom et quelques cutr»ss
s'intéressent aux applications des méthodes infinitésimeles a la Physique Mathématigue
et aux 4quations eux ddrivées partielles .

Les métholes de Robinson ne sont pss faciles . Las 100 pages de logiaue qui
ouvrent son livre ont sans doute ddécouragé plus d'un lecteur ; la ndceanitd 1a peattre
des dtoilea partout et de distinguer X at *x , la démultiplication de~ notions
{continuits at Secontinuité ... ) apportent beavcoup de complications , &lora pi'on poo
veit espfrer que l'utilisation des infinitésimgux sinplifierait 1'Annlvce ot la remdrait
intuitive |

Dans un article fondamental paru en 1677 , E.Nelson a tentd d'axiomatiser 1'Ana-
lyse non standard , sous le nom de "Théorie des ensemblas internes" {(avec la aigle ISTY.
L'idée de base est que les ensemhles ianternes d= Robinson aont 1'objet central ; ce se—
ront "les" ensembles ot 1'cn zdmettra & leur sujet les rdgles usuelles , telles qu'eiles
sont codifides dans la théorie de Zermelo-Fraenkel (au sigle ZFC) . Dans 1'univers de-
ensembles , on distingue une sous-classe formée des ensambles "atandari" ., les ncuvelles
régles de raisonnement sont au mombre de trois :

~— 1'axiome de transfert (T) exprime que si l'on veut prouver une propriété interne

(c'est-a-dire dans 1'énoncé de laquelle la notiom d'ensemble standard ou une notion dé-
rivée telle que celle de nombre infini petit n'interviennent pas implicitement ou expli-
citement) , il suffit de 1'établir sous 1'hypothdse supplémentaire que tous les objets
considérés sont standard ;

-— l'axiome de stsnderdisation (S) affirme que , étant domnés un emmanmble (interne) A

et une propriété T(x) de ses éléments , il existe un unique ensemble staniard X dont
leas éléments atandard sont les points standard x de A qui satisfont & la propriété
n(x) ;

-— 1'axiome d'idéalisation (I) eat um principe géméral de compacité dont une consé-

quence d'allure parsdoxale est 1'existence d'un ensemhle fini auquel appartienne tous
les objets standard .
Le transfert est utilisé fréquemment dans la théorie de Robinson , et 1'axiome de standar-
disation est un substitut de 1'opératiomn .
Nelson n'introduit pas explicitement les ensemhles externas , et c'ast parfois

une limitation gAnante . En 1978 , le logicien Hrbacek a dfcrit une théorie des eansem-



bles & trois miveaux , ol l'on comsiddre des ensembles standard , internes et mxtarmes
Cette théorie contient l'dquivalent des axiomes (1) (8) et (T) ot des réglen de panipu-
lation des ensembles externes . Hrbacek dtudie d'ailleurs plusieurs varisntes de sa thé-
orie , leur force respective et leur non —contradiction (relativement 2 la théorie 770
priss pour base) .

Aucune de ces théories comcurrentes n'est vraiment simple , et je ne suis pa-
slir qu'aucune codifie compldtement toute la pratique de la mathématique non-standard
fim 1984 , & 1'occasion de recherches sur le Calcul des Probabilités , Nelmon & codifiéd

un petit bout ("a tiny bit" dans ases termes prOpres) de 1'Analyse Non Jtandard , au

moyen d'une mini-axiomatique . C'eat une version développée de ca nouveau aysiéume que e

décris au numéro suivant .

6. Une nouvelle vue sur le coatimu

L'idée de base est de codifier l'emploi des mots "grand" at "petit" tels qu’'ils
sont utilisds dans une manidre imformelle de s'exprimer en Mathématiques . Nous parizna
de 1'ensemble vaz des entiers positifs 0,1,2,... Rappelong qu'une partie A de Mgﬁ anl
finie si et seulement si elle est contenue dans un intervalle de la forms [O,»] (i -
compose des entiers i tels que 1'om ait O< i< n ) et qu'elle contient alors un plus
petit et un plus grand élément —— c'eat une des formes du principe de rénurreace , ou
ls descente infinie de Fermat .

En Statistique se pose souvent de répartir des imdividus en deux classes , les

petits et les gramds . Om veut donc partager VE/ en deux ensembles mon vides A et B
tels que 1'or ait a < b quels que soient a dans A et b dans 3B . D'aprés le prin-
cipe de récurremce , la seule manidre de procdder est de choisir un entier L et de ran-
ger dans A les entiers a tel= que O< a< L , et dans P les entiers b tels que
b>1L . Outre 1'arbitraire du nombre L , cette manidre de faire serait inadéquate pour
fonder 1'Analyse Infinitésimale . Omn va domc postuler qu'il existe une partition de~¢§’en
deux varties A et B , avec la propriété ci-dessus , qui me soit pas associée & ume li-
mite détermirde L . Il n'y a pas de paradoxe pourvu gue mous supposinns que les ensembles
A et B sont d'un type nouveau . Les ensembles considérés jusqu'ici s'appelleront "ia-
ternes" , et obéiront au principe de récurrence ; les nouveaux ensembles que nous intro-
duisons seront qualifiés d' "externes" 3 + Une analogie va nous asider X comprendre cette

distinction . Inaginons un observateur aveugle aux couleurs ; si on lui demande de mettre

A part tous les cubes en bois situés dans cette pidce , la question lui est parfaitem~ut



intelligible -— elle décrit um ensemble interne —— alors que le probldme de séparer
les sphdres rouges des autres n'a strictement aucun sens pour lui —— car elle définit
un ensemble externe . Nous admettons que les opératicns usuelles : prendre la réuniom ou
1'intersection de deux ensembles , former laur produit cartésiem ,... ont un =ens et que,
appliquées & des ensembles internes (externes) , elles fournissent des enzemhlies jinterne=
(externes) . Par contre , nous excluons la formation de 1'ensemble P(X) de "tovtese"
les parties d'un ensemble X .

Les nombres de la classe inférieure seromt appelds "limitds" {ou "bornés" , mais
il vaut mieux éviter l'emploi du mot "fini™ ) 3 ils forment un ensemble (strictement) ex-
terne , que 1'on mote \ylim ; les nombres de la classe supdrieure sout dits "trés grands”
On rappelle qu'on a n< N 8i =» est limité et N tréds grand , mais qu'il n'existe pas
de plua grand nombre limité , ni de plus petit nombre trés grana . L'axione crucial eat
le suivant :

Axiome de saturatiom : Soient A un ensemble interne , et B un #nsemble exterre con-

tenu dans A >(‘&him ; 11 existe alors un ensemble interne B’ tel que 1'on ait
B = B'
B (A>= N, ) :

Comme conséquence , toute suite externe BBy pecey@ pens d’entiers , définie pour les

vsleurs limitées de 1'indice m , se prolonge en une suite interne an . Le

a
1,.‘., n

peint important est que , m@me s'il est trés grand , 1'entier N a len propriétés usuel-
les , ot 1la suite LNY PEEREEY ™ est une suite finie ; on peut donc définir la somme

a +a, + ... +a
[v)

1 N ou le produit a2 a ...a

o1l
0+1+2+ ... +N =NN+1)/2 , 1.2..... N = N!

N Les formules usuellas , telles que

restent valables pour ua trés grand entier N .

Que la frontidre entre les nombres limités et les nombres trés grands soit floue
s'exprime de plusieurs manidres . Par exemple , un ensemble imterne qui contient des nom-
bres limités ausai grands que 1'on veut {c'eat-d-dire que tout mombre limité de 1'ensem-
bla en question est suivi d'un nombre limité cde 1'ensemble encors plus grand) contient
des nombres trés grands . Si une propriété interne est valable pour tcus les trés grands
entiers , il existe un nombre liwité T tel quela propriété =oit vraie de toun les en-
tiers n tels que mw>1L . De telles propositions permettent de transformer facilement,
un énoncd de typs courart en un 4noncé portant sur les trd3s grands nombres . Doanons un

exemple : 1'assertion

v

¢ il eriste un entier n  tel que 1l'on ait n" > 10.n! pour tout > n >

devient
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<< 8i N est un trés grand nombre , on a N > 10.N > . '

Le glissement dens le langage est si insensible qu'il pourrait passer inapercu ; la wou-
veauté est que 1'expressiom € N est un trds grand nombre »>n'est pas une manidre plus ou
moims relachée de parler , mais une expression mathématique & 1'emploi narfaitement codi-
fié ,

Nous pouvons maintenant donmer une comstruction trés simple des nombres réels .
Introduisons 1s calcul des fractions a/b , avec a,b entiers , avec les régles usuelles,
d'olu le corps VC&, des nowbres retionnels . Un nombre ratiomnel x s'derit comme somme
d'une partie entidre m et d'une partie fractionnaire r telle que O < r< 1l 3; ondira
que x est limité , ou trés grand , selon que |n| eat un entier avec cette propriéts .
On dira qu'un nombre est trids petit 'il est nul , ou s'il est 1'inverse d'un nombre trés

grand j on dira aussi qu'umnombre est appéciable s'il est 1imité , mais non trés petit .

Les nombres rationnels sont donc rangés en trois classes :
&« treés petits> << appréciables 3> & trés grands>y .

Dans le langage de 1'algdbre , les nombres limités forment un sous-anneau 'Kdu corps
K » et les nombres tréds petits forment 1'unique idéal maximal WA de ‘G . On peut
alors définir le corps {y/m » qui sera motre moddle des mombres réels .

De manidre plus détaillée , om écrira a NM.b 31 a et b sont deux nombres
(rationnels) tels que & — b soit trds petit . Si a est un mombre 1imité , on note a°
sor halo , c'est-i-dire 1'ensembls (externe) formé des mombres b tels que b a
1'égalité approchéde a ™ b équivaut donc & 1'égalité stricte 2% = b° . L'addition et la
miltplication sont définies de telle sorte que 1l'om ait

(a+1)° = a2 +1° , (a)° = %07 .

Par définitioa , un nombre réel est domc un halo , ce qui correspond a 1'idée du physicien
qu'une mesure ne peut jamais 8tre parfaite , et qu'il reste toujours une incertitude ,
flit-ells trés petite .

L'exponentielle d'un nombre réel x se défimit ainsi : choisissons un nombre ra-

tionnel a tel que x = ao , ot un entier trés grand . ; on pose alors
a (4]
exp x = 1 +--n)
P (( _Q_)

(11 faut naturellement prouver que le résultat est indépendant de a et (1) ; c'est la
est une suite interne de nombres trés petits

définition d'Zuler . Alors , si Epreeerty
tous de m&me signe , telle que x € + ++0 + €y , OB Aura

axp x (1+¢)...01 +EN) .

1
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Pour 1'ingénieur ——- ou le banquier -——- cette formule traduit 1'essence de 1'exponen-

tielle . Pour le logarithme , on a une formule anmalogue

N
log{l + x) ~v igl ei/(l tE + L4 ei) .

7. Calcul des probabilités

Dans la théorie élémenteire des probabilitém , on imtroduit le modéle suivant

d'une expérience aléatoire : on se donne un ensemble fini L , dont les Aléments
w 1,...,0)N représentent les résultats possibles de 1'sxpdrience ; a chague élément
Lui est associé un nombre vositif P, qui représente le probabilit< d'obtenir (Qi ,
et 1'on a Py + eee +py = 1 . Ceci a8'exprime par la schéna

("2 "'“ﬁl)

Py P2 eee Py
Un événement ——— autrement dit , une propriété domt la satisfaction deépend du résultat
de 1'expérience —— est jdentifié i une partie A de 1 , formée des éléments (4% pour
lesquels 1'dvénement se produit ; 1a probabilité Pr{A] de A est la somme des probabi-
1ités élémentaires p; pour tous les éléments wy de A . Le cas le plus simple est
celui ol toutes les probabilités élémentaires Py sont égales , donc & 1/N ; on a alors
Pr{A] = |A|/N , Ou [Al désigne le mombre d'éléments de 1l'ensemble fini A . Une va-
riable aléatoire est ua mombre dont la valeur dépend du résultat de 1'expérience ; on

1'identifie & 1'application X de (L dans &, aui a w, fait correspondre la valeur

i

X, prise per X lorsque Loi est réalisé . L'esmpérance ——— ou valeur moysnne -— de

X est le nombre

E[X] PyXy + eee ¥ PpXy

dans le cas homogane p, = 1/N , 1'espérance E[X] se confond avec la moyenne arithmé-
tique (xl + ...t xN)/N .

Introduisons les probabilités conditionnelles par rapport & un événement A .
S5i 1'on feit des prévisions conditionnellement & A , on considdre que A s'est déja
produit , et 1'on écarte les Sléments de L)L qui n'avpartiennent pas & A ; les nouvelles

probabilités élémentaires seront proportionnelles aux Py ; par axemple , si A se com-—

pose deg 4A1déments W,ee.,w, de SL, on aura le schéma
1
(“)1“’2 - Oy )

9y 92 -+ Ay
avec 9 = pi/(pl + e.. t pn) pour 1 - i = M . La probahilité conditionnelle

A'un événement B calculée selon ce nouveau schiéua sera

PrizlA] =  Frid3n A)/Prlal



L'espérance conditionnelle d'une variable aléatoire X sera définie par
E = .o = . -
[(x|a] Q% + + qx, E[X IA]/Pr[A] ,

ou la variable aléatoire IA prend la valeur 1 lorsque A se réalise st O dans 1=
caz@ coatraire .
Le mod3le précédent a été lomgtemps considéré comme inadéquat pour rendre compte

des probabilités continues , et conduit 3 de mombreux paradoxas classiques . Les recher—

ches des années 1920 , conduites par des mathématiciens tels que Borel , Wiensr , Zygmuni
~t 3teinhaus , ont abouti & la création Ju calcul des probabilitdés mederne ; une axioma-—
tisation rfussie ect due i Kolmogoroff (vers 1970) , et depuiz 1960 envivon , ella a &t
acceptde (e manidre quasi-umiverselle . Dans cette présentation , la théorie de l& mesure
et de 1'intégrale de Lebesgue , généralisde aux espaces "abstraits" , ast 1e prélimivami-
re indispensable —— et vesant . Tout récessant (1984) , Edward Nelson a rdéussi a appli-
quer les méthodes infinitésimales , em moditiant de manidre minime le moddle douné plus
haut .

La nouveauté comsiste & supposer que le nombre X des points de £l est trds grand
(au sens axiomatinue considéré au numéro précédent) , et que chacune des probabilitds &14-
mentaires i est trés petite —— ce qui est automatique dans le cas homogéne p; = 1/% .
Cn dira que 1'espace probebilisé QL est hyverfini dans ce cas . Les événenents corres-
poudent aux parties intermes de SI, et , moyennant quelques prdécautions , a certeins en-

sembles externes . Om dira qu'us événement A est presque-sfir si l'ona Pr[A] ™ 1 ;

ceci est conforme & 1'adage énoncé par Emile Borel : un évémement de probabilité trop

petite ne se produit pas —-- ou 1l'on peut faire comme si c'était le cas . Si X et Y

sont deux variables aléatoires , onm écrit X~2.Y s'il existe un événement A tel que
Pr[A] &~ 1 et X(w) ™ T(w) nour tout point (W de A ; d'aprds 1'inégalité de Eeby;;v,
ce sera le cas si E[Xe] ~No.

A titre d'illustration , considérons un jeu illimité de pile ou face . Claasi-

quement , un modéle est donné par 1'espace J],a) des suites infinies
w = (51,52,...,£n,...)

formées d& O et de 1 , avec la convention que €= 1 msigmifie que 1l'on fait pile a
la n~idme partie , alors que l'on a €)= 0 si "face" est sorti au m~idme coup . lLa
construction de 1a G -algdbre (ou ‘ribu) des évinements probabilisables , et de leur pro-
babilité , requiert 1'usage des théordmes fondamentaux de la théorie de la mesure , par
exemple le théordme de prolongement de Carathéodory . Dsns la manidre de Nelson , on

suppose que l'cn a joué un trés grand nombre i1 dJe parties , et 1'on considére 1'en-



senble Il des suites (internes) w = (el,...,em) formdes de O et de 1 ; en uti-

M
lisant le développement de base 2 des entiera , on énumédre les élémeunts Je J]"M sous
forme d'une suite ool,...,h)N avec N = 2M ; i1 reste & poser pt == 1/N pour tout

i.
Le lien antre les deux descriptioms est le suivamt . Etant donméa dsux pointas

distincts w = (61,...,£M) et W' = (ei,...,&&) de L1 leur distance d{w,«')

. Mo’
est égale a 270 o J est le plus petit entier tel que 1< j< I et (dj #\03 ;

o
on pose aussi d(w,w') =0 mi w=w' . Le halo «w  d'un point w d= L se compo-

M
se alors des points W' tels que d(w,o') & 0 . Les divers halos forment une nartition

de llm en parties externes -—— tout point de £ appartient a un halo et un seul —-—

M
et sont en correspondance bijective avec les points de il.q’ -—— c¢'est une ccnséquence

de 1l'axiome de saturation .

Examinors repidement la loi des grands mombres . On suppose donnée une variable

aléatoire X , d'espérance m ; on considdre une suite indépendante (Xl,...,XN) de
variables alédatoires , ayant toute méme loi de probabilité qua X , et qui corres-
pondent au résultat de N déterminations indépemdantes de X . La moyenme empirique

est la variable aléatoire

X o= (K + X+ oo+ X/ ;
la loi des grands nombres affirme que l'on a XY a pour N trds grand . Quitte &
remplacer X par X - m , ce qui remplace X par X-n , OR S& ramdne au cas m = O,

Un calcul immédiat —- et classique —— domne la relation
RX) = Ex°)N

v
compte tenu de 1'inégalité de Cobyggv , et revenant au cas général , on conclut qu'on a
X & m pourvu que le mombre N/Var{[X] soit trdas grend .

Dans le raisomnement précédent , om choisit N en fonction de la loi de proba-

bilité de X . Voici deux comditious domt la conjonction assure que l1'ona X~ m pour
tout nombre N trés grand :
a) le nombre E[|X|] est limité ;
b) on a E[X.IA] ~ 0 pour tout événement A tel que Pr{A] ¥ 0.
Si la propriété a) est familidre, la propriété b) est plus surprenants ; elle traduit
1a atabilité de 1'eapérance de X |, et elle n'est pas superflue en vertu de 1'exemple
suivant . Prenons un trds petit nombre p:> O , et supposons que X prenne la valeur
O avec probabilité 1 - p , et la valeur 1/p avec la probabilité p . Cna m =1
et E|

K}] =1, donc 1s condition &) est satisfsite ; par contre , a3i 1'on considdve



1'événement A = [X £ 0] , on a évidenrent X.IA =X, d'ou E[X.IA] =1 alors qu'on a
Pr[A] = p ™0, ce qui viole la condition b) . La théorie montre ——- et une simulalion
sur micro-ordinateur le confirme --- que la loi de la variable aldatoire X ddpend de
la taille du nombre c¢ = lNp :

—— si ¢ e3% trés petit , on a i>53 0 ;

-—= 81 ¢ est appréciable , on & une loi ds Poisson

b -c k
Pr{” = k/c]™ e ¢ /k! pour tout entier limité k = 0 ;

—— si ¢ est tréds grand , on a E.Qi 1.
La loi des erveurs de Gauss se formile de naniére rigoureuse conme auit . Soit
X wune variable aléatoire , dont la moyenne m = E[X] soit limités et la variance
32 - Var{X] soit appréciahle ; si X est la somme Ko Ey v ees + K JTune famille
indépeadante de variables aléatoires , et si les valeurs prises par ces variables zont

tras petites ( Xi(ua) ~ 0 pour 1<i=< N et cwel) ), alors X suit (approxime-

tivement )la loi de Laplace-Gauss :

b )
Prla < X< b}‘)’*-ﬁy exp(-(—z?-)—) dx

£, Théorie géométrique des équationa différentielles

Considérors une équatior d'évolution du second ordre de la forne '; = F(x,;) .

Le paramdtre t désigne le temps , la quantité x est une fonction a déterminer du
temps , soit x(t) , et suivant 1'usage de Newtom perpétué en Mécanique , on note ;
la dérivée de x par repport a t et Y la dérivée seconde . Par un srtifice clasasi-
que , on remplace l'équation donnée par le systéme dquivalent de deux équations du pre-

mier ordre

x =y .,y = Fxy .
Plus géméralement , considérons un systdme de la forme
(s) = oty Ly o= oelny)

Exprimons d'abord le point de vue infinitésimal sur le temps . Supposcns que
t varie entre deux vgleurs a et b , et admettons que ce moient des nmombres limi-

tés . Nous effectuons ume pseudo-discrétisation de 1l'imtervalle [a,b] sous la forme

d'une partie interne finie T de [a,b] telle que tout point de [a,b] =moit dans
le halo d'un point de T au moins . La possibilité d'une telle construction traduit

le théorsme classique de la compacité de l'intervalle [a,b) . Puisque T est un ensem-



ble interne st fini , on peut énumérer ses éléments mous forme d'une suite croissante

(t .t t

ortyreey et 1'on aurs

.

~
a v to‘“ tl

N~ .. X1 ...t o ~D

i ™% N y

La wotation différentielle a'introduit comme suit : si t eat un point de T , i1

sxiste un entier i tel que O< i< N et t = ti ; 8i t n'est pas le plus graad
t, ; 81 h eat une fonction

i41 i
interne définie sur T , & valeurs numériques , on pose dh(t) = h(t, ) - h(ti) ,

i+l

élément d# ¥ |, ona i< N et 1'om pose dt =t

d'ol 12 relation axacte
h(t + dt) = h(t) + an(t) ;

enfin , la ddrivee est définie var ;(t) = dn(t)/dt

Les fonctions que nous considérerons seront & accroissenments infinitésimanx ,
c'sst-a-dire qu'on a h(t + dt) ™ h(t) . Cette propriété est plus faidle que la conti-
nuité qui affiize que h oscille trés peu dans le halo d'un point ; on peut encore
dire que la relation t™ t' doit entratmer u(t) = n(t') s Ou encore que h applique
un halo dans un halo . De ce point de vue , toute fonction admet une dérivées et Jes
primitives , deux primitives differsnt entre ellea par une constante , toute fonction
est la dérivée d'une de ses vrimitives , et primitive de sa dérivée . On démontre de
rmanisere entidrement 4lduentaire le théorsme des accroissemsnts finis , ou des valeurs
intermédiaires . Si la dérivée ; de la fonctiomn h prend des valeurs limitées ,
slors h esat continue ; si 1l'on a L(t)ti 0 pour tout t dans T , alors h est
presque constante , c'esst-d-dire que l'on a h(t)ci n(t') quels que soient t et t'
dans T .

Donnons maintenant une description analogue du plan . Choisissons une partie
interne finie §' de ‘§L>K»&% telle que tout point dont les deux coordonnées sont limi-
tees soit dans le halo d'un point de § ; 11 suffit de prendre pour § 1'ansenble
des couples (n/L,b/L) , o L est un entier tré&s grand , avec les bornes

—sz;a:'L'Z , «sz_b(Lz.

Un point de § est dit accessible si ses deux coordonnées sont limitdes ; deux
. * . . . . { ~ .
points X et 'z de 'ﬁ sont tréds proches si leur distance satisfait a d\gzg),d 03
on écrit alors chfy . Dans 1'enaenble interne et fini § , les points accessibles
Y

forment une partie externe , qu'on appelle le champ d'observation (ou galaxie princi-

pale) ; les classes d'équivalence de la relation sxterne JEfzilQ sont les halos . ['ip-

terprétation est évidente : un observateur ne peut connaitre que les points accessibles



et il ne peut pas distinguer les divers points & l'intérieur d'umr halo donné .

De ce point de vue , une courbe C dans le plan se represente par une suite
int o int o
interne de points Lo’ '-EN de § telle que ‘&/}’. .I:,iﬂ
Du poimt de vue analytique , on introduira deux fonctions numériques x et y sur

pour 0 < i - N.

T , & accrcissements infinitésimaux , et telle que le point Jh ait pour coordonnées
x(ti) et y(ti) . Une telle vision des courbes correspond par axsemple 3 la trsjec-
toire d'une particule &lémeantaire , telle qu'elle eat observée dans une chambre & bulles
d'un sccélérateur .

Revenons au systdme différentiel (S) proposé au début de ce numéro . Supposons
que les fonctions internes f et g prennent des valeurs limitfes en tout point ac-

cessible de § . Une courbe C sera une solution du systéme (S) si elle est paramé-

trée par deux fonctions x et y telles que 1'on ait

(s*) dx(t)/dt o £(x(t),y(t)) ,  dy/dat o~ g(x(t),y())

pour tout point t de 7T . La question de 1'existence des solutions ne se pose pas ,
et il est facile de préciser le probldme de manidre A avoir une solution particuliére
bier déterminée ; du point de vue de 1'Analyse Numérique , mous avons discritisé le

probldme , et le point pe comstruit par um procédé explicite a partir du point

Lin
vgi . La vraie questior m'est pas celle de l'umicité de la solution , mais celle de
la stabilité : si deux courbes C et C' somnt solutioms du systéme (S) , et si 1'on
a initialenent \Bﬁt )p'(t ), a~t-omn p(t)2ar p'(t) pour tout t dans T 7 (On a
o] w (] AV, Vo W

noté ést) 1m point (x(t),y(t)) de la courbe C et ‘gc(t) a une significatiom ana-
logue pour la courbe C! ) . I1 est trds profitable de reprendre las contre-exemples
classiques dans cette nouvelle optique .

Les propriétés qualitatives des équations différemtielles ont été étudiées gu
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moyen de ces méthodes par 1'Ecole Strasbourgeoise de Reeb . Un cas particulidrement
intéressent ast celui des équations de relaxation , dont le prototype est 1'iZquation
2

de van der Pol £x + (x° - 1)% + x =0 ; 11 a3t commod~ de 1a mettre sous la {orme

de Liénard :
(L) C; = u - F(x) . 1.1 = =X

avec F(x) = 13/3 - x . Dans le plan de coordonnées (x,u) , la courbe T d'équation

u = F(x) s'appelle 1a courbe lante ; ce nom se justifie par les propriétés suivantes.
51 € est trd= petit , x ezt trds grand en dehors du halo 5 de 1a courhe I 7 un
changement de paramdtre temporel de la forme t = €T montre que , partant de n'impor-

te quel point du plan , omn atteint le halo d= L enun tenps trés petit , et que u



ms varie que d'une quantité trés petite pendant ce temps (car on a U = -x ) . On en
déduit que , quel qus soit le point initial (xo,uo) , i1 existe une courbhe Co for—
mfe d'un nombre fini de segments de droite horizontaux et d'arcs de la courbe lente,
st telle que le courbe C solution du systéme de Liénard issue de MBO = (xo,uo) soit
contenue dans le halo de Co . La courbe Co est indépsndante de ¢ , et peut ze de-
viner facilement sur la forme du systdme (L) ; om prut dire que c'est 1'ombre ds la
golution CO ; i1 ast ensuite facile de montrer que le aystéme (L) admet un cycle-li-
mite , c'est-a-dire un régime périodique au sens de l'ingénieur . La discussion de

ce systdme a été faite en termes "intuitifs"™ par Jules Haag en 1943 . Il eat trds fa-
cile de la justifier par nos méthodes infinitésimales ; il suffira de choisir T de
telle sorte que dt/e soit trés patit pour tout t dans T -~-~ une nrécaution bien

connue du spécialiste d'Analyse Numérique .

9. Un bilan provisoire

Ce qui précdde montre que le débat sur la nature du continu n'est pas clos ,
contrairement & ce que 1l'on aurait pu croire . La pseudo-discrétisation que nous avons
introduite pour le temps et 1'espace au n° € nous ramdne au moddle pythagoricien des
atomes de temps et d'espace . On sait qu'un des grands paradoxes de la Physique con-
temporaine est aue 1'on imagine une matiédre atomique dans um cadre d'espace-temps qui
est resté continu ; de Ji viemnent de grandes difficultés dans la Théorie Quantique
des Champs , et 1'impossibilité ——~ jusqu'd présent tout au moins -—- de réaliser une
synthése de la Gravitation et de la Phvsique Quantique . Sans espérer trop naivement
résoudre les grands probldmes , il peut 8tre profitable de changer graduellement notre
manif re de voir le contimu . Les méthodes infinitésimales de 1'Analyse lion Standard
permettent de le faire , et s'accordent assez bien X la vision des problémes numé-
riques développde par 1'emploi des ordinateurs . Il y a beaucouﬁ de domaines des Ma-
thématiques ol elles m'ont pas été expérimentées , et il vaut la peine de le faire ,

Comne on 1'a vu dans cet exposé , il rdgne une grande diversité Adans les pré-
sentatious de 1'Analyse Non Standard , et aucun point de vue ne semble l'enmporter .

Le point de vue de Nelson que j'ai développé & la fin me semble éimple et naturel ,
mais i1 faudrait avoir plus de pratique .

Four 1'enseignement du Calcul Différentisl =t Intdégral , je penze qu'il vaut

la peine d'expérimenter avec prudmice les nouve’les méthodes iafinitdcimales; il rea-

te & voir si elles facilitent 1'accds des <tulilants & 1'Analyse .

) oy . .
Palaiveau , le 1 mal 1985
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NOTES DE BAS DE PAGE

1 On note P(X) 1'enserble des psrties d'um ensemble X .

Curieusement , ces iddes n'ont pémétré que tout récemment en Umion Soviétique . Peut-
dtre 1'attribut "non standard" a-t-il paru subversif & certains , qui craignaiemt que

cette thsorie ne soit pas assez "judenfrei .

? Le langage choisi est tel que les ensembles internes sont des cas particuliers des en-

sembles extarnes ; il convient donc d'appeler strictement extermes les ensembles externes

qui me sont pas internes .

On pourra consulter mon article cité ci-dessus pour un rappert plus d4taillé .

5

Le helc d'un enaemble ast la réunion des halos de s=r points .



