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VECTEURS ANALYTIQUES DANS LES REPRESENTATIONS DE 

GROUPES DE LIE.* 

par P. CARTIER et J. DIxMIER.' 

Introduction. Soit ir une representation continue 2 du groupe de Lie 
G dans l'espace de Banach . Selon Harish-Chandra [1], on dit qu'un 
element <P E est un vecteur analytique pour la representation 7r si l'applica- 
tion s -4r(s) p de G dans 9i est analytique. Les vecteurs analytiques de t 
forment un sous-espace vectoriel, non ferme en general, de t. Lorsque le 
groupe G est semi-simple et que la representation 7r est "permise," Harish- 
Chandra a demontre dans [1] que les vecteurs analytiques sont partout denses 
dans 4; nous nous proposons de g6neraliser ce resultat au cas d'un groupe 
de Lie quelconque et d'une representation bornee sur un certain sous-groupe 
discret. Le resultat precis est enonce dans le theoreme du ? 6, qui est le 
resultat central de cet article. 

Nous suivrons une methode de demonstration analogue 'a celle de H-arish- 
Chandra: alors que Harish-Chandra demontrait d'abord que les vecteurs 
analytiques sont partout denses dans le cas d'une representation d'un groupe 
quasi-nilpotent, nous commencerons par une etude approfondie du cas des 
groupes resolubles; une fois obtenu le resultat pour les groupes resolubles, 
la demonstration suivra de tris pres celle de Harish-Chandra. 

1. Notations. On designe par N l'ensemble des entiers Q 0 par Z 
celui des entiers rationnels, par R le corps des nombres reels et par C le 
corps des nombres complexes. 

L'element neutre d'un groupe sera toujours note e. Si f est une fonction 
sur un groupe G, la translatee a gauche sf (s E G) est definie par 8f(s') =- f(ss) 
La translatee a droite f, est definie par f, (sI) =f (ses). Sur un groupe 
localement compact G, une mesure de Haar est une mesure ? 0 non nulle 

* Received November 4, 1957. 
1 Les numeros entre crochets renvoient i la Bibliographie situ4e k la fin de I'artiele. 
2 La repr4sentation ir est dite continue si I'application (x', q5) -* r (a') (A de G X !' 

dans t est continue, ou, ce qui revient au mome, si pour tout 4 E ,, l'application 
x -+ 7r(xa)4 de G dans p est continue. 
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132 P. CARTIER ET J. DIXMIER. 

invariante a gauche; l'Pl6ment d'integrale correspondant sera note ds si s 
designe l'elment generique de G. ITne semi-norme sur G est une fonction 
semi-continue inferieurement p > 0 verifiant l'inegalite p (ss') ? p (s) p (s') 
pour s, s' E G; pour toute semi-norme p on notera LP (G, p) l'espace des fonc- 
tions numeriques complexes sur G de puissance pe integrable (p ? 1) pour la 

mesure p(s)ds, muni de la norme definie par 11 IIfP - (Jv I f(s) IPp(s)ds) 1; 

la representation reguli'ere 7r de G dans LPc (G, p) est definie par 7r (s) f =8-if 
pour f E LPc(G, p). 

Les espaces de Banach sont toujours supposes complexes (mais il n'y 
aurait pratiquement rien de change s'ils etaient supposes reels). 

Si R est un espace de Banach, on designe par , (.S)) l'espace de Banach 
des endomorphismes continus de R). Si p est une semi-norme sur le groupe 
localement compact G et 7r une representation continue de G dans l'espace de 
Banach 1t telle que 1 ir(s) ? p(s) pour tout sC G, on pose 

ir(f) -JG f (s)7r(s)ds E 

pour fELlc(G,p). 
Tous les groupes de Lie envisag's sont supposes reels, sauf mention du 

contraire. 
Soit G un groupe de Lie, d'alg6bre de Lie g; on note exp l'application 

exponentielle de g dans G, et pour toute representation continue 7r de G dans 
un espace vectoriel de dimension finie, on note dir la representation correspon- 
dante de O. n a alors, pour tout S E g 

(1) ir(exp S) = exp d7r(S) 

oui le second membre est defini comme d'habitude par exp T = Tn/n!, 
n>O 

Soient G1 et G2 des sous-groupes de G, on eerira G = G, * G2 si et seulement 
si les conditions suivantes sont remplies: 

1) G1 et G2 sont des sous-groupes analytiques de G; 

2) l'application (s1, s2) -* S1S2 de G1 X G2 dans G est un isomorphisme 
de la premiere variet6 analytique sur la seconde. 

2. Rappel de certains lemmes. 

LEM4ME 1. Soient E un espace localement compact, , une mesure ? 0 
sur E, g 1'espace de Banach des fonctions nume'riques complexes ju-integrables, 
V une variete analytique complexe et f une fonction numerique complexe 
continue sur V X E satisfaisant aux conditions suivantes: 
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REPRESENTATIONS DE GROUPES DE LIE. 133 

(i) il existe une fonction u-integrable g? 0 sur E telle que l'on ait 
f(z, x) I _ g (x) pour tout z E V et tout x C E; 

(ii) pour tout xE E, la fonction z -f(z,x) est holomorphe sur V. 

Si l'on note alors qi(z) C g la fonction x->f(z,x), I'application z -> /(z) 
de V dans ' est holomorphe. 

C'est le lemme 23 de [1]. 

LEMME 2. Soient G un groutpe de Lie reel, (q un espace de Banach, 7r 
une representation continue de G dans 9 et , un e'lement de '. On suppose 
que l'application s ->r(s)VI est analytique en e; alors le vecteur + est 
analytique pour la representation 7r. 

Cf. [1], p. 209, lignes 7-11. 

LEMME 3. Soient G un groupe de Lie reel, R un espace de Banach, 
u une representation continue de G dans &. Soit p une semi-norme sur G 

telle que f 7r(s) J<?p(s) pour tout sC G. Alors, si les vecteurs de Llc(G, p) 
analytiques pour la representation reguliere sont partout denses dans Llc(G, p), 
les vecteurs de q? analytiques pour 7r sont partout denses dans . 

Soit A 1'ensemble des elements de L1c (G, p) analytiques pour la repre- 
sentation reguliere. Soit A 1'ensemble des combinaisons lineaires de vecteurs 
7r (f ) x, oiu x C & et f E A. Les elements de S sont analytiques pour Vr ( [1], 
lemme 24), et il suffit de prouver que &? est partout dense dans 'j, autrement 
dit, que si 4 est une forme lineaire continue sur .? nulle sur R, on a 4 = 0. 
Or, pour toute f C A et tout xC Eb, on a 

0 =4 )(,r(f)x) = =fd (7r(s)x)f (s) ds = f4) (p (s)-'7r (s)x)f (s)p (s) ds. 

Puisque A est partout dense dans Llc (G, p), on en deduit que 4 (p (s) 17r(s) x) 
- 0 localement presque partout sur G, donc que 0 = 4)(7r(e)x) = cp(x) 
puisque la fonction s - 0(7r(s)x) est continue. D'ofu notre assertion (cf. 
aussi [1], lemme 25). 

LEMME 4. Soient X et Y deux varietes analytiques re elies, Y eAtant 
compacte, et f une application analytique de X X Y dans un espace de Banach 
.). Tout point de X possede alors un voisinage ouvert V ayant les proprieUtes 
suivantes: 

(i) il existe un systeme de coordonnees analytiques (t1, * , tn) 
dans V; 
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134 P. CARTIER ET J. DIXMIER. 

(ii) il existe des applications analytiques fe de Y dans R 

(e-(e, - , en) E Nn) 

telles que pour xE V et yE Y, on ait: 

(2) f (x, y) =- I fe (y) tILl (x) .* *t"-1-(X) 
e E Nn 

cette somme etant absolument et uniforinmenent convergente dans V X Y. 

I1 suffit de reprendre pratiquement sans changement, la demonstration 
de [1], de la ligne 20 le la p. 221 a la ligne 19 de la p. 222, en remplagant 
partout G par X et K par Y. 

3. Structure des groupes resolubles. Soient f une algebre de Lie 
resoluble reelle et n un ideal nilpotent de Ij contenant [f,]; on note k la 
dimension de n et n celle de I. Comme toute algebre de Lie resoluble contient 
un ideal de codemnsion 1 et que tollt sous-espace de f contenant n est un ideal 
de ), il existe une suite de sous-espaces tq de j ayant les proprietes suivantes: 

a) fi est de dimension i pour 0 <i n; 
b) fj est un ideal de 4+1 pour 0 ?i ? n -1; 

C) k== t 

La propriete a) nous permet de choisir une base (X1i , X) de b telle 
que (X1, , XI) soit une base de bi. Ces donnees resteront fixees dans tout 
ce paragraphe. 

LEMME 5. II existe un grotpe de Lie reel H ayant I pour algebre de 
Lie et jouissant des proprietes suivantes: 

(i) I'application 0: (t, * , t") - I exp tXj de Rn dans H est un 
j=1 

isomorphisme de variete analytique; 

(ii) soit h-> (x1(h), * ,Xn(h)) I'application reciproque de 4 et soit 
A l'algebre complexe de fonctions sur H engendree par 1, les xi (1 <c t n) 
et les exp axj (ca C C, k < j < n) ; pour toute fonction f C A, il existe des 
fonctions fp, fp' C A telles que l'on ait l'identite: 

(3) f (hh') =Y, fv (h) fv' (h') . 
p=1 

Nous raisonnerons par recurrence sur n, le cas n = 0 etant trivial; 
nous supposerons donc n > 0 et nous poserons j' = b,l, n' n ri I'; la 
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REPRESENTATIONS DE GROUPES DE LIE. 135 

dimension k' de n' est egale a n-1 si n-, et est egale a k si n C b'; 
on peut alors construire un groupe de Lie reel H', une application qb', une 
algebre A' ayant les proprietes (i) et (ii) de 1'enonce, oiu l'on doit remplacer 
n par n-1 et k par k'. 

A) Pour toute fonction f E A', le sous-espace vectoriel de A' engendre 
par les translatees a droite de f est de dimension finie sur C d'apres la formule 
(3); par suite, A' est reunion de ses sous-espaces de dimension finie invariants 
par les translations a droite. Soient 1' un tel sous-espace et 7r' la repre- 
sentation de H' dans V' definie par 7r'(h) . f 2fh. 

Soit (fj) j,' une base de 1'; d'apres la condition (ii) de l'enonce il 
existe des fonctions all C A' telles que: 

m 
(4) 7rf(h) f, Y,aij(h) fj Mlc); 

j=1 

mais, si h = exp tXi avec 1 <i < k', la definition des xf montre que x'(h) 0 
pour j > k' et xj (h) = +jjt (indice de Kronecker) pour 1 ? j ?< k'. D'apres 
la definition de A', on voit que pour tout f E A', f (exp tXj) est un polynome 
en t pour 1 ? i <Ic'; d'apres la formule (4), la matrice de 7r'(exp tXj) par 
rapport a la base (fl) est done un polynome en t puisque alj C A'; mais d'apres 
la formule (1), on a 

7 (exptX) =- exp dr'(tXt) (d7r' (Xi) )rtr/r! 

ce qui impose que d1r'(Xi) soit nilpotent pour I ? i ?ic'. 
Soit (V'r) sp une suite de Jordan-iiolder de 1' pour la repr'sentation 

ir' de H'; d'apr'es le theoreme de Lie sur les groupes resolubles, les espaces 
V,'/V'p-, sont de dimension 1. Pour 1 <i < k', l'operateur nilpotent dr' (Xi) 
induit un operateur nul dans I7'/V'V 1, autrement dit applique Vp,' dans 
V'p4. Supposons la base (fj) adaptee a la suite (V.'), c'est-a-dire que Vp' 
admet (f/, f,, * fp) pour base; alors la matrice representant dxr'(Xj) est 
de diagonale nulle pour 1 : i < k'. Il en resulte que si Y (u)- X + u X 

(1?j<Ic' 1?i?n-1), la matrice qui represente d7r'(Y(u)) est tri- 
angulaire et que ses termes non diagonaux sont lineaires en ni, * ,Uk'; si 
I ?i< ic' ses termes diagonaux sont nuls.2a Du lemme A de l'Appendice 
resulte que les coefficients de la matrice associee a l'operateur Tr' (exp tY (u) 

=exp(tdr'(Y(u))) sont de la forme 

E-Ea(t)Pa(ly . . . y UV) 
a 

2a On notera que dans vous les cas les termes diagonaux de d7r'(YY(u) ) sont inde- 
pendants u, * *, fk* 
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136 P. CARTIER ET J. DIXMIER. 

oi les Pa sont des polynomes et ou les Ea sont des exponentielles-polynomes 3 

et meme des polynomes si 1 ?i ? le'. 
in 

Or, de la formule (4) resulte fI(h) = aLj(h)fj(e) et par suite, fI est 
j=1 

de la forme (5); comme A' est reunion de sous-espaces analogues a' V', on 
voit que, pour tout f E A', la fonction 

(t, u$) f (exp t (Xi + u }j)) 
j=1 

est du type (5). 

B) Soit D la derivation Y -- [Xn, Y] de f' et soit r (v) l'automor- 
phisme exp vD de b'; comme D applique I' dans [),f] ni t' t c t n n = i', 

on a a (v) Y -YE n' pour tout YE t', et les coefficients de cr(v) Y-Y 
par rapport a la base (X1< , Xk') de n' sont des exponentielles-polynomes 
en v et meme des polynomes si n = .3a De ce qu'on a demontre en A), il 
resulte alors que pour toute fonction f c A', la fonction (ti, v) -* f(exp tio(v) Xi) 
est de la forme: 

(6) Eu E(ti) E.'(v) 
a 

ou les Ea sont des exponentielles-polynomes et meme des polynomes si 
1 ? i < Y', tandis que les E,a' sont des exponentielles-polynomes et meme des 
polynomes si nt = . 

Soit T (v) l'automorphisme du groupe simplement connexe H' associe 
n-1 

a l'automorphisme r (v) de b'; pour h =1exp t, on a: 
4=1 

n-l 
(7) r(v) h =H exp tica(v) X X. 

1=1 

De la definition de A', de la forinule (6) et de la formule analogue a la 
formule (3) pour n - 1 facteurs (que se deduit de (3) par recurrence imme- 
diate), on deduit finalement que, pouzr toute fonction f E A', la fonction 
(h,v)-*f(r(v) h) est de la forme: 

0() Y. E. (v) fa (h ) 
a 

tOu fa C A' et les Ea sont des exponentielles-polynomes. Si k = n (c'est-a-dire 
-n =t ), les Ea sont mneme des polynomes. 

3 On appelle exponentielle-polynome A p variables u1, , u;, reelles ou complexes, 
une fonction de la forme: , Pi (ul, , up) exp E a4,juj oui les Pi sont des polynomes 

i i 
A coefficients complexes et les a4,j des constantes complexes. 

3a On notera que dans ce dernier cas, la derivation D est nilpotente. 
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REPRESENTATIONS DE GROUPES DE LIE. 137 

C) On peut maintenant former le produit semi-direct H de H' et R 
au moyen du groupe 'a un parametre r(v) d'automorphismes de H'. On 
rappelle que ce produit semi-direct est, en tant que variete, identique a 
H' X R et que la loi de groupe est donnee par: 

(9) (h, v) (h', v') (h *r(v) (h'), v + v'). 

Si l'on identifie X, au generateur infinitesimal du groupe a un parametre 
v -- (e, v) de H, on voit immediatement que f s'identifie a l'algebre de Lie 
de H, H' etant identifie au groupe des (h, e). 

On a alors: 

0(tjn 
. . . 

n tn) (4 (01tjn 
. . . n tn-l). e)(e., t-n) (+ (01tjn * *tn-i)n tn) 

ce qui prouve que 4 est uil isomorphisme de variete analvytique. De plus, 
d'apres la definition des xi, on a: 

xi (h, v) =--xj`(h), 1 _< i < n; xn(h, v) v 

et par suite A est l'ensemble des fonctions de la forme (8) (ouf les Ea sont 
des exponentielles-polynomes en general, des polynomes si - = n). La 
formule (3) pour f E A resulte alors immediatement de la definition de la loi 
de composition dans H (cf. (9)) et de la conclusion de B).-c. q. f. d. 

Nous allons, en vue de besoins ulterieurs, determiner la mesure de llaar 
sur le groupe H. L'automorphisme - (v) de H' transforme une mesure de 
Haar ,u sur H' en A (v),u, ofu A (v) est le determinant de l'automorphisme 
contragredient de a (v); on a donc 

A (v) - (deta(v) )_exp- vTr(D). 

Si v est la mesure de Haar usuelle suir R, la formule (9) montre que la 
translation a gauche par (h, v) transforme la mesure t en la mesure 
A(v)ju0v; la mesure A(v) d4(h)dv(v) est donc une mesure de Haar stir 
H. Raisonnant par recurrence sur n, on voit que la mesure de Haar sur H 
est exp(ak+lxk+l ? +? nxn) dxl * dx1, en posant c =- Tr(adXj). 

4. Vecteurs analytiques. Cas des groupes resolubles. 

LEMME 6. Soit N un groupe de Lie reel resoluble, connexe et simple- 
ment connexe. Soit p une semi-norme sur N. Les vecteurs de Llc(N,p) 
analytiques pour la representation reguliere sont partout denses dans Llc(N, p). 

A) Comme deux groupes de Lie connexes et simplement connexes ayant 
des algebres de Lie isomorphes sont isomorphes, on peut d'apres le lemme 5 
trouver des fonctions x1, - , xn sur N ayant les proprietes suivantes: 
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138 P. CARTIER ET J. DIXMIER. 

a) I'application h-> (x1(h), *x,x(h)) de N dans Rn est un iso- 
morphisme de variete analytique; 

b) il existe des exponentielles-polynomes Pi telles que: 

(10) xi(hh') ==Pi(x (h), * * , xn(h) ; x (h'), * *, x4(h')) (1 i? n); 

c) la mesure de Haar sur N est de la forme (expE ixi) dx1 dx". 
De plus, comme d'apr'es (3) l'algebre A du lemme 5 est reunion de ses sous- 
espaces de dimension finie invariants par les translations a gauche, on peut 
trouver des fonctions reelles yj et ajk (1 ? j, k ? M) sur N, s'exprimant 
comme exponentielles-polynomes en les xi et telles que: 

d) m?n et xj= yj pour 1 j?n; 

e) on ait les identites: 
m 

(11) yj (hh') E aik (h) Yk (h). 
k=1 

Comme les exponentielles-polynomes se prolongent en des fonctions en- 
tieres de variables complexes, on peut d'apres le principe du prolongement des 
identites, plonger N dans un groupe de Lie comnplexe NC, les fonctions xi, yj 
et aik se prolongeant en des fonctions holomorphes sur Nc de sorte que les xi 
forment un systeme de coordonnees complexes sur NC et que les identites (10) 
et (11) soient valables siir NC. 

Enfin, pour achever ces preliminaires, notons que sur R, toute semi- 
norme est majoree par une exponentielle: p (x) M exp A I x (M, A E R) 
(cf. par exemple [2], chap. VI). Revenant a la definition des xi (lemme 5) 

n n 
et utilisant l'inegalite, p( ]7I exp. tiX) ] 17 p(exp t.Xj) on deduit la majoration: 

j=1 j=1 

(12) p(h) ?MexpA E I xi(h) 1, (h E N) 
j=1 

pour une constante reelle A convenable et i > 0. 

B) Soient ?! l'espace vectoriel complexe des formes quadratiques en 
des variables Yi, , Ym a coefficients complexes, ? le sous-espace reel forme 
des formes quadratiques a coefficients reels et Q+ le cone ouvert de Z forme 
des formes quadratiques positives et non degenerees. Nous definirons une 
representation holomorphe du groupe oppose au groupe complexe NC dans Ze 
en posant: 

(13) (Ze(h)F) (YNC . *, Ym) ~ F alk(h)Yk * amk(h)Yk) 
k k 

pour F ZOet h ENO. 
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REPRESENTATIONS DE GROUPES DE LIE. 139 

Comme Z+ est ouvert dans Z, pour h appartenant a un certain voisinage 
ouvert V de e dans NC et FE Z+, la forme Ri(7r((h)F) -IF appartient 'a ?1 
(MP designant la partie reelle). On en deduit, pour h C V, l'inegalite: 

RF (h (yi), ,h(ym) -2 F (Y*, Ym) 

d'oiu, si f exp- F(y1,- * YM) 

hf |exp-1F (h (yl) * * h (ym) )exp-JF(yi,, y). 

Or, puisque F E Q+, il existe une constante reelle a > 0 telle que la forme 
F (Y, Y.*Ym) (Ya 2+ * + Yn2) soit positive; pour hE V, on aura 
alors: 

(14) |hf |exp- P a,(x,2+ +X"2). 

D'apres la formule (12), la formule (14) et la forme de la mesure de 
llaar sur N, on a donc hf C L'- (N, p) pour h. C V; de plus, pour h' fixe dans 
N, hf (h') f (hh') depend holomorphiquement de h C V. L'inegalite (14) 
et le lemme 1 montrent que I'application h -> hf de V dans Llc (N, p) est 
holomorphe, de sorte que f est un vecteur analytique de L1c (N, p) pour la 
representation reguliere (lemme 2). 

C) Soit S l'ensemble des fonctions sur N de la forme exp - F'(y1,.*. , yi) 
axec F C Q+ et soit & l'ensemble des combinaisons lineaires complexes d'ele'- 
ments de 5. Pour demontrer le lemme, il reste 'a faire voir que & est 
partout dense dans Llc(N,p), ce que nous ferons par une methode un peu 
differente de celle de [1], pp. 218-220. Observons pour cela que la famille 
S a les proprietes suivantes: 

1) Les fonctions de 5 sont continues, partout > 0 sur N, et nulles 
a l'infini d'apres (14). 

2) Le produit de deux fonctions de J est dans 5. 

3) La famille 5 est invariante par les translations 'a gauche, car si 
f== exp-F(y1,- , y.), on a hf =exp-(lr(h)F)(yl, * *,ym); mais pour 
h C N, la matrice 11 aik (h) 11 est reelle et par suite 1r(h)F E + si F C Z+. 

4) 5 separe les points de N: raisonnant par l'absurde, supposons qu'il 
existe ho, h, C N avec h, = e et f (h0h1) ===f(ho) pour toute f C 5; d'apres la 
propriete precedente, on aurait pour f C 5 et h C N: 

f (hhl) = hh.-l(f(hohl) -- hh.-if (ho) = f (h) 

d'oiu f(h)-f (hh1m) pour toute f C 5 et tout entier m. Mais lorsque m tend 
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vers l'infini, il en est de meme de hi n 4; comme f est nulle a l'inflni sur 
N, on en deduit f = 0, ce qui est absurde. 

Alors, , est une algebre de fonctions continues complexes sur N nulles 
a l'infini, separant les points et stable par conjugaison. D'apres le theoreme 
de Stone-Weierstrass, toute fonction complexe continue nulle 'a l'infini sur 
N est limite uniforme de fonctions de S; soit alors f une fonction continue 
a support compact sur NT; pour toute fE C ? et tout E> 0, il existe f, C E 
telle que I ffo1 -f I _ E, d'ou SN I f --fof1 p dh JEv pfo dh. Cornme fof, 
appartient ' a, on a montre que b est partout dense dans Llc(N3,p). 

5. Un lemme de transition. Noiis considererons dans ce paragraphe la 
situation suivante: 

G est un groupe de Lie connexe, K et N deux sous-groupes analytiques 
de G tels que G - K N; enfin Z est un sous-groupe central de G contenu 
ldans K tel que K* = K/Z soit compact. 

7r est une representation continue de G dans un espace de Banach S) 

I est une representation continue de IK dans R telle que: 

a) quels que soient sC K et s'C G, on a p4(s)w(s') =r(S')fA(s) 

b) l'application ,u de K dans (Y ) est analytique (au sens de la 
norme de I(R)); 

c) les restrictions de w- et , 'a Z sont identiques. 

'Soit u -* u* l'application canonique de K sur K*; d'apres c), l'operateur 
, (s) %r (s) est egal a 1 pour s C Z, donc il existe une representation continue 
* de K* dans k telle que t(s) 17r(s) 7r*(s*) pour sC K. 

Ceci etant pose, on a le lemme suivant: 

LEMME 7. Soit f une fonction analytique sur K* et soit ql un el ement 
,de R), vecteur analytique de R pour la representation de N induite par 7r. 

Le vecteur 4 = f(u*)7r* (u*)q, du* est un vecteur analytique de R pour 

.la representation w-. 

Nous pouvons etendre sans difficulte les raisonnements de [1], pp. 221- 

4Si h E N est differente de e, hm tend vers l'infini pour m -e oo: sinon, d'apr's [4], 
chap. VI, lemme 2, les h- seraient contenus dans un sous-groupe compact de G non 
reduit a e; mais si x. (h) p 0 et w4+1 (h) = . .= xco (h) = 0, la construction recurrente 
de H montre que 1'on a w4 (hl) = mx4 (h), ce qui ne reste pas borne pour m -e 00. 
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224. Pour x E G. on a: 

7r(X)c-, f (u*)>7r(x)7r* (0*) du*. 

Posons, pour xE G et uCE K, xu= u6s$(x,u) O U u6 K et s(x,u) E N. Si 
vEZ, on a x(uv) =u6s$(x,u)v=- (u$v)s(x,u) puisque v est dans le centre 
de G. Done (u6)*, s(x,u) et u-1u1,, ne dependent que de x et de un'. Nous 
noterons ces elements u,,*, s (x, u*) et y (x, u*). Les applications (x, u*) -U6*, 

(X, u*) -*s (x, u*) et (x, u*) -*y (x, u*) sont analytiques et l'on a: 

-7r(X)7r*=(U6*) (-7r(X)u)(U)l7r(U) = u (U)-l7r(U,;)7r(S(X, U)) 

=-(U)-1i(Ua,)ir*(UaT*)>(S(X, U*)) =- 1t((X, U*))w* (U.T*)7r(S(X, U*)). 

Donc: 7r (x) 4) +- f (u *) t (-y (x, ul ) )r* (u,* ) 7r (s (x, u* du* 

Pour x fixe, les applications u --> u, et u --> u-l sont des applications 
analytiques reciproques l'une de l'autre de K dans K. Donc les applications 
U* -> u$,* et u* > u,-l* sont des automorphismes reciproques de la varifte 
analytique K*. Posons du_* - D (x, u*) du*, oiu D est une fonction analytique 
sur GXK*. On a: 

7r ($)f (* (*) D (x-1, uaf1*) y (x- ,uai*) ) 7r(s (x, u-1*))) du*. 

Posons: VI (x, u* ) = D (x-1, u* ) f (u,-1* )pt (-y (x, U$-l* ) ) 7r (S (X, u,$-l) ) D'apre's 
le choix de q,, (s(x, u,,-l*) ),& depend analytiquement de (x, u*); l'applica- 
tion (, ,S T, 1) aB (T* 71 de RXRX~(~) X RX5)X dans q est multilineaire 
et continue et (x, u*) > (y (x, u,,-,*)) est une application analytique de 
G X K* dans Se (). Il en ie'sulte que uf(x, u*) depend analytiquement de 
(x, u*) E G X K*; comme K* est compact, il existe d'apres le lemme 4 un 
voisinage V de e dans G et un systemne de coordonnees analytiques (t1,., t,) 
dans V tels que, pour (x,u*) C VXK*, on ait: 

q, (X, U*) y l (U*) tej(X) t (X*e"(X)) e= (el, *, e,) C Nn 
e 

ou les applications qie de K* dans R sont continues; la somme precedente 
converge uniformement et absolument dans V1X K*. Alors: 

7r() = T* (u*) 4 (x, u*) du* 

.fK7r*(U*)11e( u*)du*} tiei(x) . . . tne-(x) 

cette derniere famille de vecteurs etant encore sommable. Donc x -> 7r (x) 
est analytique dans V, ce qui, avec le lemme 2, acheve la demonstration. 
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6. Vecteurs analytiques. Cas general. Nous cominencerons par de- 
montrer un lemme concernant la structure des groupes de Lie reels generaux. 
Ce lemme est contenu dans les resultats d'Iwasawa [3]. 

LEMME 8. Soit G un groupe de Lie reel connexe et simplement connexe. 
II existe des sous-groupes ferme's K et N de G, et un sous-groupe discret Z 
du centre de G, avec les proprietes suivantes: 

(i) G=K N; 

(ii) N est resoluble connexe et simplement connexe; 

(iii) K est produit direct d'un groupe compact K' et d'un groupe 
abelien connexe et simplement connexe A; 

(iv) Z C A et A/Z est compact. 

Comme G est simplement connexe, il est produit semi-direct d'un groupe 
de Lie semi-simple connexe et simplement connexe S et d'un groupe de Lie 
Tesoluble connexe et simplement connexe R (utiliser une decomposition de 
Levi de l'algebre de Lie de G et construire a priori un tel produit semi-direct, 
qui sera isomorphe a G, puisque deux groupes de Lie connexes et simplement 
,connexes ayant des algebres de Lie isomorphes sont isomorphes) . Les groupes 
S et R sont des sous-groupes fermes de G, et R est le radical de G. L'applica- 
-tion (s, r) --> sr est un isomorphisme de la variete analytique S X R sur la 
variete analytique G. 

Il existe d'autre part (cf. par exemple [1], p. 223) des sous-groupes 
fermes K et M de S et un sous-groupe discret ZO du centre de S, possedant 
-les proprietes suivantes: 

a) S =K M; 

b) M est resoluble connexe et simplement connexe; 

c) K est produit direct d'un groupe compact K' et d'un groupe abelien 
connexe et simplement connexe A contenant Z7, avec A/ZO compact. 

Soit Z' l'intersection des noyaux des representations lineaires continues 
de dimension finie de S. On sait que 7' est contenu dans le centre de S, et 
*que S/Z' a un centre fini, de sorte que Z' est d'indice fini dans le centre de S. 
Donc Z7 7,Z nZO est d'indice fini dans ZO et par suite A/Z est compact. 
Soit p la representation adjointe de G dans F'algebre de Lie g de G; sa 
restriction a S est une representation lineaire continue de dimension finie 
de S; son noyau contient donc Z' et par suite, pour s E Z, on a Ad. s1; 
donc Z est contenu dans le centre de G. 
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Soit N =-- M R; comme R est distingue dans G, N est un sous-groupe 
ferme de G. En outre N/R est isomorphe 'a Mi, donc resoluble, de sorte que 
N est resoluble; comme M et R sont simplement connexes et que N =7Ml R, 
N est simplement connexe. Enfin, comme G = S- R et que S = K IM, on a 
G K E-N.-c.q.f.d. 

Nous allons maintenant demontrer le resultat central de cet article. 

THEIOREME. Soient G un groupe de Lie reel, R' un espace de Banach 
et r urne representation continue de G dans R. Les vecteurs de & analytiques 
pour 7r sont partout denses dans chacun des trois cas suivants: 

1) G est connexe et simplement connexe; si Z designe le sous-groupe 
introduit dans le lemme 8, les operateurs 7r(z) pour z C Z sont scalaires. 

2) G est connexe et simplement connexe, et l'ensemble des operateurs 
i (z) pour z C Z, est borne dans I (R)). 

3) La representation 7r est bornee, c'est-a-dire que l'ensemble des 
operateurs ir(s) pour s C G, est borne dans S(R)). 

Lorsque G est resolutble connexe et simplement connexe, les vecteurs 
analytiques sont partout denses dans R, comme il resulte des lemmes 3 et 6. 

Supposons G connexe et simplement connexe et introduisons les groupes 
K, A, N et Z du lemme 8; comme A est abelien connexe et simplement 
connexe, il est produit direct de deux sous-groupes A' et A", Z etant contenu 
dans A" et image de ZP par un isomorphisme (p de RP sur A" (p = dim A"). 

Dans le cas 1), posons 7r(Z) = x(z) 1 pour z C Z; il est clair que l'homo- 
morphisme X de Z dans le groupe multiplicatif C* des nombres complexes 
se prolonge en un homomorplhisme continu X' de A" dans C*. Comme K est 
produit direct de K', A' et A", on peut prolonger X' en un homomorphisme 
x" de K dans C* egal a 1 sur K' et A'; on posera /u(u) X" (it) 1 et l'homo- 
morphisme /x de K dans le groupe des operateurs continus inversibles de A, 
est une application analytique de K dans Se (). 

Dans le cas 2), l'expression p(s) sup 11 7r(Sz) 11, z C Z, est finie pour 
tout s C G et represente une semi-norme sur G telle que p (sz)= p (s) pour 
z C Z et s C G; introduisons la representation reguliere 7r' de G dans L2 (G, p). 
Comme p est invariante par les translations par les 6lements de Z, les opera- 
teurs 7r'(z) sont unitaires pour z C Z; posons: 

7r'( ((el, * *,ep) ) Ulel* * * Upep (el,*** ep cZ) 

ou les Ui sont unitaires. On peut ecrire Ui = exp HiV- 1, ou l'operateur 
hermitien continu Hi commute 'a tout operateur commutant a Uj; soit alors 
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,f la representation de A" dans 4K definie par: 

(.(tjl*. * *tp) )-rI exp V- 1 tjYj (tl,* *tp E R) 
i=l 

que nous prolongerons 'a K en posant it 7(ka'a") = / (ad') pour c' C K', a' C A' 
et a" c A". L'application ,u de K dans I (L2c ( G, p)) est alors analytique et 
les operateurs ,u (ut) commutent a tout operateur commutant aux UTi, en 
particulier ils commutent aux 7r'(s) (sE G). On a enfin A (u) =. r(u) pour 
u C Z. 

On notera alors, que pour tout groupe compact, les fonctions analytiques 
sont partout denses dans l'espace des fonctions integrables pour la mesure 
de Haar, puisqu'il en est ainsi des coefficients des representations continues 
de dimension finie. Le lemme 7 et ce qu'on a vu des groupes resolubles 
montrent alors que, dans le cas 1) les vecteurs analytiques sont partout denses 
dans R), et dans le cas 2) les vecteurs analytiques pour la representation -r' 
sont partout denses dans L2C( G, p). D'autre part, l'application (f, g) -* fig 
est une application bilineaire continue de L2c(G, p) X L2C(G, p) dans Llc(G, p); 
donc les vecteurs de Llc ( G, p) analvtiques pour la representation reguliere 
sont partout denses dans Llc (G, p). D'apres le lemme 3, les vecteurs analy- 
tiques pour la representation 7r sont donc partout denses dans ', dans le 
cas 2). 

Dans le cas 3), soit Go la composante connexe de e dans G et soit Go* 
le revetement universel de Go; la representation 7r de G definit de maniere 
bien determinee une representation continue bornee qr* de G0*. D'apres 2), 
les vecteurs de Sj analytiques pour r* sont partout denses dans . ; mais comme 
Go* est localement isomorphe a Go, un vecteur de t analytique pour r* est 
analytique pour la restriction de 7r a Go et donc pour 7r (lemme 2) .-c.q, f. d. 

Appendice. 

LEMME A. Soit U uij 11 tne matrice a coefficients complexes, a n 
lignes et n colonnes; on suppose Uij 0 pour i < j; on considere les utii =a, 
comme des constantes et l'on note t une variable complexe. Dans ces condi- 
tions, les coefficients de la matrice exp tU sont de la forme 

,E,, (t) P. (U21, U31> * *n-1b,) 
a 

ou les P,, sont des polynomes de degre < K et les E,a sont tous de la forme 

(15) z eattQ,(t), 
j=1 

Q, etant un polynome de degre < n. 
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Soit V (t) = exp tU. On sait que dVT(t)/dt=U V(t), d'o'u 
n n 

Hl (d/dt- ai)V(t) =f (U- a 1) Y V(t) =0 
j=1 i=1 

puisque, d'apres le theoreme de Hamilton-Cayley, on a 17 (U - at 1) =0. 

Les coefficients de V(t) sont donc, lorsque les uij (i > j) sont fixes, solutions 
n 

de l'equation differentielle II (d/dt - ai) f (t) =- 0, done de la forme (15). 
P=1 

Considerons maintenant t comme fixe. On peut decomposer de maniere 
unique U en somme d'une matrice diagonale D et d'une matrice N avec nij 0= 
pour i ? j (et done nij uij pour i > j). Soit (ei) la base canonique de Cn, 
et considerons D et N comme des endomorphismes de Cn; si VY est le sous- 
espace de Cn de base (e, ei+i, * , en), on a D (V') i Vi et N(V') C V*+j, 
il en resulte que tout monome (non commutatif) en D et N dont le degre en 
N est ? n est nul; par suite, pour tout entier n, les coefficients de (D + -N) 
sont, pour D fixe, des polynomes de degre < n en les uij (i > j); il en resulte 
que, pour t et D fixes, les coefficients de expt(D+N) =Etm(D+N7V)m/m! 
sont des polynomes de degre < n en les Uij (i > j): m 

Ceci pose, le lemme A est une consequence du lemme facile suivant, dont 
on laisse la demonstration au lecteur: 

LEMME B. Soient X et Y deutx ensembles, K un corps, V (resp. W) 
un espace vectoriel de dimension finie de fonctions sur X (resp. Y). Soit f 
une application de X X Y dans K telle que: 

a) pour tout x E X, I'application y f(x, y) est dans W; 
b) pour tout y E Y, I'application x f(x, y) est dans V. 

Alors f est de la forme f(x,y) =-g,(x)ha(y) avec g,,.E V et ha. W. 
a 
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