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INTRODUCTION (2).

Dans un certain nombre de questions de Géométrie algébrique contem-
poraine (« variété de Picard », « modules », par exemple), se pose le
probléme du corps minimum de rationalité d’un cycle ou d’un diviseur. Le
résultat suivant est classique : si D est un diviseur sur une variété algébrique X,
rationnel sur un corps A’ extension galoisienne finie de k, pour que D soit
rationnel sur £, il faut et suffit qu’il soit invariant par tous les automorphismes
de k'/k. Mais les méthodes classiques ne permettent pas d’étudier le cas
d’une extension A'/k purement inséparable; pour traiter ce cas, nous avons
dt remplacer les automorphismes par des dérivations, idée qui est d’ailleurs
a la base de la théorie de Galois des extensions purement inséparables de
hauteur 1 due & Jacomson [15], et de résultats de HocuscaiLp sur le groupe
de Brauver [13]. Nous avons ainsi pu obtenir des critéres assez maniables
(¢f. prop. 1% du chapitre &, par exemple), que nous appliquerons dans un
prochain article & la solution de certains problémes fondamentaux dela théorie
des variétés abéliennes.

(%) Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie située a la fin de cet
article.
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Dans ce travail, nous nous sommes efforcé de mettre le plus possible en
évidence le caractére « linéaire » de la théorie des diviseurs; c’est dire qu’il
sera souvent question de corps linéairement disjoints, ou d’extension des
scalaires dans un espace vectoriel. Cette linéarisation de la théorie, lointaine
héritiére des idées de E. ARTIN sur la théorie de Galois, a été rendue possible
par lexistence des faisceaux algébriques cohérents de Serre [17]. Grace
a Pemploi des faisceaux, nous avons pu développer tous les fondements de
la théorie, sans jamais faire aucune hypothése de normalité ou de non-
singularité sur les variétés envisagées. En contrepartie, nous avons du étendre
a un corps de base quelconque la théorie développée par SERRE dans le seul
cas du corps de base algébriquement clos.

Voici un sommaire rapide des différents chapitres.

Au chapitre 1, nous avons donné un résumé aussi précis et complet que
possible des notions fondamentales de Géométrie algébrique. Nous avons
suivi essentiellement la méthode d’exposition de CnEvALLEY dans [8],
réhabilitant ainsi provisoirement les variétés comme ensembles structurés de
points; nous avons donné un soin tout particulier au choix des notations et
de la terminologie. En particulier, nous avons utilisé dans la suite de ce
travail les notations introduites au chapitre 1, sans référence supplémentaire.

Le chapitre 2 est une théorie assez systématique des dérivations dans un
corps de caractéristique non nulle. Nous n’avons pas hésité a redonner les
définitions les plus classiques, et 4 redémontrer des résultats plus ou moins
connus sur les p-bases. Les résultats nouveaux sont essentiellement la
proposition 3, analogue d’un théoréme connu de E. NOETHER en théorie de
Galois ; la proposition 6 qui donne la « cohomologie de de Rham » d’un corps
de fonctions algébriques en caractéristique p 2 o; les propositions 7 et 8 qui
caractérisent les différentielles « exactes » et « logarithmiques » au moyen
d’un nouvel opérateur sur les formes différentielles. Cet opérateur a été
envisagé dans des cas particuliers par Barsorri [1] et TaTe [16]; sous forme
non intrinséque, la caractérisation des différentielles logarithmiques est déja
démontrée par JacorsoN dans [14]. Tous ces résultats seront utilisés au
chapitre %, n° 7.

Le chapitre 3 commence par une digression sur les faisceaux quasi
cohérents; ce n’est guére qu’'une axiomatisation des résultats de SERRE sur
les faisceaux cohérents portés par les variétés affines, et nous ne l'avons
exposée ici que pour éviter d’avoir & recommencer dans un certain nombre
de cas des raisonnements tout a fait semblables. Aprés quelques résultats
élémentaires sur les faisceaux localement libres ou sans torsion, nous étudions
dans un cas particulier I'extension des scalaires dans les faisceaux cohérents.
Nous nous proposons d’ailleurs de revenir sur la question dans un proche
avenir. Le résultat le plus utile estla proposition 14 qui est une généralisation
du dernier théoréme de WeiL dans ses Foundations. Ce chapitre ne contient
aucun résultat nouveau, ni intéressant, mais doit étre considéré comme une
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collection de lemmes; le lecteur fera bien de ne lire ces résultats qu'au
moment de les utiliser au chapitre 4.

Le chapitre & contient une théorie systématique des diviseurs et des
questions de rationalité. Quelques commentaires d’abord sur la définition
des diviseurs utilisée ici (®) : sur une variété affine, nous appelons diviseur
un 1déal fractionnaire inversible de ’anneau de coordonnées de la variété;
lorsque la variété est normale, on obtient ainsi ce qui est classiquement
dénommé « diviseurs localement principaux »; sur une variété quelconque,
un diviseur est défini par « recollement » a partir de diviseurs sur les dif-
férentes cartes affines. Les trois premiers numéros de ce chapitre con-
tiennent les définitions de base et les propriétés élémentaires des diviseurs;
le résultat le plus couramment utilisé par la suite est la proposition 6, qu’on
peut considérer comme une définition dans notre systéme. Le n° & contient
quelques lemmes d’Algeébre linéaire, identiques en substance aux résultats
de BourBaki au paragraphe 5 de son chapitre II d’Algébre. Au n° 5, ces
lemmes sont utilisés pour étendre & nos diviseurs un procédé de normalisation
dans un systéme linéaire, employé par WEIL dans sa théorie des variétés de
Picard. Le n° 6 contient les critéres classiques de rationalité des diviseurs
dans le cas galoisien et le n°7 en donne I’extension au cas purement inséparable
de hauteur 1; le n° 7 contient les résultats essentiels de ce travail, résultats
qui seront appliqués aux variétés abéliennes dans le travail annoncé. Enfin les
derniers numéros donnent les définitions de base sur les familles algébriques
de diviseurs.

Enfin, dans un Appendice, nous avons groupé un certain nombre de lemmes
sur la localisation des anneaux et modules. Ces résultats sont bien connus de
plus d’un mathématicien, et la présentation donnée ici s’inspire de travaux
récents de J.-P. SERRE et N. BOuRBAKI.

Pour terminer, signalons que ce travail constitue la thése de doctorat
de lauteur, présentée en octobre 1958 devant la Faculté des Sciences de
Paris. A tous les mathématiciens, de quelque nationalité qu'’ils soient, qui
par leur attention, leur confiance et leur intérét ont contribué a la naissance
de cet enfant, j'exprime la plus grande gratitude; a 'égard de A. WEIL et
J.-P. SERRE, ma dette est particuliérement grande. Je désire enfin témoigner
publiquement de la part importante prise par mon épouse dans la préparation
mouvementée du texte dactylographié qui a précédé ce texte imprimé.

CHAPITRE 1.

PRELIMINAIRES DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE.

On suppose donnés un domaine universel K, c’est-a-dire un corps

(*) Un traitement analogue des diviseurs sur une variété analytique complexe se trouve
dans le livre récent de A. WEIL sur la Géométrie kiihlérienne [19].
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algébriquement clos de degré de transcendance infini sur son sous-corps
premier, et un sous-corps & de K.

1. Variétés affines.

a. Soit X" un ensemble. Une structure de A-variété affine sur A est
définie par la donnée d’un ensemble A;(.X") d’applications de 1" dans K
satisfaisant aux axiomes suivants :

(A,) L’ensemble A, (X)) est un sous-anneaw de I'anneau de toutes les
applications de X dans K, contenant les constantes « valeurs dans k, et
engendré sur k par un nombre fini d’éléments.

(As) Pour tout k-homomorphisme y de Ax(AX) dans K, il existe un
point x de X et un seul tel que y(f) = f(x) pour tout fe A;(1X).

(A;) L'anneaw Ay(X) est intégre, et son corps des fractions est une
extension réguliére de k.

D’apreés le théoréme des zéros de Hilbert, pour tout idéal o de A (L") ne
contenant pas 1, il existe ze€.1" tel que f(x)=—o0 pour tout f€uq; en
particulier, pour tout idéal maximal wm de A;(.4"), il existe z € X tel que m
soit I'ensemble des fonctions de A;(.X") nulles en .

b. Soit X une A-variété affine. Une partie F de I est dite A-fermée
s'1l existe une partie H de A;(1X") telle que F soit I'ensemble des ze€ X
avec f(x)=o pour tout f€ H. Les parties A-fermées de 1" sont les fermés
d’une topologie sur _I', appelée A-topologie.

c. Soient X une A-variété affine et U un ensemble k-ouvert de .¥". On dit
qu’une application f de U dans K est réguliére (sur k) si, pour tout ze U,
il existe un voisinage A-ouvert V' de x contenu dans U et deux fonctions g
et i de Ap(X) telles que A(y) Zoet f(y)=g(y)/h(y) pour tout yeV.
On dit qu’une application d’une partie D(f) de X" dans K est une fonction
rationnelle (définie sur k) si D(f) est ouvert, f est réguliére sur D(f), et
s'il n’existe aucune fonction réguliére définie sur un ouvert U2 D(f) et
induisant f sur D(f). On note R;(A") 'ensemble des fonctions rationnelles
sur A" définies sur £.

2. Définition des variétés.

a. Soit A" un ensemble. Une structure de A-variété sur A est définie par
la donnée d’un ensemble R;(.X') d’applications dans K de parties de T,

satisfaisant & 'axiome suivant :

(V) Il existe un recouvrement fini (U;)ie; de X et pour tout i€l une
structure de k-variété affine sur U, de sorte que :

1° Pour qu'une application f d’une partie D(f) de X appartienne
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a Ry (X)), il faut et suffit que pour tout i€l, Uapplication de D(f)nU;
dans K induite par f soit une fonction rationnelle (sur k) de la k-variété
affine U,.

2° Pour i, j€1, U'ensemble U;n U; est ouvert dans U; pour la k-topologie
de U, De plus, Uensemble A;; des couples (x, x) avec x€UnU; est
l’ensemble des zéros communs d’une famille H de fonctions de la forme

(2, 0) > D fa(@)-8a(y)  avec fu€AWU) et ga€Ax(U))

sur U; < U;.
Il est clair que sur toute A-variété affine X', I'ensemble R;(.X") défini
au n° 1 ¢ munit A d’une structure de k-variété.

b. Soit X une A-variété. Pour fe Ri(X"), on note D(f) le domaine de
définition de f. Les ensembles D(f) pour fe R;(.X') engendrent une topo-
logie sur X, appelée A-topologie, dont les ouverts sont dits k-ouverts et
les fermés A-fermés. Lorsque .1 est affine, cette topologie coincide avec
la k-topologie définie au n° 1 5. Pour la A-topologie, I'espace X" est quasi-
compact, c’est-a-dire, que de tout recouvrement ouvert de .1, on peut extraire
un recouvrement fini; de plus, I'ensemble des A-ouverts de X" vérifie la
condition maximale et P'espace X est irréductible, c’est-a-dire que l'inter-
section de deux k-ouverts non vides est non vide. On en déduit que tout
k-ouvert de X est connexe et quasi compact pour la topologie induite par
celle de X, et que tout k-fermé est réunion d'un nombre fini de A-fermés
irréductibles.

c. Soit X une A-variété. Sur 'ensemble R, (1), il existe une structure de
corps bien déterminée par les conditions

(f+g)(2)=[f(z)+gx), (f&)(z)=[f(=)8=)

pour tout z€ D(f)nD(g).Si'on identifie k£ au sous-corps des applications
constantes partout définies de Ri(X), le corps Ri(X) est une extension
réguliére de type fini de k. Le degré de transcendance de R;(X) sur A
s’appelle la dimension de X, et se note dim X"

d. Soit X une k-variété. Une application f d'un A-ouvert U de X dans K
est dite réguliére s’il existe g dans Ri(A") avec UCD(g) et f(xz) =g (x)
pour tout z€U; si U n’est pas vide, cette g est alors unique. L’ensemble
des fonctions réguliéres sur un k-ouvert U est un sous-anneau de l'anneau
de toutes les applications de U dans K; si cet anneau définit sur U une
structure de A-variété affine, on dit que U est un k-ouvert affine. Tout
k-ouvert de X est réunion d’un nombre fini de k-ouverts affines, et I'inter-
section de deux k-ouverts affines est un k-ouvert affine. On notera A; ()
I'anneau des fonctions réguliéres sur .X'; ces définitions sont en accord avec
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les définitions du n° 1 pour les A-variétés affines. Si un k-ouvert U est réunion
de k-ouverts U;, une fonction sur U est réguliére si et seulement si sa restric-
tion & chacun des U; est réguliere. Enfin les éléments de R;(A") sont les
fonctions réguliéres non prolongeables en une fonction réguliére définie
sur un ouvert strictement plus grand. Par abus de langage, on dira que
f€R;(A) est réguliére sur le k-ouvert U si D (f) contient U.

e. Soit X" une k-variété. Si U est un k-ouvert de .1 et si f est une applica-
tion réguliére de U dans K, I'ensemble U, des z € U tels que f(x) 7 o est
k-ouvert; on a Uy @ si U est non vide et f non nulle. De plus, on a

UrnU;= Uy, U=U e U=0;

si U est k-ouvert affine, tout k-ouvert V contenu dans U est réunion d’'un
nombre fini d’ensembles U,; et 'anneau des fonctions réguliéres sur Uy est
engendré par l'anneau des fonctions induites sur U, par les fonctions
réguliéres sur U et par Papplication  —1/f(x).

f. Soient X une k-variété et I” une partie de I irréductible pour la
k-topologie. L’ensemble des fe Ri(.X") telles que D(f)nY A D est un
sous-anneau local de R;(X'), qu'on notera Ox(¥ /X)) ou (O4)y; son idéal
maximal se compose des fonctions nulles sur ¥nD(f). Les éléments
de Ox(¥Y/X) sont appelés les fonctions rationnelles sur X définies en ¥
ou le long de Y. Pour que O (¥ /X)) = Ri(X), il faut et suffit que ¥ soit

partout dense dans I pour la /A-topologie; plus généralement, si ¥ est
I'adhérence de ¥ pour la A-topologie, on a Ox(¥/X)=0,(¥/.X), mais
si ¥ et Z sont deux parties A-fermées irréductibles distinctes de I, les
anneaux locaux O (¥ /AX') et O;(Z/X") sont distincts. Si X" est une k-variété
affine, pour qu'une partie 7" de I soit irréductible, il faut et suffit que
I’ensemble des fonctions de A;(.X") nulles sur 7" soit un idéal premier p; on
a alors O(7/X) = (Ar(AX))y, et en particulier ;(X) est le corps des
fractions de A (X).

& Soit X une A-variété. Pour tout x€.d’, I'ensemble des f(x) pour
f€(O)x est un sous-corps k(x) de K, isomorphe par f— f(x) au corps des
restes de 'anneau local (0;),. On dit que 2 est rationnel sur k si k(x) =k,
quiil est générique sur k si (Op).= R;(.X), auquel cas f— f(x) est un
k-isomorphisme de R;(X") sur k(x); réciproquement, pour tout A-isomor-
phisme ¢ de Ri(.X") dans K, il existe un z € X et un seul tel que {( f) = f (=)
pour tout f€ Ri(AX). Soient 2z, y€.1"; on dit que y est spécialisation de x
sur k' si (Or)y C(Ot)x, autrement dit si y est adhérent a {  } pour la A-topo-
logie; un point de 4" générique sur & est alors un point dont tout autre point
est spécialisation sur 4.

3. Morphismes. Sous variétés. Produits.

a. Soient X" et ¥ deux A-variétés. On appelle k-morphisme de X dans ¥
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une application ¢ de .I" dans ¥, qui soit continue pour les A-topologies de .1~
et de ¥, et telle que, pour toute fe Ri(¥), la fonction foo définie sur le
k-ouvert ¢—'(D(f)) de X soit réguliére sur cet ouvert. Les morphismes
ainsi définis satisfont aux conditions de Boursakr [2] (§ 2). L'image d’un
/-morphisme de X" dans Y est irréductible et contient un ouvert de son
adhérence (pour la A-topologie).

b. Soient X" une A-variété et ¥ une partie de X' Si ¥ est irréductible et
intersection d’un A-ouvert et d’'un A-fermé et si le ‘corps des restes F' de
Panneau local ©,(¥/X) est extension réguliére de %, il existe sur ¥ une
structure induite par la structure de A-variété de _I. On dit dans ce cas
que I est une sous-k-variété localement fermée de X : on dira que c’est une
sous-k-variété ouverte ou fermée selon que ¥ est k-ouvert ou k-fermé. La
k-topologie de ¥ est alors induite par la A-topologie de _X'; de plus, si U est
un k-ouvert de ¥, pour qu'une application f de U dans K soit réguliére, il
faut et suffit que pour tout y € U, il existe un k-ouvert V, de X" contenant y
et une fonction gy réguliére dans V, tels que f et g, coincident dans Un V.
Si X est une k-variété affine et si ¥ est A-fermé, alors ¥ est une A-variété
affine et A;(Y¥ ) se compose des restrictions a X" des fonctions de A;(A").

c. Soient X et ¥ deux A-variétés. Sur I'ensemble I < U, il existe une
structure-produit des structures de A-variétés des facteurs. La A-topologie
sur X" >< ¥ est plus fine que la topologie-produit des A-topologies de .1~
et de ¥, et méme strictement plus fine si X" et ¥ ne sont pas réduites
a un point. Si Uc A et V¥ sont k-ouverts, alors U< V est k-ouvert
dans X" < ¥ et les fonctions réguliéres sur U < V sont les applications de

la forme (z, y) —+Zfa(x).ga(y), ou les f, sont réguliéres sur U et
a

les g, réguliéres sur ¥7'; de plus, si U et V sont des k-ouverts affines, il

en est de méme de U x V. Pour fe R;(.1"), application (z, )')Lf(x)
de D(f) < ¥ dans K appartient & R;(.X > ¥") et I'application f— /" est un
k-isomorphisme de R;(X) sur un sous-corps de R;(A > ¥') auquel on
I'identifiera; si 'on procéde de méme avec Ri(Y'), alors les corps £;([X")
et 2;(Y') sont linéairement disjoints sur £ et engendrent Rz (A" > ¥). Pour
qu’une application ¢ de X" dans ¥ soit un k-morphisme, il faut et suffit que
son graphe I' soit une sous-A-variété fermée de I < ¥ et que la projection
de I' sur ¥ soit un isomorphisme de A-variété. Enfin, si U est un k-ouvert
de X' < ¥, ensemble V des x€ X tels que Un(x < ) soit non vide est
un k-ouvert de X" et ¥ est non vide s’il en est ainsi de U.

d. Soit 1" une /-variété. On dit que I est complete si, pour toute
k-variété ¥, la projection sur ¥ d’un ensemble A-fermé dans A < I est
k-fermée dans Y. Il revient au méme de dire que tout anneau de valuation
du corps R;(X") qui contient & et admet R;(.1") comme corps des fractions
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contient I'anneau local (Oi), d'un point de .X. Si I est compléte, on
a Ay (X)) = k. Une A-variété affine non réduite & un point n’est pas compléte;
une sous-A-variété fermée d’une A-variété compléte, le produit de deux
k-variétés complétes, I'image d’'un morphisme défini dans une A-variété
compléte, sont des A-variétés complétes.

e. Une k-variété de groupe G est un ensemble muni d’une loi de groupe et
d’une structure de A-variété telles que les applications (z, y) > x.y et & —ax—!
de G < G et G respectivement dans G soient des A-morphismes. Soit alors
2 un point de G rationnel sur £; les translations a gauche y,:y—> 2.y et
a droite 0, :) —y.x sont alors des automorphismes de la A-variété G. Si G
et H sont deux A-variétés de groupe, un k-homomorphisme de G dans H est
une application de G dans H qui est a la fois une représentation pour les lois

de groupes et un A-morphisme pour les structures de A-variétés.

k. Applications rationnelles.

a. Soient X" et ¥ deux A-variétés. Soit € I'ensemble des A-morphismes
définis dans un A-ouvert non vide de X et & valeurs dans }; on ordonne €
par la relation de prolongement. On appellera application rationnelle de X
dans ¥ tout élément maximal de €; tout élément de € se prolonge en une
application rationnelle de X" dans } et une seule. Soit ¢ une application ra-
tionnelle de X" dans ¥'; I'adhérence dans .I'>< ¥} du graphe de ¢ est une
sous-A-variété fermée 7" de X' >< V" et 'ensemble de définition D(¢) de ¢ est
le plus grand A-ouvert U de X tel que la projection p de 7" sur .X induise un
isomorphisme de A-variété de p—(U) sur U. Si de plus { est une application
rationnelle de ¥ dans une A-variété Z, on dit que ¢ et U sont composables
si 'image de ¢ rencontre ’ensemble de définition D () de &; on note alors
U © o l'application rationnelle de .I" dans Z prolongeant le A-morphisme
Yoo de D(o)no(D(Y)) dans Z.

b. Soient X et ¥ deux A-variétés. Si 'on munit K de la structure de
k-variété affine définie par I'ensemble des polynomes a coefficients dans £,
les applications rationnelles de .X" dans K sont les éléments de R, (.X). Soit ¢
une application rationnelle de X" dans ¥ et soit 7" I'adhérence dans ¥ de
I'image de ¢; alors 7" est une sous-kA-variété fermée de F et I'ensemble
des fe R (Y) composables avec ¢ est I'anneau local Op(7/Y); de plus
Papplication f— f(® ¢ est un A-homomorphisme de 0;(7°/¥") dans Ry ([X"),
dont le noyau est I'idéal maximal de Oy(7/Y), et qu'on appellera le
cohomomorphisme de o©. Réciproquement, si ¥’ est une sous-A-variété
fermée de ¥, tout A-homomorphisme de Ox(¥’/Y) dans R (X)) nul sur
I'idéal maximal de l'anneau Oy (¥'/¥), est le cohomomorphisme d'une
application rationnelle de .4 dans ¥ et d’une seule. En particulier, les
k-isomorphismes de R;(} ') sur un sous-corps de R;(A") sont les cohomo-
morphismes des applications rationnelles dominantes de X dans ¥, c’est-
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a-dire, par définition, celles dont I'image est partout dense dans ¥. Si F est
une k-variété affine, pour tout A~-homomorphisme { de Ax(F) dans Ry (.T),
il existe une application rationnelle ¢ de . dans ¥ et une seule, telle
que {(f)=f© ¢ pour tout f€ 4;(¥); et pour que ¢ soit un k~morphisme,
il faut et il suffit que ¢ applique 4;(¥") dans 4;(X").

c. Soient f: X' —Y un k-morphisme et A le cohomomorphisme de f.
Supposons que Ry (') soit algébrique sur le corps A(Ri(}')); alors, il existe
un k-ouvert non vide U de ¥ tel que I'image réciproque de tout point de Use
compose d’'un nombre de points égal au degré séparable [ Ry (X ) :A(Ri(¥))]s.
On dira que f est un morphisme birationnel si A est un k-isomorphisme
de Ry(Y) sur Ri(X"). Si f est un k-morphisme birationnel deX” sur ¥, il
existe un k-ouvert non vide U de X tel que f(U) soit k-ouvert dans I et
que f induise un A-isomorphisme de U sur f(U); cette propriété caractérise
d’ailleurs les morphismes birationnels.

3. Extension des scalaires. Conjugués.

a. Soient X" une k-variété et A’ un sous-corps de K contenant £. Il existe
sur X" une structure unique de A'-variété, telle que tout ensemble A-ouvert
affine U de A soit K’-ouvert affine et que les fonctions réguliéres (sur k')
sur U soient les combinaisons linéaires a coefficients dans &’ des fonctions
réguliéres (sur k) sur U. Cette opération, appelée extension des scalaires,
est transitive et compatible avec la formation des produits et des sous-variétés.
Pour que .I" soit compléte comme A-variété, il faut et suffit qu’elle le soit
comme k'-variété et de méme pour la propriété d’étre affine. Le corps Ry (A7)
est engendré par les corps &’ et Ry (1) qui sont linéairement disjoints sur £.
La k-topologie est moins fine que la A’-topologie. Si 7'C X est A'-irréductible,
il est A-irréductible et V'on a O (7/X) =R (X )nOp(T/X). Soit U un
k-ouvert de X'; si B est la k-algébre des fonctions de Ry (X") réguliéres sur U,
et B’ la Kk'-algébre des fonctions de R ([X') réguliéres sur U, alors toute
base de B sur £ est une base de B’ sur £'.

b. Soient X" une k-variété, &’ et k" deux sous corps de K contenant & et o
un k-isomorphisme de A’ sur k”. Alors ¢ se prolonge de maniére unique en
an isomorphisme f— f° de Ry (A7) sur By (A7) induisant P'identité sur R (X).
De plus, il existe une bijection U — U° de I’ensemble des A’-ouverts de A" sur
I'ensemble des A’-ouverts, compatible avec intersection et réunion finies et
telle que D( f)°= D(f°) pour f&€ Ry (X ). Si U est K'-ouvert affine, alors U°
est A"-ouvert affine; si U est k'-ouvert et f& Ry (A") est réguliére sur U,
alors f9 est réguliére sur U%. Par passage au complémentaire, on définit F'°
pour un A'-fermé F'; si T est un A'-fermé irréductible, 7' est un A"-fermé
irréductible et I'on a O (7T°/X) =0 (T/X)°; si X est affine, et si le
k'-fermé F est 'ensemble des zéros communs d’une partie H de Ay (.X),
alors F'° est '’ensemble des zéros communs de H°c A (X) = Ay (X)°. Sit
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est un A-isomorphisme de %" sur un sous-corps A” de K contenant £, on a
la formule de transitivité (U%)*— U*°. Supposons alors que & soit le corps
des invariants d'un groupe G d’automorphismes de A’; pour qu'un sous-
ensemble U de X soit A-ouvert, il faut et suffit qu’il soit A’-ouvert, et qu’on
ait U= U pour tout g€ G. Enfin, si A’ est purement inséparable sur £, la
k-topologie sur _I" est identique & la A’-topologie.

c¢. Lorsque k£ —= K, on omet K dans toutes les notations; ainsi on appellera
variété une K-variété, etc. Par extension des scalaires de & 4 K, toute k-variété
porte une structure de variété. Réciproquement, on peut considérer une
k-variété comme une variété I munie de la structure additionnelle définie
par un sous-corps R;(X") de R(.I") satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Les corps Ri(X') et K sont linéairement disjoints sur k et engen-
drent R(.Y).

2° Tout point de X a un voisinage ouvert affine U tel que la K-algébre
des fonctions de R(X') régulieres sur U soit engendrée par des éléments
de Ry (X).

Cette structure additionnelle s’appelle une A-structure. Si A’ est un sous-
corps de K contenant k, une A-structure définit une A'-structure telle
que Ry (A) =K (Ri(X)). Le probléme de la descente du corps de base sur
une k-variété X', de k& & un sous-corps £,, consiste & trouver une k,-structure
sur X telle que Rp(AX')=k(R;(X)); il existe toujours un sous-corps A,
de K, de type fini sur le sous-corps premier de K, et tel que la descente du
corps de base de & a £, soit possible.

CHAPITRE 2.

THEORIE DIFFERENTIELLE DES CORPS DE CARACTERISTIQUE NON NULLE.

NotaTions. — Les corps envisagés sont commutatifs et de caractéris-
tique p # o, le nombre premier p étant fixé.
Si A est un anneau, on pose

Dyv)=[u,v]=u.v—v.u

pour u,v€ A et pour u€ A on note L, ou L (u) l'opérateur additifv — u.v
dans A. On note f.g le composé x — f(g(x)) de deux opérateurs additifs
dans un groupe abélien G; 'ensemble & des opérateurs additifs dans G est
alors un anneau dont l'élément unité sera noté 1.

1. Définition des dérivations (*). — Soit K un corps. On appelle

(#) A Pexception de la formule (3), et de Passertion concernant o7, le contenu de ce
numéro est valable sans ’hypothese p % o.
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dérivation de K toute application d de K dans lui-méme qui vérifie les deux
identités

(1) d(z+y)=0(x)+9d(y),

(2) Nz.y)y=0(z).y +x.0(¥) (z, yeK).

Une dérivation d de K satisfait & un certain nombre d’identités que nous
allons maintenant établir. Tout d’abord, on a la formule

(S)m ()(aﬁ’”):m.x”‘*‘.d(x)

valable pour tout entier m pour z€ K*; pour établir cette formule, on
remarque que d’aprés la formule (2), on a

()(a:nH—l) :d(x’”),x -+ x’”.d(x)

ce ui montre immédiatement que les formules (3),, et (3),,,, sont équiva-
lentes; la démonstration s’achéve en notant que (3), est triviale. Comme
cas particuliers de la formule (3),,, on obtient les formules suivantes :

(3)o d(1)=o,
(3)_, 0(a—1) =— 2.9 (),
(3), d(ar)=o.

La formule suivante n’est qu'une traduction de la formule (2) :
(4) [0, Le]= L.

Les formules (1), (2), (3),. (3)—1 et (3), montrent que l’ensemble des
¢léments de K annulés par une dérivation d est un sous-corps K(d) de K
contenant K”. De plus, d’aprés la formule (4), pour qu’une dérivation J
de K soit linéaire par rapport a un sous-corps k de K, il faut et suffit que 0
soit nulle sur 4, c’est-a-dire AC K (d); une telle dérivation sera appelée
une A-dérivation de K.

Nous démontrons maintenant la formule de Leibniz :

m\ .. . .
(5 I(@y)= ¥ ( : )0l(x>-0f<y> (@, y€K)
i+j=m
- - . m
valable pour toute dérivation J de K et tout entier /7,22 0; on note ( i>
le coefficient binomial m!/i! (m —i)! pour oZi—<m et l'on convient
que <niz> —o sl {<<o ou {>m. La formule (5), est triviale puisque 0° est

I'identité de K; la formule (5), n’est autre que la formule (2); enfin la
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formule (5),, implique la formule (5),,., car si 'on admet (5),,, on a

O (@.y) = 0(0" (2.y) = N <’”)d<dl<x> 9 (5))
i+j=m

= ( )]0 (2).010) + 0'(2).00 () |

i+j=m

i ,,m < >dl(x) 0/())+< )()z($) M}/);

= % (" )o@

l
i+j=m-+1

. m m ‘m 1"
en vertu de la formule bien connue <i 1> —+ < ; > :( + )
—_ 7

Soit & un sous-corps du corps K; nous noterons g(AK/k) 'ensemble des
k-dérivations de KA. Soient d et 0" deux A-dérivations de K et aeK; il
est immédiat que d -+ d et a«.d =L,.0 sont des A-dérivations de K et
que ¢ (K/k) est un espace vectoriel sur K. De plus, il résulte de la formule (5),

et des congruences <]Z>EO (mod p) pour o< i<p que OJ” est une

k-dérivation de K; enfin il est clair que 0" —=[d, 0'] est A-linéaire et le
calcul suivant montre que ¢” satisfait a la relation (2), donc appartient
ag(K/k).

I (z.y)=0{d(z.y)} —0"{d(z.y) ]
=0{d(z).y+z.0'(y)} —0'{d(x).y +x.9(y)]
=0(0(2)).y + 0 (2).0(y)+0(z).0'(y)+ 2.0 (y))
—d'(d(x)).y —9(x).0'(y) —d'(x).9(y) — x.0'(d(y))
=0J"(z).y +x.0"(y).

Déﬁnition des p-bases. — Soit K un corps, extension d’un corps L;
on suppose [K : L] fini et L > KP.
Nous nous proposons de déterminer la structure de g(K/L); pour cela
nous aurons besoin d’un résultat préliminaire.

LemMe 1. — Soit k(x) = k' une extension monogéne d’un corps k. On
suppose xP €k et x&k. Alors les monomes x* pour o i < p forment une
base de k(x) sur k et il existe une k-dérivation 0 de k(x) et une seule telle
que d(x) =1.

Posons z7—ae€k; comme x est racine dans A’ du polynome A7 — «
de A[X'], Vassertion sur la base de &’ sur k sera prouvée si I'on montre que
le polynome X7 — g est irréductible dans A[1']. Or, on a

AP—a= (X —=z) dans K'[1];
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par suite, si un polynome unitaire /> de A[.1"] divise X7 — @ dans A[X],
il le divise a fortiori dans A'[X] et est donc de la forme (X — z)"
avec o Zr=Zp. Comme le coefficient de .¥"—' dans (X — x)" est égal
a —r.x et que xgk, ce coefficient ne peut étre dans A que si r =o, p,
c’est-a-dire P—=10u P = 17— a.

Si 0 est une k-dérivation de A’ telle que d(x) =1, on a d(z!) =i.2x!
pour oZi<<p d'aprés la formule (3);; réciproquement, comme les
monomes ! (0 =Z¢ < p) forment une base de &’ sur £, il existe un opérateur
k-linéaire Jd dans A" défini par d(x!) = i.2'~" pour 0 =i << p. Pour montrer
que 0 est une A-dérivation, il suffit, comme les deux membres de la formule (2)
sont bilinéaires en x et y, de vérifier cette formule lorsqu’on remplace x
par zf et y par «/; nous distinguerons deux cas :

ij<p: Olata))=0(at) = (i+ )@t
=(l.a™") .2/ + 2. (J.ai—t) =0 (2}) . &/ + 2t.0 (x)),
(+j>p: d(xd.a))=0(2")=0d(a.2"/7P)=a.(i+j—p).xt+/—prt
= ({+)).xt=0(at). 2/ + 2.0 (x)).

C. Q. F. D.

Nous appellerons p-base de l'extension K/L tout systéme minimal de
générateurs de cette extension; comme [ A : L] est fini, une p-base est finie
et tout systtme de générateurs de K sur L contient une p-base de K sur L.

Prorosition 1. — Pour qu’une suite { ; }oizn d’éléments de K soit une
p-base de K sur L, il faut et il suffit que les monomes x;...xjy avec
0 L jo << p pour 1 ZaLn forment une base de K sur L.

Nous commencerons par une remarque : soient £, F' et r trois corps tels

que ESDF>G; si {u,} est une base de £ sur F et {¢g} une base de F

sur G, alors {uy.¢g] est une base de £ sur G. En effet, tout z€ X est de la

forme Ex’x-lta avec x, € F; comme x,€F, il est de la forme Zxag.()g
o 8
avec x,g€ G, d’on finalement x:szg.ua.(Jg; de plus, si Uon a une
:z,ﬁ

relation E ZyB.Uy.r3=0 avec xy3 € G, on en déduit
a3

Z(zxa{g.(‘g)ulzo, d’ou leg.wg:o
« B 3

pour tout o et finalement Z3= 0 quels que soient o et 5.
Supposons que { ; |;;, soit une p-base de K sur L; nous poserons

Li=L(z,...,x) pour 1=iZn et L,=—1L.
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Onaalors L,=K et L;,— L;(2;4) pouro =i <n —1,tandis que &; 1 & L;
[sinon on aurait K = L (x;);.+;,, et ceci contredit la définition d’une p-base]
etzf,, € L c L;. Lelemme 1 montre alors que les monomes 2/, pouro=;j < p
forment une base de L., sur L; et la remarque précédente montre alors
par récurrence sur ¢ que L; admet les monomes z/i...z}i (0 Zj,<<p
pour 1 = a = i) comme base sur L.

Réciproquement, supposons que les monomes 2/:...z/» avec 0 j,<<p
pour 1< a <n forment une base de K sur L; comme [ K : L] est fini, tout
sous-anneau de A contenant L est un sous-corps de A et par suite, pour
toute partie # de [1, n), on a L(z;);en= L[ ;]ien- Comme les monomes z/
pour o <j<p forment une base de L(«;) sur L d’aprés le lemme 1, on
voit que le composé Ly des sous-corps L (xz;) pour i€/l admet pour base
sur L les monomes x/i...x/» avec jo—o pour o g ll. 1l en résulte
que Ly K pour H=[1, n] et donc { &y, ..., x,} est une p-base de K/L.

C. Q. F. D.

Le résultat suivant sur le lien entre p-bases et dérivations sera précisé

au n° 4 au moyen de la notion de différentielle.

ProPOSITION 2. — S7 { 2; },2in st une p-base de I’extension K/L, il existe
une base {0;}, i, de U'espace K-vectoriel ¢(K/L) bien déterminée par
les conditions 0;(x;) = 0;; pour 11, j Z n.

Pour 1 <7< n, notons K; le sous-corps de K engendré par L et les x;
avec jZ1i; on a donc K=K;(z;), ;¢ K; et 2 € LC K;. Le lemme 1
montre alors qu’il existe une unique dérivation J; de K nulle sur K;
et telle que 0;(«;) =1; autrement dit, d; est 'unique dérivation de K
nulle sur L et telle que 0;(x;) = J;;, puisque K; est engendré par L et
les «; pour j#i. Ceci montre 'existence des d;; de plus, sideg(K/L), la

dérivation 0 — Z 0(x;).0; de K est nulle sur L et sur les #;, donc sur K

1Zizn
et 'on a

0= 2 d(x:).0s;

1£LiZLn

. o o, . l , .
enfin si l’on a une relation linéaire 2 a;.0;— 0, on en déduit

1ZLiZLn
—~
aj; :z a; 6[/‘:2&[ d,—(x,-) =0
i i

pour 1= j < n, ce qui démontre I'indépendance linéaire des d;.

C. Q. F. D.
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3. Propriétés des p-algébres de Lie de dérivations. — Soit K un corps.
Un ensemble g de dérivations de K est appelé une p-algébre de Lie lorsque
c’est un sous-espace de 'espace K-vectoriel de toutes les dérivations de KA,
et de plus, stable pour les opérations (d, 0")—>[0d, d'] et d—0d”. Si g est
une p-algébre de Lie de dérivations de K, nous noterons Kg le sous-corps
de K formé des éléments annulés par toutes les dérivations d appartenant a g.

Nous supposons donnée une p-algebre de Lie g de dérivations de K, de
rang fini n sur K. Pour tout 2 € K, soit u, la forme linéaire d - d (z) sur §g;
I'intersection des noyaux des formes u, étant visiblement réduit & o et g
étant de dimension finie, il existe des éléments x; de K (17 n) tels que
les formes linéaires u,, pour 17 < n forment une base du dual de I'espace
K-vectoriel g. Considérant la base de g sur K duale de la base { uy, }icizn,
on voit finalement qu'il existe une base {0;}i_io, de § sur K et des élé-
ments z;(1Z1i=n) de K tels que 0;(x;)=0;; pour ¥ =1, j<n. Ces
données resteront fixées dans la discussion qui suit.

Soit de€g¢; on a donc 0 = Z a;.0; avec a;€ K, d’ou

1Zi£n

d(x;) :Z a;.0;(z;) :Z a;.0;; =a;

et par suite, pour que d = o il faut et suffit qu'on ait d (x;) = o pour 1= j = n.
En particulier, on en déduit immédiatement les formules

(6) [0, 0;]=0, 0’=o0

pour 11, j = n, comme on le voit en appliquant & x, pour 1/ n les
dérivations [d;, d;] et 97 de g. Nous poserons d;—= z;.0; de sorte que

0i(z;) = z;.0; pour 11, j<Zn;
de la méme maniére que pour les d;, on voit que les 0; satisfont aux formules
(7) [0 9j]=0,  9/=0;.

Soit alors ¥ un espace vectoriel sur le corps K; nous supposons donnée
une application d — r(d) de g dans 'anneau & des opérateurs additifs de V'
qui vérifie les identités suivantes :

(8) r(@—+0)=r(d)+r(ad),

(9) r([d, 9']) =[r(9), (9],

(10) r(or)=r(d),

(11) r(a.d) (z)=a.r(9) (z),

(12) rd)(a.x) =0d(a).x +a.r(d)(z)

pour 0, 0'€g, a€ K et z€ V. Pour 1Zi < n, nous poserons r;=r(0d;) de
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sorte qu'on a rf=r; et ryr; =r;r; quels que soient i et j d’apres (7); nous
allons décomposer 'espace ¥V par rapport aux valeurs propres des opéra-
teurs r;. Pour cela considérons le polynome P (X)) = X» — X = l I (X —a)

0Zalp
de K[AX]; pour oZa<p, nous poserons P(X)=P,(X).(1 —a)
avec P,€ K[X']; de plus, en prenant les dérivées logarithmiques, on trouve

(13) P(X)/P(X)= Y 1/(X—a)
oZLalp
soit, en multipliant par P,

(14) 2 P (X)=P(X)=—1,

0<a<lp

de plus, pour a = b, il est clair que P,(A").P,(A") est divisible par P (X").

Par suite, si 'on pose r; ,—=— P,(r;) pouroZa-<<pet1ZLiLn,ona
2 r,-,,,:'l et r,-)ari,bzo
0zLalp

pour a2 b etaussir;  r; s=r; sri . puisque r; et r; commutent quels que
soient ¢ et j. Si S, est 'ensemble des suites (a4, ..., @,) —a d’entiers tels
que o Z a;<< p pour 1 i n, nous pouvons alors poser

E(a) = II Tia; pour a€s,

1ZLiZn

et les relations précédentes montrent qu’on a

M E(@)=1, E(a)E(b)=o

pour a*b. Autrement dit, V' est, en tant que groupe abélien, somme
directe des sous-groupes V(a) = E(a) (V) et larelation (r;— a.1).r; s =o
montre immédiatement qu'on a r;(z) = a;.x pour z € V (a). Par suite :

1° V(0) est ’ensemble des éléments de V" annulés par les r; pour 1 Zi<n
donc, puisque les d; forment une base de g, il est égal & 'ensemble Vg des
éléments annulés par les r(d) pour tout d e g.

2° Pour a€ S,, posons 22— H %; comme 0; annule les z; pour j = i,
1ZiLn

il est linéaire par rapport au corps engendré par ces éléments dans X, et la

formule (3) montre alors qu'on a 9d;(2?) = a;.2?; soit alors ¢€ ¥V, d’ou

BULL. SOC. MATH. — T, 86, FASC. 3. 13
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d’aprés la formule (r2)
ri(a®.0) =0;(2®).0 + 2. ri(v) = a;. 2.0 + 2. ri(v)

et ceci montre que pour que x*.¢ appartienne a V' (a), il faut et suffit que ¢
soit annulé par les r;, c’est-a-dire appartienne & Vg.
Finalement, on a prouvé que tout élément de V s’écrit de maniére unique

sous la forme Z 2. Vq ou les vq appartiennent au sous-groupe Vg des

a€ES,
éléments de V annulés par tous les r(d) pour de&g. De ceci, nous allons
déduire deux résultats importants.

ProrosiTiON 3. — Soient K un corps de caractéristique p, § une p-algébre
de Lie de dérivations de K, de rang fini sur K, et V un espace vectoriel
sur K. On suppose donnée une application d —r(0d) de ¢ dans I’anneau
des endomorphismes du groupe additif V vérifiant les conditions (8) a (12).
Alors Uensemble Kg des éléments de K annulés par tous les d€g est un
sous-corps de K et l’ensemble Vg des éléments de V annulés par tous les r(9)
pour 0€g est un sous-espace vecloriel sur Kg de V. De plus, I'homo-
morphisme ¢ de K @k, Vg dans V défini par ¢(x @ v) = z.¢ est bijectif.

On a déja noté que Ky est un sous-corps de K et que Vg =F£(0) (V) est
un sous-groupe de V'; enfin, d’aprés (12),si zr€Kgetv€ Vgonax.ve Vy.
De plus, si’on spécialise au cas V' = K le résultat de la discussion précédente,
on voit que les monomes 2 pour a€ S, forment une base de K sur Kg;

12 ’ . .o . Y
comme tout élément de V" s’écrit de maniére unique sous la forme b B,

aEs,
avec v, € Vg, I'application ¢ est bijective d’aprés les propriétés des produits
tensoriels. C.Q.F.D.
RemarQUE. — Comme ¢ est bijectif, toute base de Vg sur le corps Ag est

aussi une base de V sur K. De plus, avec les notations précédentes, les z;
pour 1 =i n forment une p-base de K sur K¢ d’apres la proposition 1.

Prorosition k. — Soit K un corps de caractéristique p. L'applica-
tion W:g— Ky est une bijection de l'ensemble des p-algébres de Lie de
dérivations de K, de rang fini sur K, sur ’ensemble des sous-corps L de K
contenant K? et tels que [K: L) soit fini. La bijection W~ est I'applica-
tion L — ¢(K/L).

Soit g une p-algébre de Lie de dérivations de K, de rang fini sur A. On
a Kg> KP car toute dérivation de K est nulle sur K7; de plus, on a vu qu’il
existe une base {0;},;.., de g sur K et une p-base {z;},., de K sur Ky

ayant méme nombre 'd’éléments et donc [ A : Kg] = pl8:K],
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Soit L un sous-corps de K contenant A7 et tel que [ A : L] soit fini. Alors
d’aprés les propositions 1 et 2, (K /L) est de rang fini sur K et 'on a

[K: L] = pBKL:K],

On a de maniere évidente LCKg = L’; mais d’aprés les formules

(K/L)
précédentes de dimension, on a

[K:L']| = pS$KmK—[K: L]

et donc L —=L'. On a donc prouvé L :Kng/L) et 'on prouve de maniére
analogue la formule g = g(K/Kjy). o

C. Q. F. D.

k. Différentielles (°). — Soit K un corps et soit L un sous-corps de K
contenant K7 et tel que [K:L] soit fini. On pose g —=g(K/L) et pour
tout entier 7> 0 on note Q" (K/L)=Q" I’espace K-vectoriel des formes
K-multilinéaires alternées de r variables dans g; comme g est de rang fini
sur K d’aprés la proposition &, on peut identifier Q" & la puissance exté-
rieure ritme de Q!, le produit extérieur w; A ... A o, s'identifiant & Papplica-

tion (04, . .., 0y) = detw;(d;). On note L la somme directe des Q", c’est-a-dire
Palgébre extérieure de Q'; les éléments de Q sont appelés différentielles
(de K sur L).

Pour z€ K, on note dz la différentielle 0 — d(z); I'application x — dx
de K dans Q! est L-linéaire et I'on a 'identité

(15) d(z.y)=x.dy +y.dx (z, y€K).

Soit { #; }i.i.n une p-base de K sur L; d’apreés la proposition 2, il existe une
base {0;}i.izn de g sur K déterminée par la condition 0;(x;) =0;j, autre-
ment dit {0;, dx;>=20;; pour 1 L1, j = n, ce qui prouve que {dz;}i»
est la base de Q! duale de la base {d;} de g¢. Réciproquement, si des diffé-

(®) Une partie des résultats de ce numéro s’étend aux corps de caractéristique quel-
conque. Soient en effet K/L unc extension de type fini et g lalgébre de Lie (sur le
corps L) formée des L-dérivations de K; on peut considérer g comme un espace vectoriel
sur le corps K. On notle alors Q" l'espace des applications K-multilinéaires alternées
de g~ dans K, et pour z€K, on note dzreQ! lapplication 9d->d(x) de g dans K.

Si K=L(x, ..., @), la relation d(x,)=...=d(x,) =0 pour d€g implique Jd = o;
il en résulte immédiatement que g est de rang fini sur K, et que Q! est engendré
sur K par dx,, ..., dz,; changeant au besoin la numérotation des z;, on peut supposer

que {dz;}) _;p est une base de Q! sur K. Alors, il existe une base {9, };_;, de g sur K

définie par 9;(z;) = 5,/. pour 1 =%, j<n ct si J€g annule z,,..., z, on ad=o0; on

en déduit alors [0;, d;]=o0 pour 127, j < n. Ceci étant, comme ¢ est de rang fini

sur K, on peut identifier Q :Z Q" & Palgébre extérieure de Q', et la démonstration
r>0

de la proposition 5 est valable sans changement.
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rentielles dz; pour 1 =i <n forment une base de Q! sur A, il résulte des
raisonnements du n° 3 que { z; };;., est une p-base de K sur L (¢f. remarque
suivant la proposition 3). Autrement dit, /’espace K-vectoriel Q! est engendré
par les différentielles da pour x € K, et pour que les dz; pour 1 =i -n
Jorment une base de Q, il faut et suffit que les x; forment une p-base
de K sur L. Enfin, si z€ K, la relation « dxr =0 » équivaut a « pour
toute d€ g, on a d(x) = o », soit d’aprés la proposition k & « z€ L ».

ProrositioN 5. — 7l existe dans Q un opérateur L-linéaire d et un seul
vérifiant les relations

(16) d(o Ao)=do A o'+ (—1)n A d (weQr, w'e),
(17) d(dw)=o (we )

et prolongeant lapplication z—>dx de Q=K dans Q'. De plus,
d applique Q" dans Qr+'.

Démontrons d’abord 'unicité de d. Soient donc d, et d, deux opérateurs
satisfaisant aux conditions de la proposition 5; la formule (16) montre que
I’ensemble A4 des différentielles w telles que d,» = d,» est un sous-anneau
de Q; de plus, pour z€K, on a de =d,x =d,z, dou KCA; enfin
pour z€ K, on a ddx =d,d,xz = o d’aprés (17) et de méme drdz = o et
par suite 4 contient x et dx pour z€ K. Or, comme I'espace K-vectoriel !
est engendré par les différentielles da et comme Q est I'algébre extérieure
de Q!', I'anneau Q est engendré par les = et les dx pour x€ K, ce qui
prouve A — Q et donc d,—= d.

Démontrons I'existence de d. On peut trouver une base {0;}, .;, de g et
des éléments ; de K pour 1 =i n tels que 9;(x;) = 9d;; pour 114, j=n
et les différentielles dz; forment alors une base de Q! sur K. De plus d’apreés
la formule (6), on a [d;, d;] =o0 pour 1=¢, j = n et 'on voit immédiate-
ment qu'on a

(18) duw = Z 0i(z).dx; (reK).

1<£Lign

Comme L est)'algébre extérieure de Q!, les différentielles
W= d:l),-‘ /\ PPN /\ dx[,‘
pour toutes les suites strictement croissantes H = (i;, ..., i) d’indices

compris entre 1 et n, forment une base de Q sur K. Nous définirons alors un
opérateur L-linéaire d dans Q par la formule

(19) d<29311o®11>:2d1‘1{/\ Ay73 (zxueK).
H H

Faisant H—=0, on voit que d prolonge l'application x—dxr de Q°
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dans Q*; 1l est clair que d applique " dans Q"+!1. Pour vérifier la formule (16),
il suffit par linéarité de le faire pour w — a.wy et w'=—=a'.wj; on a alors

o A= (a.d). (og \ o),
mais comme wz A 0z est nul, ou de la forme == wz., on a
dow \No')=d(a.d)\Nog\wp=(a.dd + d.da) \ oy \ o
= (—1)(a.om) \(dad' \wg )+ (da \og) \ (' .on)
=(—1ywAdo'+ do \ o,
s1 H a r éléments puisque da’ A\ oy = (—1) wg \ dda'.
Nous vérifierons d’abord la formule (17) lorsque w—=x€ K ; on a alors
d’aprés (18) et (19) :
(l(dx):z d(()i(x).dxl—):Ed(di(x))/\dx[:Z()/()i(x).dx,-/\dxl-
i i i
et par suite d(dz) = o puisque dz; \ de;—=o0, dx; \ dz;j+ dz; \ dx;— o

et 0;0;,— 0;0;. Dans le cas général on peut se limiter au cas ol ® = @.w,y,
d’ott dw = da )\ vy d’aprés (19) et

d(dw)=d(da \ wy)=dda \ og+(—1)da )\ doy—=o0

puisque dda — o et dwy= o.

L'application K-linéaire w —w qui applique w €& sur (—1)"® est un
automorphisme de l'algébre Q; de plus on a dw —=— d@ et la formule (16)
s’écrit

dio No')=do \ o'+ o A\ dw'.

D’apreés la formule (16), le noyau de d dans £ est une sous-algébre Z de
la L-algébre Q et I'image B de d est un idéal de Z d’aprés les formules (16)
et (17); nous allons déterminer I'algébre de cohomologie #¢(K/L)=Z/B
qui est 'analogue du « groupe de de Rham » d’une variété différentiable.

Prorosiion 6. — Soit { z; }y ;. , une p-base de K sur L. La sous-algébre Z
de la L-algébre Q est alors somme directe de lidéal B et de la L-algébre
engendrée par les éléments f;— x} ™ .dx; (1 L1 Zn).

On sait que les dz; forment une base de Q! sur K et que les monomes
= l] 28 pour a€ .S, forment une base de K sur L (°); il en résulte

1LiLn

(®) On rappelle que S, est Pensemble des suites a = (a, ..., @,) d’entiers avec
oZLa,<ppour 1Lin,
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immédiatement que les différentielles 2 w;; pourae S,et HC |1, n], ol wy
est définie comme dans la démonstration de la proposition 5, forment une
base de & sur L.

Soit r un entier tel que 0orn; nous noterons £, la sous-L-algébre
de Q ayant pour base les 22wy ne faisant intervenir que les z; et dx; pour
lesquels 17 r; les formules (18) et (19) montrent que £, est stable
pour d. Supposons prouvé que le noyau Z, = ZnN&;, de d dans & est
somme directe de l'idéal B,y = d (L)) et de la sous-algébre H, engendrée
par les f; pour 1 =i <r; comme &, =L, ceci est trivialement vérifié pour
r=o. Posons alors f= f,., et e,,— a/%,/m pour o << m < p de sorte que
den—= "' .dz,,4; 1l est alors immédiat que tout élément de ., 4 s’écrit
de maniére unique sous la forme

(20) w=9+ ¢ NS+ 2 Wm /\ em—+ 2 w,, \ de,,

o<m<p o<m<p

avec @, ¢/, 0, o, dans £,; comme df = o et dde,,— o, on a alors

(21) do = do + do' \ f+ 2 dom )\ em

o<m<p
N - U
—+ Z {Wm—+ dw, | ) de.
0<m<p

Par suite, pour que € £, il faut et il suffit qu'on ait d9 =d¢'=o
et ¥p—— dw),, ce qui implique dw,,— o d’aprés (17); d’aprés ’hypothése
de récurrence, ceci signifie que ¢ et ¢’ sont de la forme ¢ =d{ +n et
o' =d{ + ' avec §, ' €Qetn, v € H;y. Finalement les éléments de 2.4,
sont les différentielles de la forme

w=dy+dy' \ f+n—+1 N\ f+ 2 aw, N\ em—+ Z ', N den,
o<m<p o<m<p

=d(Y-+YAS+ D B en) 041 NS,

om<p

tandis que d’aprés (21) ou I'on remplace w,, par o, —+dw,, les éléments
de B4 sont les différentielles de la forme

A —
m:d¢+d¢’/\f—i— Z dﬁ)m/\em"— Z C'0111/\del)z
o<m<p om<p
=d(Y+=YAS+ D, onAen)
o<m<p
Mais tout élément de H(..y s’écrit de maniére unique sous la forme

n+n' A favecn, n' € H,), etles deux derniéres formules prouvent que Ziria)
est somme directe de B4 et de H.4).
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Notre assertion est donc prouvée par récurrence pour tout 7 tel
que 0Zr=n; en particulier pour r=n, on a Qn=2Q, dou Zn=272
et B,y = B, et ceci prouve la proposition 6.

C. Q. F. D.

ReMARQUE. — Il résulte de la forme de la base de & sur L définie dans le
cours de la précédente démonstration que la sous-L-algébre de £ engendrée
par les f; admet pour base sur L les monomes f;, A ... A f; pour toutes les
suites (;, ..., i) strictement croissantes d’entiers compris entre 1 et 7.

5. Une identité. Nous allons maintenant donner la démonstration d’une
identité due a Jacoson (cf.[1%]). La démonstration suivante est copiée

de [12].

LemMe 2. — Soit A un anneau tel que p.u=—o pour tout u€ A. Alors,
pour u, ve€ A, on a lUidentité
(22) (=4 0P —=ul+ oP+ 2 si(w, 0)/i
0ilyp
ot s;(u, v) est le coefficient de T'—' dans le polynome Df;;, (u) en la
variable T.

Pour x€ 4, on pose L(x)—=u.xz et R(x)=x.u de sorte que dans
Panneau & des endomorphismes additifsde 4,ona L.R—=R.L et D,—L —R;
d’aprés la formule du binome et les congruences (77') = (—1) et (?)=o0
modulo p pour o << 7 < p, on a donc

Dr=t — 2 Li.R—— et  Dl—Lr— Rp,

0zi<p
d’ou les deux identités dans A4 :

(23) Di=' () = 2 Wy up—1—t
0=ilp
(24) Di(p)=ur.v—p.uP=[ur, ¢v].

Si T est une indéterminée, on peut écrire

(25) (Tu+v) = TPup 4 pP + 2 sy (u, 0) T
0i<p

avec s;(u, v) € A; en différentiant par rapport 3 7" dans (25), on a

(26) E (Tu+o)u(Tusop—== 2 i.s; (u, 0) T,
0LZilp 0o<i<p
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ce qui d’aprés la formule (23) s’écrit

(27) Dyt (u) = 2 1.8, (u, v) Tt
0lilp

soit finalement s;(u, v) =1.5;(u, ¢) pour o<<i<<p. La formule (22)
résulte alors de (25) ou l'on fait 7’=1.
C. Q. F. D.

RemMARQUE. — Les fonctions s; s’explicitent immédiatement
(28) si(tn, ws) =¥ D(w,). .. D (w;,_,) (w),
)

la sommation étant étendue a toutes les suites (j) = (ji, .., Jp—1) renfer-
mant { —1 fois 1 et p — ifois 2; on a posé D(u) =D, pour des raisons
typographiques.

6. L’opérateur C. — Soit K un corps et soit L un sous-corps de K
contenant KP et tel que [ K : L] soit fini. On pose toujours
g—g(K/L) et Qr=Q(K/L).

Si @ appartient & ', nous définirons une application Cw de g dans le
corps K7 par la formule

(29) (Co(d)p=w(d?)— " (w(d)) (d€g).

De cette définition, résultent immédiatement les propriétés suivantes de
Popérateur C :

(30) Clow+o')=Cw+ Cv,
(31) Clz.w)=2a'”.Cun (zel),
(32) Cldx)=o (xreK).

Notre but est maintenant de caractériser les différentielles « exactes » et
« logarithmiques » au moyen de I'opérateur C'; nous aurons besoin pour cela
de deux résultats préliminaires.

LemMe 3. — Soit we€Q'; pour tout d€g, on note r(d) lopérateur
Jd -+ L(w(0)) de K. On a alors l'identité

(33)  [r(9), r(9)]—r([9d,d])=L(dn(d,0)) (9,9 €g).
Supposons »w = x.dx' avec x, '€ K ; on a alors dw = dx )\ dz' d’ou

dn(0,0)=20(z).0' (2') — ' (2).0(Z)
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pour d, 0 € g; de plus on a
d(w(d')) —0d'(w(9)) —w([a, d'])
=0{x.0(2)}—0{x.0(2)) —=.(]0,0])(2)
=d(z).0(x') +x.0(0(2'))—0d(z).0(x")
—x.0'(0(2)) — . {0(d'(2)) —0d'(d(x)) }
—=0d(x).0'(x')—0'(z).0(x).

Il en résulte que pour w = z.dz', on a la formule
(34) dw(0,0") =0 (w(d)) — ' (w(d)) —w([9d, d']),

d’ou par linéarité la méme formule pour toute w € Q1.
On a alors

[7(9), r(0")]=[0, ']+ [0, L(w(d))]

— [0, L(w(0))]+ [L(w(9)), L((9))]

=[0,0']+ L(9(w(0))) — L(I'(x(9)))
=[0, ']+ L(dw(9, 0")) + L(w([0d, d']))
=r([0,0'])+ L(dw(9, 9))
d’apres la formule (4) et la formule [ L(a), L(b)]=o.
C. Q. F. D.
LemMe . — Avec les mémes notations que dans le lemme 3, on a

(35) r(0y— r(?) =L {w(d) — Co(d) .

D’aprés le lemme 2 appliqué a 'anneau & des endomorphismes additifs
de K, on a 'identité

(36) (L(a)+0)yY=L(a))+0r+ L(07'(a)),

comme on le voit en tenant compte de la formule [ L (@) + 9, L (b)]=L (9 (b)).
De (36) on déduit

r(0)—r(0P)=L{w(d)}P+0?+ L {0 (w(0)}—07?— L{w(dr)}
=L{w(0)P— w(d?)+ 0"~ (w(d))}.

ProrositTion 7. — Soit we€Q'; pour qu'il existe x#o dans K tel
que w = x~'.dx, Ul faut et il suffit qu'on ait dw —=o0 et Cov = ».

D’aprés les formules (33) et (35), les conditions dw = o0 et Cw = » sont
respectivement équivalentes aux suivantes :

Bo)  r([0,0])=[r(d), r(d)], r@)y=rd)y (9,0 €g).
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Supposons d’abord w = 2~*.dz; on a alors
r(0)=0+L(x.0(x)) =L(z)"(L(2).0 +L(d(x)))=L(z)".0.L(x)

d’aprés la formule (4) et la vérification des formules (37) est immédiate.
Supposons maintenant dw — o0 et Cw — w; alors d’aprés (37), les condi-
tions (8) a (12) sont satisfaites par les opérateurs additifs 7(d) de K ; d’aprés
la proposition 3, il existe donc y # o dans K annulé par tous les opéra-
teurs (d). Autrement dit, ona d(y) + w(d).y = o pour tout d€g; si 'on
pose z =y~', la formule (3)_; montre alors que d(z)=w(d).2 pour
tout d € g, c’est-a-dire w — - '.dz.
C. Q. F. D.

ProrosiTiON 8. — Soit w € Q'; pour qu'il existe x € K tel que w = dz, il
Jaut et suffit qi’on ait do —=o et Coy = o.

D’aprés la proposition 7, on a C(x~'.dx) = x~'.dx pour € K non nul;
comme x” € L, la formule (31) implique alors

- (38) Clar—t.dz)y=dr (z€K).

Introduisons une p-base { #;},_;., de K sur L; d’aprés la proposition 6,
pour que do = o, il faut et suffit que » soit de la forme

o =dy +2 a;. 2P dy,
i

avec ¢;€ L pour 1 =i < n; d’apres les formules (30), (31), (32) et (38) cect
implique

Co = E alr . da;.
;

Comme les dz; sont linéairement indépendantes sur A, l'égalité Co —o
équivaut & @;—o pour 17 < n et signifie que o = dy.
C. Q. F. D.

Nous allons pour terminer généraliser I'opérateur C aux éléments de
Palgébre Q. Nous supposerons pour simplifier que L — K7 et par suite, on
a Q=Q(K/K»).

Soit donc K un corps tel que [ K : KP] soit fini; soit { &; }, .., une p-base
de K sur K7 ; si Z est le noyau de d dans Q et si B—=d (L), on sait que les
monomes f; A\ ... /\ f;, pourtouteslessuites strictement croissantes ({y, . . ., )
et fi—= /"' .dx; forment une base de Z modulo B sur K7. Nous 'définirons
P'opérateur C de Z dans & par la formule

(39) Co :2 .. .dx, )\ ...\ dz,
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pour

w=do —I—Z(lﬁ..‘i,.fz}/\ e Ao
(@)

D’aprés les formules (30) a (32) et (38), on voit que que C coincide
sur ZN Q! avec 'opérateur précédemment défini. Or, toute différentielle

est somme d’éléments de la forme a,.da, \ ... Ada,; d’aprés les for-
mules (16) et (17), on a
(40) d(ay.da, \ ... Nda,) =da, \ ... )\ da,,

ce qui prouve que B est le sous-anneau de Z engendré par les dz. Alors les
formules (31), (32) et (38) montrent que C est la seule application de Z
dans Q satisfaisant aux conditions suivantes :

A. Cest un homomorphisme d’anneaw de Z dans Q.
B. Pour tout x€ K, on a

Clan)=a, Clardz)=dzr, C(dz)=o.

En particulier, C est indépendant du choix de la p-base {x;} de K
sur Kr. De plus, sur la définition (39) de C, on voit que le noyau de C est
lidéal B de Z et que C est surjectif. Autrement dit, C définit par passage au
quotient unisomorphisme del’anneau de cohomologie 5¢(K /L) sur’anneau Q.

ReEMARQUES. — 1° En explicitant les formules dw—=o0 et C» = pour
® = x~'.dz, on obtient les trois identités
(41) 2(d'(z)/z) —d'(d(x)/x) =9, I](=)/,
(4) o=t (ar=1.0 () = ar.0r (@) — O (z),
(42)) o0r=1(d(z)/x) =0r(x)/x — (d(2)/x)"

La formule (41) se démontre facilement directement dans le cas général
au moyen des formules (2) et (3)_;, tandis que la formule (42) peut se
démontrer au moyen de la formule de Leibniz (c¢f. par exemple [1], p. 59).

2° HocnscuiLp a prouvé dans [13] la formule

(43) (@a.0)P=ar.or+ (a.0)r—(a).d
valable pour a€ K et toute dérivation d de K. De la on déduit la formule
(44) Co(a.0)=a.Cw(d) (ae K, deg, ne!).

Le lemme 2 montre que, pour w € !, on a, en utilisant les mémes conven-
tions de sommation sur (J) que dans la formule (28), I'identité

(45) Cw @+ 9y) = Cw () + Cw(dy)

p—2

p—1
1 ,
=X 7 D D 10501 Oy s [-[0) s AT ] 1

i=1 (/) r=o
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En particulier, si dw = o, l'application Cw de g dans A'7 est p—'-semi-
linéaire.

De plus, avec les notations des lemmes 3 et 4, on montre facilement que,
st dw=—=o0,0na

[r(d), r(dP) —r(@)y]=o

et par suite, (Cw (d))? estannulé par toute dérivation 0’ € g (K/L). Il en résulte
que les valeurs de Cw appartiennent en fait & L? et non seulement a4 K'/”.

CHAPITRE 3.

Faisceaux ALGEBRIQUES COHERENTS.

Norarions. — On note k un sous-corps du domaine universel K et X une
k-variété. On pose Ar—= Ax(X) et Ry—= Ry (.X).

Pour les faisceauz, les notations sont celles de SErRe dans [1T]. Pourtant,
la restriction d’un faisceau 5 a un ouvert U sera notée & | U et non 5 (U)
et U'on notera s| U la restriction a U d’une section s de 5.

Sauf mention du contraire, les anneaux envisagés sont commutatifs
avec unité :tout homorphisme d’anneau applique 1 sur 1.

1. Faisceaux quasi cohérents. — Soient A un anneau et T un ensemble.
Nous supposons associée a tout f€ A une partie 7, de 7 de sorte que les
deux axiomes suivants soient satisfaits (7) :

(H,) Pour f,geA,onal;y=T,nT;deplus,ona Ty=0et Ty=T.

(H,) Soient fet f; (i€l)des éléments de A. Pour qu'on ait T'rC U 7y,
i€l
il faut et suffit qu'il existe un entier n> o tel que fre EAf,
Ces données resteront fixées dans ce numéro. !
Nous munirons 7" de la topologie dans laquelle les 7' pour f€ A forment
une base d’ouverts ; avec les notations de (), il existe une partie finie J

de 7 telle que fre 2 A.f, dou T, U Ty, d’ou résulte immédiatement
ieJ ieJ
que les ensembles 7', pour f€ A sont quasi compacts (1. e. vérifient I'axiome
de Borel-Lebesgue).
Soit t€ T'; d'apres (H,) I'ensemble S, des fe A tels que t€ 7'y, est multi-
plicativement stable, contient 1 et ne contient pas o; nous noterons &,
Panneau des fractions de 4 par rapport a S, et ¢, ’homomorphisme cano-

(") Les axiomes (H,) et (H,) sont satisfaits si 7" est un ensemble d’idéaux premiers
de Panneau A tel que tout idéal premier de A4 soit intersection d’une famille d’éléments
de 7', et si 'on note T, l'ensemble des idéaux premiers pe 7 tels que f¢p.
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nique de 4 dans @,. Si de plus, M est un A-module, nous noterons @A (M),
le @-module &,® . M et p, 'homomorphisme canonique m —1 @ m de M
dans A (M),; on sait (cf. Appendice) :

a. tout élément de A (M), est de la forme ¢, (g)~'.p,(m) avec me M
etge S, (i.e. teTy);

b. le noyau de p, se compose des me M tels qu'il existe g€ S, (i.e. t€ T7)
avec g.m=—o;

c. le foncteur M — A (M), est exact.

Enfin, pour me M et g€ A, nous noterons m /g I'application qui a te 7,
fait correspondre 1'élément ¢,(g)~".0,(m) de A(M),.
On a alors le résultat suivant :

ProrositioN 1. — Soit M un A-module. Il existe sur U'ensemble & (M),
somme des (M), pour t€ T, une structure de faisceaw de A-modules et
une seule pour laquelle les m/g" (n>x o) sotent les sections de & (M) sur T,.

De plus, pour que la section m/1 de (M) sur T soit nulle sur T'r, il faut
et suffit qu’on ait f*.m = o pour un entier n>>o.

D’aprés a, pour tout t€T et tout z€ (M), il existe un voisinage
ouvert 7, de ¢ et une fonction m/g tels que (m/g)—=ax; de plus,
d’aprés & si (m/g),—=o, il existe hed avec t€T) et h.m—=o, d'ou
(g/m) | Tgn—=(hm/gh)|Tg,—= o0 et g/m est nulle dans un voisinage de ¢. De
plus, on a

(mm) g =m[gntmfgn el a.(m[g")=(am)/g";

il en résulte immédiatement que si 'on munit A (M) de la topologie engen-
drée par les images des applications m/g" définies respectivement dans 7,
on définit sur A (M) une structure de faisceau de A-modules de base 7.
Soient fe A et meM; silona (m/1)| Ty=o, pour tout t€ T’ il existe
g€ S, tel que g.m = o, autrement dit € 7Ty et g€ q, en notant a 'annula-

teur de m dans M. Par suite, on a 7, C U T, d’ou freapourn> o assez
s€n

grand d’aprés (/7,) ; finalement, on a f*.m — o. Réciproquementsi f*.m — o,
on voit immédiatement que m /1 est nulle sur 7', (¢f. la propriété b ci-dessus).

Soit maintenant s une section de & (M) sur 7'y pour fdans 4. Si 7),C Ty,
on a (m/g)| Th—=(hm/gh) et Ty,—=T); il en résulte immédiatement,
comme tout point de 7"a un systéme fondamental de voisinages de la forme 7,
avec g€ S, qu'il existe un recouvrement de 7' par des ensembles 77, (i€ 1)
et des m;e M tels que s| Ty, = (m;/f;). Comme 7', est quasi compact, on
peut supposer [ fini; on a alors m/fi=m;/f;, soit fim;/1=f;m;/x
sur TN Ty,— Ty ; comme / est fini, ce qui précéde montre que pour r>o
assez grand, on a (f;f;)" (fim;— fim;) = o quels que soient ¢ et j dans /.
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Posons f; = fi™' et m’; = fI'.m; pour tout i€/, de sorte que 7= Ty et
Ji m'; = f;m; ; mais comme 7', est réunion des 7', axiome (H,) montre

qu’il existe des @;€ A et un entier n2x o0 tels que f~ :2 a;.f;. Si I'on
iel
- ’
pose m :)_‘ a;.m;, on a
ier

(1) Sim ::Z a; f; m; :Z a; fi m; = frm;,
; ;

ce qui prouve qu’on a m;[f'; =m/f" sur Tf;n T,= Tfl.; mais par ailleurs
onas=m;/[fi=m/f; sur Ty, et donc finalement, on a s = m/f™.

C. Q. F. D.

CoroLLARE. —  L’application m—>m/1 est un isomorphisme de M
sur I'(T, a(M)).

Sil'on fait M — A dans ce qui précéde, on définit une structure de fais-
ceau de A-modules sur €; mais les @, sont des anneaux, et il est immédiat
que le produit de deux sections de € sur 7' est une section de @ ; par
suite € est un faisceau d’anneaux et I’on montre de méme que Q (M) est un
faisceau de @-modules. De plus on a (M) = AR 4M (produit tensoriel
de faisceaux), comme le montre immédiatement la proposition 1 et la défi-
nition des modules & (M),.

Soit f: M —/V un homomorphisme de 4-modules ; pour € T, nous pose-
rons A (f),—=1,® foul,est'application identique de &,. On vérifie immédia-
tement que A (f) est un A-homomorphisme de @ (M) dans & (V) ; d’apres c,
on voit alors que & (M) est un foncteur covariant exact en M. De plus,
I’application m —m/1 de M sur I'(T, @ (M)) est un isomorphisme naturel;
il en résulte immédiatement que f—>E((f) est une bijection de I'ensemble
des A-homomorphismes de M dans /Vsur I’ensemble des @-homomorphismes
de @ (M) dans A (V).

Nous dirons qu’un faisceau de @-modules est quasi cohérent s’il est iso-
morphe a un faisceau du type A (M).

ProrositioN 2. — Pour qu'un faisceau de A-modules I soit quasi cohé-
rent, il faut et suffit qu'il vérifie les deux conditions suivantes pour
tout fe A :

«. Sis est une section de M sur T nulle sur Ty, il existe un entier n>> o
tel que fr.s—=osur'l;

b. Si s est une section de O sur T, il existe un entier n>xo tel que
J".s se prolonge en une section de O sur T.

Si Ot est quasi cohérent, la proposition 1 montre que It satisfait aux
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conditions « et b. Réciproquement, supposons ces conditions satisfaites et
posons M =T (7, o). La formule ¢,(a@m) = a.m, définit une applica-
tion A linéaire ¢, de A (M), dans IR, et I'on vérifie immédiatement que
les @, définissent un @-homomorphisme ¢ de @ (M) dans Jn.

@ est injectif : soit t€T; tout x€ A (M), est de la forme 1/g@m
avec g€ S, et meM, d'ou ¢, (x) =¢e,(g).m; si 9,(x)=o0, on a m;=—o,
d’ou m|Ty=o pour un feS§, d'ou f*.m —=o d'aprés a; mais d’aprés le
lemme 3 de l'appendice, on a alors 1®@m —=o dans A(M),=A,Q.M
d’ou x —o. v

@ est surjectif : soit t€T'; pour y €N, il existe une section s de I
sur T’y avec s,—y pour un f€ A convenable; d’aprés b, il existe une sec-
tion s’ de O sur 7 telle que §'|7,=f".s, dou s, = f".y et finalement
¥ =09,(1/f*®s") (on notera que t€ Ty, d'ou fe §,).

C. Q. F. D.

Nous allons maintenant donner quelques propriétés des faisceaux quasi
cohérents.

ProrositioN 3. — Soit ¢ : N — I un A-homomorphisme de faisceaux
quast cohérents; alors le noyau, U'image et le conoyau de ¢ sont quasi
cohérents.

On peut supposer M= A& (M), 9t =Aa(N), dou ¢ =A(f) avec un
A-homomorphisme f de M dans V. Comme le foncteur 7" : P —> @ (P) est
exact, il transforme respectivement noyau, image et conoyau de f en noyau,
image et conoyau de ¢, ce qui prouve que ces derniers faisceaux sont dans
I'image du foncteur 77, c’est-a-dire sont quasi cohérents.

C. Q. F. D.

Prorosition k. — Pour tout fe A, le foncteur ON—T (T, ) trans-
forme une suite exacte de faisceauzx quasi cohérents en une suite exacte
de A-modules.

D’aprés la proposition 3, et les propriétés générales des sections, il suffit
de montrer que si @ : It — IT est surjectif, I'ensemble £ des sections ¢os
avec seI'(T'y, ON) est égal a T (7, 9L). Or soient s€l'(7T;, o) et o I'idéal
de A composé des a€ A tels que a.s€ E. Soit t€ T, ; comme ¢ est surjectif,
il existe w€d, avec @, (u)=—s, et comme I est quasi cohérent, il
existe g € .S, et une section m de Jt sur 7'tels que g.u=m,, d’'ou g.s,=(gom),.
Comme 9T est quasi cohérent, il existe alors A€ S, avec /i(g.s — ¢-m) =o,
d’'ou (hg).s€LE et te T);. On a donc montré que 7,C U Tg, dou frea

S
d’aprés P'axiome (H,). Mais la multiplication par f est un automorphisme
de 01t et de 9T au-dessus de 7'y, et comme f*.s€ [, onas€FE.
C. Q. F. D.



208 P. CARTIER.

r

ProrosiTiON 5. — Si un faisceau de A-modules N est localement iso-
morphe a un faisceau quasi cohérent, il est quasi cohérent.

Par hypothése, on peut trouver un recouvrement ouvert (U;),e; de T et
pour tout i€l un faisceau quasi cohérent JON; et un isomorphisme o;
de O1;| U; sur O | U;. Comme 7 est quasi compact et que les 7', forment
une base d’ouverts sur 7, on peut supposer / fini et U;= 7, avec fi€ 4.

Comme les O1; sont quasi cohérents, il résulte immédiatement de la pro-
position 2 que, si f€ A, pour toute section s de IN sur U; nulle sur U;n 7'y,
il y a un entier n2>x 0 avec f?.s —o sur U;, et que pour toute section s
de N sur U;n Ty, il y a un entier /> 0 tel que f™.s' se prolonge en une
section de I sur U,.

Soit alors fe A ; si s€I' (T, ) est nulle sur 7', elle estnulle sur T, U;
pour tout i€/, d’ot comme I est fini, un entier n>x 0 tel que f*.s —o
sur U; pour tout i€ Z, d’ou f*.s = o puisque 7' = U U..

i

Si s’ est une section de J1L sur 7'y, on peut lrouver 7' > o et des sections s;

de O sur U; avec f*.s'=s; sur U;n T'y; il en résulte s,—s; sur

UnUinT,=T5;0Ty;

comme Nt est isomorphe sur U; N U; a un faisceau quasi cohérent, il existe
d’aprés la proposition 2, un entier n" > o avec f*".s;— f"".s; sur U;n U; quels
que soient 7, j € /. Il existe alors une section s” de Ot sur 7"avec f*'.s;—=s" sur
U, pour tout i€/, et par suite f»+*".s'—=3s" sur U;n Ts pour tout i€ I, donc
sur 7';. La proposition 5 résulte alors immédiatement de la proposition 2.

C. Q. F. D.

Nous pouvons maintenant élucider la structure des faisceaux cohérents
de @-modules sur 7.

ProrositioN 6. — Soit N un faisceau de A-modules. Si N est cohérent,
il est quast cohérent et il existe une suite exacte

AP —> AT —> I — 0.

Par définition des faisceaux cohérents, pour tout ¢€ 7', il existe un voisi-
nage U de ¢ et une suite exacte

o i)
ar|US | US| U—o,

On peut supposer U= T, avec f€ A ; mais alors, en multipliant les élé-
ments de la matrice définissant ¢ par f” avec n assez grand, on peut sup-
poser que ¢ est la restriction & U d’'un homomorphisme ¢’ de @7 dans @7
(la multiplication par f est un automorphisme de | U!),

Alors, O est isomorphe au-dessus de U au conoyau de o', conoyau qui est
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quasi cohérent d’aprés la proposition 3; la proposition 5 montre alors
que JN est quasi cohérent.

Soitz€ T'; comme JIL est quasi cohérent, il est engendré par ses sections
sur 7, et, comme il est cohérent, le A,module I, est de type fini; par
suite, 1l existe des sections sy, ..., s, de 1t sur 7" engendrant 1L en ¢, donc
dans un voisinage U de ¢ d’aprés la proposition 1 dun®12de [17]. Comme 7
est quasi compact, il en résulte que 1t est engendré par un nombre fini de
sections sur 7". La proposition 6 résulte alors de la définition des faisceaux
cohérents.

C. Q. F. D.

ProrosiTioN 7. — Si l'anneau A est noethérien, le faisceau d’anneaux &
est cohérent.

Il suffit de montrer que, pour f€ A, le faisceau J1L des relations entre des
sections gy, ..., &, de A sur T, est engendré par un nombre fini de sections
sur 7';. D’aprés la proposition 1, ona g;= h,-‘/ff pour 1 =i n, avec des X;
dans 4 et r entier > o0; nous noterons M le sous-module de A" formé
des (fi, ..., [fan) tels queEfi. Ji;=— 0; comme A estnoethérien, le A-module M

i
est de type fini, donc engendré par un nombre fini d’éléments m/ = (f, ..., f1)
pour 1 = j < p.

Soit z€ Ty et soit (ay, ..., a,) €M, D’aprés la proposition 1, on peut
trouver g€ A tel que x € T’y etdes f;€ A pour 1 L7 Zn tels que a;—= (fi/8°)x
avec un entier s> o convenable. On a alors z€ 7'/ et la relation

0 0 =X, (/") G = B it )of (75):

autrement dit, la sectionZﬁ.Izi de & sur 7 est nulle en . D’aprés la pro-

13

position 1, il existe alors A€ A tel que A, soit inversible dans @, et

que h.Zﬁ.hizo; autrement dit, on a (A.f;, ..., hA.f,) €M et comme

i
a=(h.fi)z/(h.8%)s pour 1Zi~Zn, il en résulte que (a, ..., a,) est
combinaison linéaire a coefficients dans &, des (m/), pour 1 Zj < p.

C. Q. F. D.

COROLLAIRE. — 8¢ l'anneaw A est noethérien, pour que le faisceau de
A-modules I soit cohérent, il faut et suffit qu’il soit isomorphe d un fais-
ceau A (M), ou M est un A-module de type fini.

En effet, comme Ct est cohérent, pour que Ol soit cohérent, il faut et

BULL. SOC. MATH. — T. 86, FAsc. 3. 14
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suffit d’aprés la proposition 6, qu'il existe une suite exacte
9 v . © U
AP 5> A7 =N —> o0, s0it A (AP) > A(A7) = I —o.

Comme le foncteur M — A (M) est exact, ceci signifie I = A (M), ou M

est le conoyau d’'un homomorphisme A7 — 47, c’est-d-dire, comme A est
noethérien, un A-module de type fini.

2. Faisceau des anneaux locaux. — La variété I sera munie de la
k-topologie. On notera Ry (X") ou Ry, le faisceau constant de base X et de
fibre R;; comme espace topologique, R; est donc le produit de X muni de
la k-topologie et de R; muni de la topologie discréte.

On notera Ox(AX") ou O le sous-ensemble de R;—=1X < R; formé des
couples (z, f) tels que x€D(f), ce qui équivaut a f€ (0O;),. Gomme les
ensembles D (f) pour f€ R, sont k-ouverts, on voit que O; est ouvert dans
Ry; de plus pour tout z€ X, (&), est un sous-anneau de Fi; et par suite O
est un sous-faisceau d’anneaux du faisceau d’anneaux R;. Le faisceau O
s’appelle le faisceau des anneaux locaux de X (sur k).

Comme I est irréductible pour la k-topologie, tout ensemble A-ouvert U
de X" est connexe; par suite, une section de R; sur U est une application
continue de I’espace connexe U dans I'espace discret R;, donc est constante.
On peut par suite identifier I'(U, R;) & Ry, pour tout k-ouvert U = J, et ceci
fait, I' (U, O;) est anneau des fonctions de Ry réguliéres sur U.

Supposons X affine. Si I'on note comme d’habitude X' s I'ensemble des
x€ X ou fe€ A; ne s’annule pas, I'axiome (/;) du n° 1 est trivialement véri-
fié avec 7" —=_X et A= A, tandis que 'axiome (H,) n’est autre que le théo-
réme des zéros de Hilbert; de plus, pour z€ X, 'ensemble des fe 4; tels
que z€ X, est I'ensemble des f tels que f(x) o0, ce qui montre que
Panneau @, est égal a (O),, et pour a, f€ A, on a a/fe€ (O), pour tout
x € X ;. La proposition 1 montre alors que le faisceau @ défini au n° 1 n’est
autre que O; on retrouve ainsi le fait que 'anneau des fonctions réguliéres
sur X, est égal & Ag[f~']. De plus, comme l'anneau A; est engendré sur k
par un nombre fini d’éléments, il est noethérien, et la proposition 7 montre
que le faisceau d’anneaux O est cohérent et que les faisceaux cohérents de
Or-modules sont les faisceaux de la forme @ (M) ou M est un A;-module de
type fini.

Revenons au cas général. Comme 1" admet un recouvrement par des
k-ouverts affines, ce qui précéde, et le caractére local de la notion de cohérence,
montre que le faisceau d’anneaux O; est cohérent. Nous dirons que le faisceau
de Op-modules I est quasi cohérent s’il existe un recouvrement k-ouvert
affine (U;);e1 tel que pour tout i€/, le faisceau I | U; soit isomorphe a un
faisceau @ (M;) ou M; est un module sur 'anneau de fonctions de Ry régu-
liéres sur U;. Comme un faisceau cohérent de Or-modules est par définition
localement isomorphe au conoyau d’'un homomorphisme @7 — 01 il est quasi
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cohérent; raisonnant comme dans la proposition 3, on voit que pour qu'un
Jaisceau I de Or-modules soit quasi cohérent, il faut et suffit que pour
tout k-ouvert U et toute fonction f€ Ry réguliére sur U, les deuzx conditions
suivantes soient remplies :

a. Si une section s de O sur U est nulle sur Uy, il y a un entier n>.o
tel que f*.s=o.

b. Sisest une section de O sur Uy, il existe un entier n>> o tel que f*.s
se prolonge en une section de O sur U.

En particulier ®; est quasi cohérent. De plus, un faisceau de Op-modules
est cohérent si et seulement s’il est quasi cohérent et de type fini.

3. Faisceaux localement libres. — Nous démontrerons d’abord un
lemme général.

Lemme 1. — Soient & un faisceau d’anneaux sur un espace topologique T'
et IN un faisceaw cohérent de A-modules. Si pour te T, le A-module M,
est libre, il existe un voisinage ouvert U de t et un entier n> o tels que
I | U soit isomorphe a Q" | U; en particulier le Qy-module I, est libre
pour tout t'e U.

Soit {é€;}i.;zn une base de O, sur ¢\, (on notera que puisque I est
Ct-cohérent, I, est un @,module de type fini). On peut trouver un voisi-
nage ouvert U de ¢ et des sections s; de OIL sur U telles que (s;),=— e; pour
1 Z i n. D’aprés la proposition 1 du n° 12 de [17], il existe un voisinage
ouvert V'c Ude ¢ tel queles (s;)y engendrent le Ay-module Oy pour t€ V'
puisque les (s;); engendrent O, Soit Rc @”| V le faisceau des relations
entre les s;; puisque les ¢; sont linéairement indépendants, on a ®;= o et il
existe par suite un voisinage ouvert W de ¢ contenu dans V tel que Ry =o
pour tout ¢’ € W; en effet comme le faisceau I est cohérent, R est un fais-
ceau de type fini, et la conclusion résulte de la référence précédente. On a

donc R | W =odou | W~ar|W.
C. Q. F. D.

ProrositioN 8. — Soit I un faisceau cohérent de O-modules sur X'.
L’ensemble des x € X tels que I, soit libre sur (Or), est un k-ouvert non
vide U de X ; il existe un entier n>x o tel que I soit localement isomorphe
sur U a OF.

D’aprés le lemme 1, I'ensemble U est k-ouvert et le rang n, de N, sur
(Ox)x pour z € U est localement constant sur U, donc constant puisque U est
connexe, d’ou la derniére assertion. Il reste a prouver que U est non vide.
Soit V' c.X un ensemble k-ouvert affine non vide et soit B=I(V, O;);
comme JIL est cohérent, on peut trouver un B-module de type fini /V tel que
M|V =a&(N); soit (e, ..., e,) une partie linéairement indépendante
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maximale de /V sur B et soit P le sous-module libre de /Vengendré par les e;;

pour tout me /V, il existe bC B non nul tel que b.me P, et comme /V est
de type fini, il existe f€ B non nul avec f.NCP, donc f annule N/P;
d’aprés les propriétés b et ¢ du n° 1, on voit immédiatement que

aW)| Vi (P) | Vy,

et comme P est libre, A (P), est libre, sur (&), pour tout z€ /N,. La pro-
position résulte alors de ce que V', est non vide.
C. Q. F. D.

On dira que le faisceau cohérent de O;-modules 1L est localement libre si
le module 1t est libre de type fini sur 'anneau (O;), pour tout z€ 1. Alors
il existe un entier n > o tel que Ot soit localement isomorphe a Of.

ProrosiTioN 9. — Supposons X affine. Pour qu'un faisceau de O-modules
I soit localement libre, il faut et suffit qu'tl soit cohérent et que le A;-
module I'(X, ON) soit projectif.

Tout faisceau localement libre est cohérent par définition. Supposons donc
Ot cohérent et notons M le Ai-module de type fini I' (LI, J1L), de sorte que I
est isomorphe & A (M).

Si M est projectif, alors pour tout x € 1, le module QA (M), —=(O). R .4, M
sur I'anneau local (O). est projectif de type fini, donc libre d’aprés le
lemme 2 de I’Appendice.

Supposons 1t localement libre. Soit m un idéal maximal de A;; il existe
donc un z€ X tel que m soit 'ensemble des fe A, nulles en 2z, et l'on a
(Ar) = (Or)z; mais comme I, est libre, le module A (M), = (Az) ., M
est libre sur (A;),, et ceci pour tout idéal maximal m de A;. Il résulte alors
du lemme 5 de ’Appendice que M est projectif, car 4; est intégre.

C. Q. F. D.

k. Faisceaux sans torsion. — On dira qu’un faisceau de Oy-modules O
est sans torsion si le (Or),-module 1L, est sans torsion pour tout z€ A". De
plus, pour tout espace vectoriel V sur le corps Ry, on notera ? le faisceau
constant de base X et de fibre V. Comme tout k-ouvert U de X est connexe,
toute section de 2 sur U est constante et 'on peut identifier V et I'(U, )
si U @. 1l en résulte que ¥ est quasi cohérent, d’aprés la proposition 2.

Prorosition 10. — Soit O un faisceau cohérent sans torsion de Oj-
modules. Il existe alors un espace vectoriel V de dimension finie sur Ry
tel que I soit isomorphe a un sous-faisceau de O-modules de V.

Nous poserons & = R; ®,, M ; pour tout x € X', I'application (Ox).-liné-

aire 9,:m—>1@ m est injective car les Jlt, sont sans torsion, et les o,



RATIONALITE DES DIVISEURS. 213

définissent une application continue de It dans &, car sis est une section
de Ot sur un ensemble A-ouvert U, on a 9 os —1 (@ s, ce qui est une section
de & par définition des produits tensoriels. Donc ¢ est un homomorphisme
injectif de J1t dans &, et O1 est isomorphe & un sous-faisceau de 7.

Supposons d’abord X" affine. Alors Tt est isomorphe & un faisceau @ (M)
ou M est un Ajmodule de type fini; mais alors F est isomorphe a
R Qe (M) = G{k®@k(@k®,,k M), donc isomorphe & Ri; ®a, M d’aprés
I'associativité des produits tensoriels. Dans ce cas & est le faisceau constant ¥
avec V = R Q.4 M, qui est un Ri-espace vectoriel de dimension finie.

Dans le cas général, ce qui précéde montre que le faisceau & d’espaces
vectoriels sur Ry est localement constant, donc constant d’aprés le lemme 2
du n° 36 de [17], puisque I est irréductible pour la A-topologie.

C. Q. F. D.

Nous pouvons maintenant caractériser les sous-faisceaux cohérents d’un
faisceau constant 2.

ProrosiTion 11. — Supposons donnés un espace vectoriel V de dimen-
sion finie sur Ry, et pour tout x€ X, un sous-(O),~module N, de V.
Pour que l'ensemble 0L somme des I, pour x € X soit un sous-faisceau
cohérent de Oy-modules de V), il faut et suffit que pour tout x € X, il existe
un ensemble k-ouvert U contenant x et un nombre fini d’'éléments vy, ..., v,
de V engendrant O, sur I'anneau (Oy), pour tout y€ U.

La condition est nécessaire en vertu de la définition d’un faisceau cohé-
rent et de la constance des sections de .

Réciproquement, supposons cette condition vérifiée. Montrons d’abord
que ON est ouvert dans %, donc est un sous-faisceau de ¥. Soient donc
ze X et me I, ; on peut trouver un ensemble k-ouvert U contenant z et

des éléments ¢;, ..., v, de V tels que 3113.:2 (Ot)y.v; pour yeU. Il ya
i
alors des éléments f, ..., f, de (Oi). tels que m:Z Jfi.v:; mais 'ensemble
i
U= m D(f;) est k-ouvert et contient z, et 'on a f;€ (), pour ye U
1£LiZn
et 1ZiZn,dou meM,pour ye UnU'.
Ceci étant, soit z€ X et soient U et les ¢; comme plus haut; nous pou-
vons supposer U affine, puisque tout k-ouvert est réunion de A-ouverts affines.

Posons B=T(U, O;) et M:E B.y;; alors d’aprés les propriétés des pro-
i
duits tensoriels des faisceaux, il existe un homomorphisme O | U-linéaire ¢

de A(M)=0x|UQRyM dans ¥ |U et un seul tel que ¢, (fRQm)=f.m
pour y €U, fe (), et me M. 1l est clair que ¢ applique A (M) sur O | U
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et la propriété & du n° 1 montre immédiatement que ¢ est injectif. Il en
résulte que J1L | U est cohérent d’aprés le corollaire de la proposition 7, donc
que JIt est cohérent. C. Q. F. D.

ReEMARQUE. — En omettant les conditions de finitude des énoncés des pro-
positions 10 et 11, on obtient des énoncés valables pour les faisceaux quasi
cohérents, les démonstrations s’appliquant presque sans changement. On
peut faire une remarque analogue 4 propos de la proposition 12.

Sur une variété affine, on a le résultat plus précis, conséquence de la pro-
position 7.

Prorosition 12. — Supposons X affine et soit V un espace vectoriel de
dimension finie sur Ry. Alors pour tout sous-A;-module du type fini M
de V, Uensemble M .0, somme des M .(O), pour x € X, est un sous-faisceau
cohérent de Or-modules de V. L'application M — M .0, est une bijection
de Uensemble des sous-A-modules de type fini de V sur U'ensemble des
sous-faisceaux cohérents de Orp-modules de %, et la bijection réciproque
est 7 >I' (X, 7).

La premiére assertion résulte de la proposition 11.
Si & C est un faisceau cohérent de ©Or-modules, alors M =T (X, ) est

un A;-module de type fini; on a M = m F.CV et F est engendré en tout
xeX
point par ses sections, d’ou F, =M .(O;), pour tout z€ X, soit § —=M.¢.
Enfin, soit M un sous-A;-module de type fini de V, soit N = M.O; et
soit s une section de IO sur .I'; soit a I'idéal de A; formé des f& A4, tels que
f.s€M; si Pon avait a £ A4;, il existerait un z€.X tel que f(z) = o pour
tout fe€a; mais comme s€ M= M.(O),, il existe f€ A avec f(x) Zo
et meM tels que s=f~'.m, ce qui est contradictoire. On a donc r€a
soit se M. C. Q. F. D.

Il nous reste a déterminer la structure des homomorphismes des faisceaux
sans torsion. Soient V et W deux espaces vectoriels de dimension finie
sur [, ON (resp. IT) un sous-faisceau cohérent de Ox-modules de ¥ (resp. W)
et ¢ un homomorphisme de O dans IL. Le rang de I, pour ze€ X est
localement constant d’aprés la proposition 11, donc constant puisque X est
connexe; il en résalte qu’'on peut supposer que Olt, engendre ¥ pour tout
x€ X, et de méme que I, engendre W pour tout ze.X. Ceci dit, ¢, se
prolonge de maniére unique en une application R;-linéaire 9, de V dans W,
comme on le voit facilement; on peut trouver un ensemble A-ouvert U con-

tenant z et des éléments ¢, ..., ¢, de V tels que DIZ,.:Z (Ok)y.9: pour
i

y€U; alors les v, sont des sections de N sur U, de sorte que I'application

Y—>0,(9;) de U dans V est continue, donc constante pour 1 = { = n. Comme
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les v; engendrent V' sur Rg, on a donc g, = @ pour y € U, c’est-a-dire que
Papplication z —9, de X dans £(V, W) est localement constante, donc
constante puisque X" est connexe. Il en résulte que les homomorphismes ¢
de Ol dans 9t sont en correspondance biunivoque avec les applications
Ry-linéaires fde V dans W telles que f(J1l,) C 9L, pour tout z€ X, ¢, étant
la restriction de f & J1t,. On en déduit I'énoncé suivant :

ProrositioN 13. — Soient V et W deux espaces vectoriels de dimension
Jinie sur Ry, et soient respectivement ON et I des sous-faisceaux cohérents
de Op-modules de V et . On suppose que I, (resp. I;) engendre V
(resp. W) sur Ry pour tout x€ X, et l'on note £, ), l'ensemble des
fe£(V, W)=T telles que f(IMy)CIy; alors £(IM, IL) est un sous-
Saisceau de Op-modules de G canoniquement isomorphe a Hom (01, 9) (3).

Posons & —Hom (1, IL); on sait que c’est un faisceau cohérent de
Op-modules (prop. 6 du n° 14 de [17]); de plus, pour z €T, un élément f
de F, est un germe d’homomorphisme de Ol dans 9T au voisinage de x; si
a f, on associe 'unique application linéaire de V' dans W induisant sur Jll,
la valeur de f en «, on obtient un isomorphisme p, de (O),~-modules de &,
sur £2 (M, IL), d’'apres la proposition 5 du n° 1% de [17]. Il reste a prouver
que lapplication p de & dans & définie par les p, est continue, ou ce qui
revient au méme transforme section en section car p(F)= £(IN, I). Soient
donc Uc A" un ensemble A-ouvert et s une section de & sur U, il existe un
homomorphisme ¢ de J1t | U dans I9U| U tel que pour tout z€ U, s, soit le
germe en x de @, et alors p,(s;) est 'élément de 7" induisant ¢, sur IM,;
alors I'application & —p(s;) de U dans T est constante d’aprés ce qu'on a
vu plus haut, donc est une section de %.

C. Q. F. D.

REMARQUES. — 1° lorsque V' = W — Ry, T est I'’ensemble des homothé-
ties de Ry de sorte qu’on peut identifier 7" et Ry; alors 2 (I, IU), est le
transporteur (9:IM,) de M, dans I, par définition méme (?).

2° Supposons X" affine, et posons M =T (X, o), N=T (X, It) et
P=TIX, £, 9t)). Comme M =M.O; et = /N.0O, les homomor-
phismes de Ol dans 9T sont induits par les applications Rj-linéaires de V
dans W qui appliquent J/ dans /V; d’aprés la proposition 13, P est 'ensemble
de ces applications. En particulier, si V=W = Ry, on a P =(N : M).

5. Extension des scalaires. — Soient k' un sous-corps de K contenant k,

(%) On note ainsi le faisceau des germes d’homomorphismes de on dans 9t, dénoté
par Hom(on, 9t) dans larticle de SERRE [17]; cette derniére notation sera employée
pour P'ensemble des homomorphismes de o dans 9.

(®) Si K est un corps et A et B deux sous-groupes additifs de X, on note (B:A4) le
transporteur de A dans B, ensemble des z€K tels que zACB.



216 P. CARTIER.

V' un espace vectoriel de dimension finie sur le corps Ry, et V un sous-
espace Ri-vectoriel de V' tel que toute base de V sur Ry soit une base de V'
sur Ry.

Lemme 2. — Sides éléments v, de V sont linéairement indépendants sur k,
ils sont linéairement indépendants sur k'. De plus, pour tout sous-espace
k-vectoriel M de V,ona k' . MnV =M.

Soit { cg | une base de &’ sur £, et soit { z;} une base de V sur R;; comme
les corps Ry et k' sont linéairement disjoints sur £, les cg sont linéairement
indépendants par rapport a R dans R;. Soient d, des éléments de A’ tels

.
que z dy.vy = 0; nous poserons

a

d“ZE dyg-cg et V“ZZ Vi &y
B i
avec les d«g dans £ et les ¢, ; dans . On a alors

(2) 022 Ay Wy = Z dag.cg.va,i.xizz <E <2d“p.vz‘,~>scg>.xi
o i 8

o, 8,1 o

avec dyg€k, v,;€ Ry, dou /tg,i:E dxg.va,,-elﬁ.; comme les x; sont
%

linéairement indépendants sur Ry, on déduit de (2) qu'on a 2 hg,i.cg=o0

pour tout Z, puis comme les cg sont linéairement indépendants sur B, on en

U . ~
déduit /g ;= o pour tout {3 et tout 7, et finalement Z hg,i2;== o0 pour tout 3.

l
Mais on a

Z hg,i.xizz da-Pa,
i «

et comme les ¢, sont linéairement indépendants sur & et que les dyp sont

dans £, on en déduit dyg= o pour tout « et tout B, d’ou d“:Z dyg.cg=o
g

pour tout a.

Supposons maintenant que les ¢, forment une base sur 4 d’un sous-espace
k-vectoriel M de V etsoit ve VNKk'.M; si vg M, la famille formée des vy et
de v est linéairement indépendante sur k, donc sur X’ d’aprés ce qui pré-
céde; ceci contredit le fait que ¢ est dans A'. /M, c’est-a-dire combinaison
linéaire & coefficients dans k' des ¢,.

C. Q. F. D.
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Lemme 3. — Soient { c, | une base de k' sur k et T un sous-espace k-vecto-
riel de V. Tout élément de k'. T s'écrit de maniére unique sous la forme

(3) t’zzca.tm t,eT.
o
Si de plus T est intersection d’'une famille de sous-espaces k-vectoriels T

de V (i€l), on a
K.T="\K T

iel

Soit { ¢g | une base de 7" sur £, donc de 7” sur &’ d’apres le lemme 2; il est
clair que les éléments de la forme (3) forment un sous-espace A’-vectoriel
de V' contenu dans A'. 7" et contenant 7", donc égal & &'. 7". Supposons qu’on

ait 2 Cy.ty=—o0 avec t,€1;0n a 1122»’%3-"6 avec qg €k, d’ou
o 8

o:2<2%3.c“>.ag,
B8 3

ce qui implique successivement 2 ZaB.cy==0 pour toul 3, car les ¢g sont
o
indépendants sur &’ d’aprés le lemme 2, puis x,3—=o0 pour tout a et tout 3
puisque les ¢, sont linéairement indépendants sur 4, soit finalement ¢,—o
pour tout o.
La seconde assertion résulte immédiatement de la premiére.
C. Q. F. D.

On notera % le faisceau constant de base X" et de fibre J/, .I" étant munie
de la A-topologie, et V' le faisceau constant X > V', ou X est munie de la
K'-topologie. Soit alors It un sous-faisceau cohérent de Op-modules de ;
comme tout ensemble A-ouvert est A'-ouvert, la proposition 11 montre que
si O, est le sous-module de V' engendré par O, sur 'anneau (O )., alors
I’ensemble OV =01.0 somme des I, est un sous-faisceau cohérent de
Op-modules de ¥’. Nous dirons que 1.9 est déduit de Ot par extension
des scalaires.

Supposons I affine. On a alors M =M. O ou M est un sous-Az-module
de type fini de V'; alors M'—=Fk'. M est le sous-Ap-module de V' engendré
par M car on a Ap=Kk'. A} et il est immédiat qu'on a N .Op = M'.Op.

ProrosiTioN 1. — Soit O un sous-faisceau cohérent de O-modules de ¥,
et soit UCX un ensemble k-ouvert. Alors toute base sur k de l'espace
k-vectoriel T (U, ON) est une base sur k' de Uespace k'-vectoriel T (U, ')
avec ' = I Op. De plus,on al (U, M) =V nI'(U,N).
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Posons M =TI'(X, o) et M'=T (X', /). Si X estaffine, on a I = M.0;
et ' = M'.0 d’apres la proposition 12; comme on a aussi N = (k'.M).Op
d’aprés ce qui précéde, la proposition 12 montre qu'on a M'=Kk' .M, et
d’aprés le lemme 2, toute base de M sur £ est une base de M sur &' et 'ona
M=VnM.

Dans le cas général, soit (U;);e; un recouvrement de .I" par des ensembles
k-ouverts affines : nous poserons M;=T(U;, o) et M; =T (U;, ON') pour
tout /€ /. On a alors

M=(\M e M =(\M

iel i€l

et ce qui précéde montre que M;— k'. M, pour tout i€ /; le lemme 3 montre
alors que M' —=k'. M, et d’aprés le lemme 2 on a alors M = V n M’ et toute

base de M sur k est une base de M’ sur £'.
C. Q. F. D.

Nous allons donner un critére général permettant de reconnaitre qu’un
faisceau s’obtient par extension des scalaires.

ProrosiTion 15. — Soit N un sous-faisceau cohérent de Op-modules
de V'. Pour qu'il existe un sous-faisceau cohérent de Ormodules O de ¥V
tel que M' =IOy, il faut que pour tout ensemble k-ouvert U de X,
lespace K-vectoriel I'(U, OW') ait une base formée d’éléments de V, et il
suffit que cette condition soit satisfaite pour des k-ouverts affines U, dont
la réunion soit X. On a alors M— M, . NV pour tout x€ X .

La condition est nécessaire d’aprés la proposition 1k.

Réciproquement, supposons d’abord que, X" étant affine, M'=T (I, M)
ait une base sur A’ formée d’éléments de V. Sil'on pose M= VM, M a
une base sur &' formée d’éléments de M, et par conséquent M'—= /K" .M.
Comme M’ est un sous-Ap-module de V' et que A; est contenu dans Ay, il
est clair que M est un sous-A;-module de ¥V, engendrant /M’ comme
Ap-module. Comme M’ est de type fini sur Ay, il existe un nombre fini

d’éléments ¢; de M tels que M’:E Apr.v;; or on a Ap=~K.A;, d’ou
M=Kk.M, avec MO:Z Ap.v;. D’aprés le lemme 2, on a alors

i

M=VaM=Vnk.M,=M,,

ce qui prouve que M est un Az-module de type fini. D’aprés la proposi-
tion 12, le faisceau de Op-modules I — M.O; est un sous-faisceau cohérent
de ¥, et les remarques précédant la proposition 14 montrent qu’'on a
M =M".Op = IN.Op. Il reste & prouver qu'on a M= VNI, pour tout
xz € X. Soit ' I'idéal premier de 4;, formé des fonctions de Ay nulles en 2
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et soit p = A;xNy'; on a (Or)r=(Ai)p, (Or)x=(Ar)p et par conséquent
M= M'.(O)x se compose des s'—'.m' avec s'€ Ay —p' et m'€ M’ tandis
que I, se compose des s—1.m avec s€Ay—yp et meM. On a donc
M, M, N V'; soit réciproquement ¢ € M, NV et soit « 'idéal de 4, formé

des fe A; tels que f.o € M; soit { ¢, } une base de &' sur ket soitf’:zfa.c,,

o

un élément de A4 ; on a alors f’.v:Z ¢x-(fx.v) et par conséquent pour
o

qu'on ait f'.ve M'=1K'. M, il faut et il suffit qu'on ait f,.¢v € M pour tout o,
d’aprés le lemme 3, soit f, € a pour tout a. Par suite &'.« est I'idéal o de Ay
formé des f'€ Ay tels que f.o€M'; comme ¢€ I, on a o«'¢yp’; comme
k' .pcy’, on ne peut avoir aCp ce qui exprime que ¢ appartient & I,

Passons au cas général. Posons 011, =V N JIL,, et supposons que pour tout 7,
Pespace k'-vectoriel I (U;, OW') ait une base formée d’éléments de V. Ce
qui précéde montre que pour tout i, 'ensemble somme des 1, pour z € U;
est un sous-faisceau cohérent de Opmodules de ¥|U; et quon a
M, =M. (Op), pour tout z€U;. Il en résulte immédiatement que
Pensemble Ot somme des O, pour z€.1" est un sous-faisceau cohérent
de Op-modules de ¥, et qu’'on a M/ = INL.Op.

C. Q. F. D.

ProrositioN 16. — Soit I un sous-faisceaw cohérent de O-modules de ¥V
et sott ' =IN.Op. Pour que M soit localement libre sur O, il faut et
suffit que O soit localement libre sur Oy .

La question étant locale, on se limitera au cas ou 1" est affine. On posera
alors M =T (X, on) et d’aprés la proposition 9, il s’agit de démontrer que
pour que le Az-module soit projectif, il faut et suffit que le Ap-module
M'=K .M soit projectif.

On peut écrire

M= 2 (Azx).my, d’ou M = Z Ap.my;

1ZLiLn 1ZiLn

on peut se limiter au cas ou M engendre I'espace R;-vectoriel V' et ou par
suite, M’ engendre V' sur Rp. Comme toute base de V sur R; est une base
de V' sur Ry, les formes Ri-linéaires sur V sont les restrictions a 1/ des
formes Rp-linéaires f' sur V' telles que f'( V') C Ri; on notera V' le dual
de I'espace Ri-vectoriel V et V°l'ensemble des f& V' telles que f( V') C Ry.
Il est immédiat que toute base de V° sur R; est une base de V' sur Ry.
De plus, nous noterons M° 'ensemble des fe V° telles que f(M)cC Ay
et M'° I'ensemble des f'€ V' telles que f'(M')C Ay ; il est clair que toute
forme Aj-linéaire sur M (resp. M') est la restriction d’un élément unique

de M° (resp. M").
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Nous allons démontrer que M'°=~A".M°; tout d’abord, nous allons faire
voir que M'°Ck’. V°. En effet, comme M engendre V" sur ARy, il existe une
base {v;} de V sur R; composée d’éléments de M ; alors { ¢, } est une base
de V' sur Ry et si {V'/} est la base de V'* sur Ry duale de {¢;}, c'est
aussi une base de V° sur Ry; pour f'e M, on a f'(v;)=a,€Ap=k". A,
puisque ¢; €M et f’:}:a/.v’/ek’. Vo. Si {cy} est une base de A" sur £,

J
tout élément de A’. V? s’écrit de maniére unique sous la forme f’:E Ca-fo
[+4
avec fo€ V°; pour quon ait f'(M')CAp, il faut et suffit qu'on ait
f'(M)c Ay puisque M=k .M, cest-a-dire f,(m)€ A, pour tout a et
tout m € M puisque Ay —=k'. Ay; finalement f' € M° équivaut & f, € M pour
tout «, et ceci démontre notre assertion.
D’aprés le n° 1, b de I’Appendice, dire que M’ est un A;-module projectif

signifie qu’il existe des f; € M'° pour 17 n tels que m’:Ef; (m').m;
i

pour tout m'€M'; comme M =AKi.M, cette condition équivaut a

N, . . ep .
m :Zf‘ (m).m; pour tout me M. Si M est un A;-module projectif, il
i
existe des f; € M° vérifiant cette identité, et M’ est projectif sur Az. Si M’
est projectif sur Ay, il existe des f; € M'°=k'.M° vérifiant cette identité;

on peut alors poser f; :E ¢y. fi,a avec des f;,€ M et I'on peut de plus

[
supposer que I = cy, avec un indice «, particulier; on aura alors

o=m ~2f’l (m).mi:c%.<m _Ef,»’%(m).ml)
-+ 2 ca.<2/})a(m).m,~>,

d’ou

Q
m :Zjl-,%(m) .m;

i

d’aprés le lemme 3; autrement dit, M est projectif sur A;.
C. Q. F. D.

Nous allons terminer en étudiant 'influence de 1'extension des scalaires sur
les homomorphismes de faisceaux.

Nous supposerons donnés en plus un espace vectoriel de dimension
finie W' sur Ry et un sous-espace Ri-vectoriel W de W tel que toute base
de W sur R; soit une base de IV’ sur Ry. Toute application Rj-linéaire
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de V dans W se prolonge de maniére unique en une application Ry-linéaire
de V' dans W' et par suite on peut identifier 77— £ (V, W) & un sous-
ensemble de 7"= £, (V', W'); si 'on prend une base de 1" et une base
de W sur Ry et la base matricielle correspondante de 7, on voit qu'il existe
une base {f,} de 7" sur Ry telle que 7" se compose des combinaisons
linéaires a coefficients dans R des f,. Les faisceaux 20 et W' sont définis
de maniére analogue a ¥V et V.

Prorositiox 17. — Soient 0L et IU respectivement des sous-faisceaux
cohérents de O,-modules de V et V. On suppose que I, et I, engendrent
respectivement V et W sur Ry pour tout x€ X. On a alors

£ (M. O, I.Op) = £(IM, I).Op.

La question étant locale (et méme ponctuelle !), on peut se limiter au cas
ou A est affine. Il existe alors des sous-Az-modules de type fini M et /N
de V et W respectivement tels que M —=M.0; et L =N.0O; si P est
le sous-espace A-vectoriel de 7" formé des fe 7 telles que f(M)C/V, on
a LM, J)=P.0. Si 'on pose M'—=LF.M, NN=KkK.N et P'=L.P,
on a

Jn.@k/:M/.@kr, I.Op = JVI.Okr, C(DR, 31).(9]\-/: P .oy

tandis que si P’ est I'ensemble des f'€7" telles que f'(M')c/N', on
a £(M.Op, 9L.Op) = P".Op. Tout revient donc a prouver qu'on a P"'—= P,
autrement dit P'==£%'. P; la démonstration est tout & fait analogue a celle
de la formule M= /i'.M° dans la démonstration de la proposition 16, et
nous la laisserons au lecteur.

C. Q. F. D.

CoRrROLLAIRE. — Si Hc T est Uespace k-vectoriel des homomorphismes
de M dans 9L et H'CT' UDespace k'-vectoriel des homomorphismes
de M.Op dans 9.0y, toute base de H sur k est une base de H' sur K'.

En effet, on a
H=T(X, (O, a)) e H=T(X, £(OM.Op, IN.Op))

de sorte que le corollaire résulte de la proposition 17 et de la proposition 1%.
c. Q. F. D.

ReMarRQUES. — On notera que la formule Jl,= V' nON, de la propo-
sition 15 redémontre la formule (O;),= RiN (Or), comme cas trés parti-
culier; la démonstration de la proposition 15 est d’ailleurs la démonstration
la plus simple de cette derniére formule.

2° En omettant les conditions de finitude, on peut définir 'extension des
scalaires pour les faisceaux quasi cohérents sans torsion. Nous laissons au
lecteur le soin de cette extension, ainsi que celle des propositions 1% et 15.
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CHAPITRE 4.

DIVISEURS.

Norations. — Si A est un anneau, on note A* le groupe multiplicatif
des éléments inversibles de A. Soit & un faisceau d’anneauzx sur Uespace
topologique T'; U'ensemble somme des groupes Q] lorsque t parcourt T,
muni de la topologie induite par celle de &, est un faisceau de groupes,
noté A*.

On désigne par X une k-variété, ou k est un sous-corps du domaine
universel K. On omet X dans les notations Ay(X), Bi(X). ...; ainsi le
Jaisceau des anneaux locaux de X se note O, etc.

1. Définition des diviseurs. — Soit G une k-variété de groupe. On
note F I'ensemble des applications rationnelles de X" dans G définies sur
le corps k& pour tout z€.4, on note (F)), 'ensemble des fe F; dont le
domaine de définition contient 2. Comme G est une A-variété de groupe,
on définit une loi de groupe sur F} par la formule (f.f")(x) = f(z).f (x)
pour zeD(f)nD(f'); alors, pour tout z€.X, (F}), est un sous-groupe
de F}. On fera opérer (F} ), sur F; au moyen des multiplications a gauche.

Soit F; le faisceau constant de groupes X" < Fy, la variété .1 étant munie
de la i-topologie; I'ensemble 5} somme des (F7}),, pour « parcourant .1,
est ouvert dans F; puisque c’est ’ensemble des couples (z, f) avec z€ D(f)
et que, pour f€Fy;, I'ensemble D( f) est k-ouvert. Par suite ) est un
sous-faisceau de groupes de i, opérant a gauche sur ;. Par définition,
un k-diviseur de type G sur X est une section du faisceau d’espaces
homogeénes 5/} ; 'image de la section unité de F; est appelée le k-diviseur
neutre. Comme toute section d’un faisceau-quotient se remonte localement,
un k-diviseur de type G, soit D, est défini par la donnée pour tout z€ 1
d’une classe D, de F; modulo (F7}), telle qu’il existe un recouvrement
k-ouvert (U;)ic; de X et des éléments f;€ F) pour i€l avec Dy= (F})x.f:
pour z€ U;. Pour i, jel, la fonction f;;—= fi.fj‘ est dans F. et définie en
tout point de U;;=U;nU; et l'on a fi;.f= fu pour i, j, lel. Récipro-
quement, si (U;);e; est un recouvrement k-ouvert de X" et ( f;);e; une famille
d’éléments de F} telle que f;.f7' soit définie en tout point de U;; pour
7, j€ 1, alors la formule

D= (F)e. f; pour xe€U;

définit un A-diviseur D de type G sur X. De plus, pour que (Ui, f)iei
et (V;, g/)jes définissent le méme A-diviseur de type G, il faut et il suffit
que f;.g7" soit définie en tout point de U;n V; pour i€l et jeJ.

Le groupe F opére sur le faisceau constant 5, par les multiplications &
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droite; les opérations de F; commutant aux opérations du sous-faisceau 57,
le groupe Fj opére sur le faisceau F;/5; et donc aussi sur ses sections.
Si D est un k-diviseur de type G et si f€Fi, ona (D.f)y—=D,.fet si D
est défini par la famille (U, f;), alors D.f est défini par (U, f;.f). Deux
k-diviseurs D et D' de type G seront dits équivalents s'il existe feFy
avec D'=2D.f; les classes de k-diviseurs sont donc les orbites du groupe F}
dans 'ensemble des A-diviseurs de type G sur X

Lorsque le groupe G est commutatif, le faisceau 5;/5 est un faisceau de
groupes commutatifs et ’ensemble des A-diviseurs de type G est donc un groupe
commutatif; les A-diviseurs de type G équivalant au diviseur neutre
forment un sous-groupe, et I'équivalence des A-diviseurs de type G est la
congruence modulo ce sous-groupe.

Revenant au cas général, nous allons interpréter ces définitions dans le
langage de la cohomologie. Nous rappellerons d’abord quelques définitions;
si ¢ est un faisceau de groupes sur I’espace topologique 7', on note H°(T', G)
Iensemble de ses sections sur 7’; pour tout recouvrement ouvert U — (U;);e;
de 7, on note Z'(U, G) I'ensemble des systémes {g;;} ou g;; est pour
i, j€ 1 une section de § sur U;nU;= U;; et ou 'on a I'identité g;;.2,,—= gu
dans U;nU;nU; quels que soient 7, j, [ dans 7. On dit que g={g;;} est
homologue a g'=/{g;; } s'il existe des sections %; de G sur U, telles qu’on
ait g ;== ;. gi;. ;' dans Uy;; c’est 1a une relation d’équivalence dans Z* (U, G)
dont V'ensemble des classes se note H'(U, ¢ ). Soit W = (V;)e; un recou-
vrement plus fin que 1l et soit v une application de J dans [ telle que V;
soit contenu dans U, pour tout je€J; pour g dans Z'(U, G), on
définit 7*(g) € Z' (W, G ) par la formule

(&) =8xisin | Vi

L’application o (U, V) de H'(U, g) dans H'(V, G) déduite de 7" par
passage au quotient ne dépend pas de 7 et I'on a

p(U, W) =o(V, W)op(U, V)

si W est plus fin que V; on note alors H' (7', ) la limite inductive des
ensembles H'(, §) par rapport aux applications p (A, V). De plus,
H(T, g)et H(T, G) sont des foncteurs covariants en §.

Soit alors g’ un sous-faisceau de groupes de & ; on démontre l'existence
de la « suite exacte de cohomologie » suivante (c¢f. [9] et [10]) :

(1) (1) (T, g S I0(T, §) 2 10T, g/g) S H\(T, ¢)) % H\(T, §),

ou « et o sont définis par l'inclusion de ¢’ dans G, ou 3 est défini par
Papplication canonique (8 de G sur §/G/(G' opére a gauche sur G) et ou 0
est définie ainsi. Si s est une section de G /g’ sur 7, il existe un recouvre-
ment ouvert A = (U;) de 7 et pour tout ¢ une section s; de G sur U; telle
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que s|U;= B¢ s;; si 'on définit ¢;; comme égale a si.87! sur U;n Uy, c’est
une section de G’ et ¢ —=1{¢;} est dans Z' (U, g'); alors d(s) est la classe
de ¢ dans H' (T, ¢'), qui ne dépend que de s. Pour que d(s) =3d(s'), il faut
et suffit que s et s’ soient conjugués par le groupe H°(7, §) opérant a
droite sur H°(7, §/G') et I'image de 0 se compose des €éléments dont
I'image par o' est I'élément neutre de H' (7, G), classe de 'élément {e¢ |
de Z'({ X'}, g) Si le faisceau G est commutatif, la suite (1) est une suite
exacte de groupes commutatifs.
Dans le cas qui nous intéresse, on a le lemme suivant :

Lemme 1. — Soit 3¢ un faisceaw constant de groupes, de base X~ et de
Jibre H; alors toute section de 3¢ sur un sous-ensemble k-ouvert de X est
constante et H' (X, 3€) est réduit a ’élément neutre.

Comme I est irréductible pour la A-topologie, il en est de méme de
toute partie k-ouverte U de I, qui est donc en particulier connexe. Une
section de € sur U est une application continue de l'espace connexe U dans
I’espace discret H, donc est constante.

Soient U = (U;);e; un recouvrement A-ouvert de X" et s—={s;;} un
élément de Z' (U, s€); on peut supposer / et les U; non vides. Comme .1~
est irréductible, on a U;=U;nU;# 0 pour i, jel. Si h;; est la valeur
constante de s;; sur U;;, ona h;;.hj;— hy pour i, j, lel, d'ou h;;— hio.hﬂ,
pour o€/ fixé; si ¢; est la section constante de 3¢ dans U; de valeur A;,, on
aura alors s;; = t[.tfl dans U;; ce qui prouve que s est homologue a 1'élé-
ment {e} de Z' (U, 5¢).

C. Q. F. D.

Ce lemme et la suite exacte (1) démontrent immédiatement l'exactitude
de la suite suivante :

8 [
(2) (1) > Fi— Fr=> H (X, 5/F,.) > H' (X, F}) = (1),

ce qui permet d’identifier par J ’ensemble des classes de A-diviseurs de
type G a H'(X, 7).

2. Diviseurs et faisceaux cohérents. — Lorsque G est le groupe multi-
plicatif & une variable G, un k-diviseur de type G sera appelé simplement
un k-diviseur. Dans ce cas, le groupe F} est le groupe multiplicatif R} du
corps Ry et 'on a (F})y=(0%), pour z€.X. Le groupe commutatif des
k-diviseurs sera noté D;(.X) ou Dy; pour f dans R}, on notera (f) le
k-diviseur défini par (f).,=/f.(©})> pour tout z€.X; on notera P;(.X)
ou P; l'image de I'’homomorphisme f—>(f) de R} dans D; et l'on
posera Gy—D;/P;; un élément de C; s’appellera une classe de k-diviseurs;
la congruence modulo P; dans D; sera notée ~. Enfin, lorsque &k =K,

. . K
on omet & dans les notations, comme d’habitude.
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Mais lorsque G = G, nous avons la notion supplémentaire de positivité
d’un A-diviseur. Le A-diviseur D sera dit positif en x€X si D, C(O)x
et il sera dit positif sur A s’il est positif en toul point de .. La relation
« D — D' est positif sur X" », qui se notera D » D', est alors une relation
d’ordre sur Dy, compatible avec sa structure de groupe. Soit f€ R}; dire
que (f) est positif en 2 signifie que f est réguliére en «, et parsuite (f) > o
équivaut a fe€ A;. Les k-diviseurs positifs sont donc ceux qui peuvent se
définir par une famille (U;, f;) ou, pour tout 7, la fonction f; est réguliére
sur U;; de plus (f)=o signifie que fappartient a A%, donc, si X est
compleéte, que f est une constante non nulle.

Soit D un A-diviseur. Nous noterons £ (D) le sous-ensemble de
Rr=AX < R; formé des couples (z, f) tels que f—=o ou (f)—+ D soit
positif en x. Si D est défini par une famille (U, f;), on a £x(D).= f7*.(Op)
pour tout x € U; et pour tout ¢; ceci prouve que £; (D) est un sous-faisceau
cohérent de Ojp-modules de Ry, localement isomorphe & ©;. Comme toute
section de R est constante d’aprés le lemme 1, pour tout k-ouvert U de &
I'ensemble I'(U, £3(D)) se compose des fonctions fde By telles que f=o
ou que ( f)—+ D soit positif en tout point de U; on posera Ly (D)=T'(X, £(D));
c’est 1a un espace vectoriel sur A, qui est de dimension finie s1 X est
compléte, d’aprés la proposition 1% du chapitre 3 et le théoréme & de [11].
Pour z€ X, on a £4(D),=g".(O)~ quelle que soit g€ D,; on en déduit
que si D' est un A-diviseur, les relations D D' et £, (D)D £ (D') sont
équivalentes.

Nous allons maintenant démontrer deux théorémes de structure pour les
faisceaux.

ProrositioN 1. — L’application D — £2;.(D) est une bijection de ’ensemble
des k-diviseurs sur ’ensemble des sous-faisceaux de Op-modules de Ry,
localement isomorphes a .

Si D est un A-diviseur, pour tout x €1, I'ensemble D, se compose des
fonctions g€ R} telles que £ (D),—=g".(O)x, et par suite, 'application
D — ¢ (D) est injective.

Soit maintenant & un sous-faisceau de O;-modules de ®R;, localement
isomorphe a4 ©. Pour tout x€.X, le module F, sur I'anneau (O), est
monogéne et l'ensemble de ses générateurs est une classe D, de R}
modulo (0%).. Comme F est localement isomorphe a O, il existe un recou-
vrement A-ouvert (U;) de I et des fonctions f; de R} tels que F,=/f;.(Op)x
pour x€ U; et tout i; ceci montre que les D), constituent un k-diviseur D’
associé a la famille (Uj, f;) et il est immédiat qu'on a & — £ (— D').

C. Q. F. D.

Prorosimion 2. — Tout faisceau & de Or-modules, localement isomorphe
a O, est isomorphe a un faisceau £(D).

BULL. SOC. MATH. — T. 86, FAsc. 3. 15
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Le faisceau & est sans torsion de rang 1; la proposition 10 du chapitre 3
montre que F est isomorphe & un sous-faisceau cohérent de ©;-modules
de 22 ou V est un espace vectoriel de dimension 1 sur Rj; on peut prendre
V = Ry, d’ott ¥ = R; et la proposition 2 résulte alors de la proposition 1.

C. Q. F. D.

Nous allons maintenant étudier le comportement des faisceaux du
type £ (D) par rapport aux principales opérations sur les faisceaux.

Prorosition 3. — Soient D et D' deux k-diviseurs. Les faisceaux
de Oj-modules £ (D) ®@k£k(Dl) et £(D —+ D'") sont alors isomorphes.

Posons § = £4(D), 5 = £x(D') et G=,r4(D -+ D'); il est immédiat
que F,.F,= G, pour tout z€.L, et comme les modules F,,, F,. et G, sont
monogénes et libres, l'application ¢, de “ix@(@k)lfi; dans g, définie
par ¢ (f® &) =f.& est un isomorphisme de modules sur 'anneau (O4),.
Soit ¢ I'application de 37®(9k5’ dans ¢ induisant ¢, en chaque point x
de .I'. Pour prouver que ¢ est un isomorphisme, il suffit de prouver que ¢
est continue ou encore, que si s est une section de F o, ' sur un k-ouvert
U de X, alors ¢os est une section de § sur U. Or, par définition des

produits tensoriels de faisceaux, s est localement de la forme 2&@3},
i
et par suite 9 os est localement de la forme Esi.s} , donc est une section
i
de g sur U, puisque la multiplication dans R est continue.
C. Q. F. D.

ProrosiTion k. — Soient D et D' deux k-diviseurs. Alors le faisceau
Hom@k(ﬁ’k(D), £r(D")) est isomorphe a £1(D'— D).
D’aprés la proposition 13 du chapitre 3, il suffit de prouver que
E(D — D)u=(£4(D)a : £1(D)o),
ce qui résulte de la forme des générateurs des idéaux principaux fraction-

naires en question.
C. Q. F. D.

COROLLAIRE 1. — Les Op-homomorphismes de £2,(D) dans £ (D) sont
les multiplications par les fonctions de Li(D' — D).

COROLLAIRE 2. — Pour que les faisceaux de Op-modules £1(D) et £1(D')
soient isomorphes, il faut et il suffit qu'on ait D~ D',
k

En effet, d’aprés le corollaire 1, un O -isomorphisme de £ (D) sur £,(D")
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est la multiplication par une fonction non nulle de L;(2D'— D) dont
I'inverse est dans Lz(D — D'), i. e. une fonction f telle que (f) =D — D'.
C. Q. F. D.

ReMARQUE. — Les résultats précédents montrent qu’il existe un isomor-
phisme du groupe G; des classes de A-diviseurs sur ¥, sur le groupe des
classes de faisceaux de Opmodules, localement isomorphes a ©; on
rappelle qu'une classe de faisceaux se compose de tous les faisceaux
isomorphes & un faisceau donné, et que la composition est définie par le
produit tensoriel; comme £ (0) == O, la classe de O est élément neutre.

Il nous reste a classifier les diviseurs sur une variété affine

ProrositioN 5. — Supposons la k-variété X affine. Alors Uappli-
cation D — Li(D) est un isomorphisme du groupe Dy des k-diviseurs sur
le groupe multiplicatif des idéaux fractionnaires inversibles de I'an-
neau Aj.

D’aprés les propositions 9 et 12 du chapitre 3 et la proposition 1 ci-dessus,
Papplication D — L (D) =T (X, £,(D)) est une bijection de D; sur
Pensemble des sous-A;-modules projectifs de type fini de Ry, c’est-a-dire de
Pensemble des idéaux fractionnaires inversibles de A; d’aprés le lemme 6 de
I’Appendice.

Enfin, si /=Ly (D) et I'=1L;(D'), on a

L“k(D):].@k et ,Lak(D,):I’.@/\-,

de sorte que £ (D + D' )== 12 (D). 24 (D)o =1.1' . (O}), pour tout x€ A
et donc 1.I'=L;(D + D') d’aprés la proposition 12 du chapitre 3; ceci
montre que l'application bijective D — Ly(D) est un homomorphisme de

groupes.
C. Q. F. D.

RemarQue. — Si fe R%, le diviseur (f) correspond & I'idéal fractionnaire
principal f—'.A4;; de plus, les diviseurs positifs correspondent aux idéaux
inversibles contenant A4;.

3. Extension des scalaires. Conjugués. — Soit k' un sous-corps de K
contenant k. Nous nous proposons d’associer un A’-diviseur a tout k-diviseur.
Nous démontrerons ensuite quelques critéres généraux de rationalité pour
les diviseurs.

Soit D un A-diviseur; comme le faisceau de ©;-modules £ (D) est loca-
lement libre, le sous-faisceau de Op-modules £;(D).Op de Ry est loca-
lement libre d’aprés la proposition 16 du chapitre 3, et la proposition 1
montre qu’il existe un unique A’-diviseur D' =y, (D) tel que

St (D’) = /,“]\.(D) O
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L’application v;.,; de Dy dans Dy ales propriétés suivantes :

a. Soient xz dans X et p, Uapplication canonique de R}/(O%). dans
*/(O%)x; alors, on a D,,— p,(D.) : en effet, pour feD,, on a

L D)e=f1. (O,

d'ou £y (D" )y=f""1.(Op), et donc fe D, d'ou finalement D, c D, ce qui
prouve notre assertion.

b. Y est un isomorphisme de groupe : cela résulte de «.

c. Pour xeX,ona £1(D)y=R.N L (D), : cela résulte de la propo-
sition 15 du chapitre 3; on en déduit que yp/, est injective, et que les
relations D »- o et D'y~ o sont équivalentes.

d. St D= (f) avec fe R}, on a D'=(f) : trivial.

e. Toute base de Li(D) sur k est une base de L (D') sur k' : cela résulte
de la proposition 1% du chapitre 3. On en déduit :

f- Supposons X" affine. Si le k-diviseur D est associé a Uidéal fraction-
naire inversible I de Ay, le K'-diviseur D' est associé a Uidéal fraction-
naire k' .1 de A;.

g. St k" est un sous-corps de K contenant k'y on a < =" pojir 0 Yioi: *

trivial.

D’aprés d, ’homomorphisme v, applique Py dans Py, et définit donc par
passage au quotient un homomorphisme, noté encore y;. /i, de G; dans Gy
Nous dirons qu'un élément de Dy ou de Gy est rationnel sur k s'il appar-
tient a l'image de v .

Soit D' un k'-diviseur quelconque; on voitimmédiatement que pour que D'
soit rationnel sur 4, il faut et suffit que pour tout # € 1, il existe un ensemble
k-ouvert U contenant X et une fonction fe€ R} tels que D\.=(f), pour
tout y € U. Par suite, la notion de A’-diviseur rationnel sur & est locale par
rapport a la k-topologie. De plus, cette formulation montre que si D’ est
rationnel sur £, il est rationnel sur tout sous-corps de &' contenant A. Enfin,
pour qu’une classe de A'-diviseurs soit rationnelle sur 4, il faut et suffit
qu’elle contienne un A’-diviseur rationnel sur £.

Nous allons maintenant donner un critére général de rationalité sur 4.

ProrositioN 6. — Soit D' un K'-diviseur sur X. Pour que D' soit rationnel
sur k, il faut que pour tout sous-ensemble k-ouvert U de X, Uespace
K-vectoriel U (U, £,(D")) ait une base formée d’'éléments de Ry, et il suffit
qu'tl en soit ainsi pour des k-ouverts affines dont la réunion soit X .

D’aprés la proposition 15 du chapitre 3, les conditions énoncées signifient
qu’il existe un sous-faisceau cohérent de Opmodules & de Ry, tel que
Ly (D) = F .O0p. Mais comme le faisceau £ (D) est localement libre sur ¢/,
il en est de méme de F sur O d’aprés la proposition 16 du chapitre 3; en
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sorte qu’il existe un A-diviseur D tel que ¥ = £; (D) et la formule

L’kr(D/) = lfk(.D) O
signifie alors D' = v (D).
C. Q. F. D.
Nous ajouterons deux résultats subsidiaires.

ProrositioN 7. — Si une classe C' de k'-diviseurs est rationnelle sur k et
contient un k'-diviseur positif, elle contient un k'-diviseur positif rationnel
sur k.

Il existe un A-diviseur D tel que D'= ., (D) appartienne a C'. Les
éléments positifs de C’ sont les A’-diviseurs de la forme 2+ (f') avec
f'€Ly (D). Daprés I'hypothése faite, on a donc Lp (D) (o), dou
Ly (D) +# (o) d’aprés e ci-dessus; si_fe Ly (D) estnon nulle, alors £'—=20D"+ ( f)
est positif puisque f€ Ly (D)) et il est rationnel sur & puisque 1)’ est rationnel
sur k et que fe RY. C. Q. F. D.

ProrosiTioN 8. — Si toute fonction réguliére sur X est constante (en
particulier, st X est compléte), I’homomorphisme ;.. de G dans Gy est

injectif.

11 suffit de montrer que si De Dy est tel que D'= v, 4 (D) soit dans Py,
alors D est dans P.. Or si D'€Py, on peut trouver f'€ R}, telle que
D'+ (f')=o.L’hypothése sur .I" exprime que L (0) =&, soit f'—'. L (D" )=k
etfinalementona Ly (D) =X'. f; mais d’aprés e, on pourra trouver f€ L (D)
et A€k’ tels que f'=2A.f. On aura alors (f') = (f) puisque le diviseur de

toute fonction constante est nul, et donc D'=—(f)=(f"1), dou
aussi D = ( f~') € P; puisque 'application y;,/; de D; dans Dy est injective.
C. Q. F. D.

Nous terminerons ce numéro par la définition des conjugués d’un diviseur.
]

Soit ¢ un A-isomorphisme de A’ sur un sous-corps &’ de K contenant £.
Pour fe Ry, on a fo°€ Ry et si Uest k'-ouvert, alors U® est A"-ouvert; de
plus, si f est réguliére sur U, alors f° est réguliere sur U°. De ceci résulte
Pexistence d’une application @ : J)'— D'® de Dy dans Dy caractérisée par le
fait que si D' est défini par la famille (U;, f;), alors D'® est défini par la
famille (U7, f7). Il est clair que G est un isomorphisme de Dy sur Dy,
que ( f)°=(f°) pour f€ R}, que les relations D5 o et D'93- o sont équiva-
lentes, que D)’ est rationnel sur un sous-corps k; de A’ contenant £ si et
seulement si D'® est rationnel sur A7, et enfin que si ¢’ est un A-isomor-
phisme de A" sur £”, on a (¢’oc) =7 oG. Comme & applique Py sur Py,
elle définit par passage au quotient un isomorphisme, noté encore &,
de Cp sur Gp. De plus, les propriétés précédentes impliquent la for-
mule L (D'9) = L;/(D')%; en particulier, si X est affine et si D' est associé
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a I'idéal fractionnaire I’ de A, alors D'C est associé a l'idéal fraction-
naire 1'¢ de Ap— AY,.

k. Quelques lemmes d’Algébre linéaire. — Ces lemmes nous serviront
dans les prochains numéros a établir les critéres de rationalité pour les
diviseurs.

Soient K' un corps, K un sous-corps de K', V' un espace vectoriel sur le
corps K' et V un sous-espace K-vectoriel de V'; on suppose qu’il existe une
base de V sur K qui est en méme temps une base de V' sur K'.

Toute base de ¥ sur A jouit alors de la méme propriété. Si L est un sous-
corps de K’ contenant A, nous noterons V', le sous-espace L-vectoriel de V"’
engendré par V'; il existe alors une base de ¥V, sur L, qui est en méme
temps une base de V’ sur A/, par exemple une base de V' sur K.

Soit {¢;} une base de V sur K, donc de V' sur K'; pour toute applica-
tion K-linéaire ¢ de A" dans K', on définit Papplication & de V' dans }”’ par
la formule

v @<2>: Gy (HEK),

i

On vérifie immédiatement que $ est la seule application additive de V' dans
lui-méme qui vérifie la condition

(4) FEv)y=0().v (e K, ve V),
ce qui implique qu’elle ne dépend pas de la base {¢;}.
On notera € I'ensemble des applications A-linéaires de A’ dans A'.

Lemue 2. — Soit M une partie de € et soit L I'ensemble des ne K' tels
que 9 (E.m) =« (E).n pour tout o€ M et tout € K'. Alors L est un sous-
corps de K' et Vi, est Uensemble des o' V' tels qu’on ait

(3)

-Gt

(5.0) = 9 (E).¢
quels que soient g€ M et L€ K'.

Il est immédiat que L est un sous-corps de K’.
Soit { ¢;} une base de V sur K; c’est donc une base de V' sur L et de V”

sur A7, 81 V’:E}Ej.vi, on a
i
(20) —9(5).v'= D 19(5.8) — 9(2) .}
i

pour o € St et € A, et par suite, la relation (5) équivaut & 'ensemble des
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relations ¢ (£.5;) == ¢ (£).%; lorsque ¢ varie. Par suite, pour que ¢’ vérifie (5)
pour tout o€ A et tout £€ K, il faut et suffit qu’on ait £;€ L pour tout i,
soit v € V. C. Q. F. D.

Lenme 3. — S¢ 3 et L sont comme dans le lemme 2, pour qu'un sous-
espace K'-vectoriel W' de V' admette une base formée d’éléments de Vp, il
Saut et suffit qu’on ait T(W')C W' pour tout ¢ € 3.

Pour (e k' et ve V,n W', on a §(£.¢) =9¢(£).v d'aprés le lemme 2,
d’ou §(£.¢0)e€ W'. Par suite, si W’ est engendré, comme espace K'-vectoriel,
par des éléments de V7, il est stable par § pour tout ¢ € Al.

Soit { ¢; };c; une base de V sur K, donc de ¥’ sur K'. Il existe une partie J
de 7 telle que V' soit somme directe de W' et du sous-espace A'-vectoriel V',
engendré par les ¢; pour 7€ J. Mais V7 est somme directe de V', et du sous-
espace K'-vectoriel V', engendré par les ¢; pour /€ — J; par suite, il existe
un K'-isomorphisme P de V, sur W’ défini par la condition P(¢') =y
modulo V', pour ¢' € V.

Supposons qu’on ait §( W')c W' pour tout ¢ € l; comme V', et V', sont
engendrés sur K’ par des éléments de V' C ¥y, ils sont stables par les
opérateurs 3, et il en résulte immédiatement que P commute a ces .
Posons w;— P(v;) pour i€l —J de sorte que { w;} est une base de W’
sur K’, puisque {¢;};c/—, est une base de V', sur A’. De plus, pour £€ A’
etoe A, on a

FE-w) =F(PEw)) =P(FE-0)) =P(2(2).9) = 9(2) - ws.

et par conséquent on a w; € V', par le lemme 2.
C. Q. F. D.

LemMe b. — Soit W' un sous-espace K'-vectoriel de V'. L’ensemble des
sous-corps L de K' contenant K et tels que W' ait une base sur K' formée
d’éléments de V; admet un plus petit élément L,. De plus, pour ¢ € €, les
relations (W'Y C W' et « ¢ est linéaire sur L, » sont équivalentes.

Soit M I'ensemble des o€ € telles que (') W' et soit L, le sous-
corps attaché a4 3l comme dans le lemme 2. Toute application ¢ € Bl est
alors linéaire sur L, et d’aprés le lemme 3, W/’ admet une base formée
d’éléments de V. Par suite, toujours d’aprés le lemme 3, si ¢ € € est linéaire
sur Ly, ona G(W')c W, dou o € M.

Il reste & prouver que, si L est un sous-corps de K’ contenant K et si W’
admet une base sur K’ formée d’éléments de V', alors on a L > L,. D’aprés
le lemme 3, si 9 € € est L-linéaire, on a 3(W')C W', d'ou g€ M et 0 est
linéaire sur L,; or on peut choisir pour ¢ un projecteur L-linéaire de A’
sur L; pour € L,, on aura alors £ =%.9(1) = ¢(£.1) = o(£) € L puisque ¢
est linédaire sur L,, et donc L,c L. C. Q. F. D.
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5. Normalisation des diviseurs. — Soit k' un sous-corps de K conte-
nant k.

ProrositioN 9. — Soit D' un k-diviseur positif sur X. Alors I’ensemble
des sous-corps de k' contenant k et sur lesquels D' est rationnel contient un
plus petit élément ky. Sia est un k-automorphisme de k', pour que D'° =D/,
i faut et suffit que o induise U'identité sur k,.

Soit A" un sous-corps de A’ contenant k. Pour tout ensemble A-ouvert
affine U de X, posons

B(U)=T(U, o), B(U)=I(U, &)=R.nB (U
et

I'(U) =T (U, £(—D")).

Comme D' est positif, on a I'(U)c B'(U); comme U est k-ouvert, toute base
de B(U) sur k est une base de B"(U)= B (U)nR;» sur k" et une base
de B'(U) sur k. D’apres le lemme 4, il existe un sous-corps ky de &' conte-
nant k et tel que les relations &" > Ay et « I'(U) admet une base sur 4’ formée
d’éléments de R » soient équivalentes. D’aprés la proposition 6, pour
que D' soit rationnel sur 4’, il faut et suffit qu'on ait A">ky pour tout
k-ouvert affine U, c’est-a-dire que A" contienne le composé &, des corps k.

Soit ¢ un A-automorphisme de A’. Si U est k-ouvert affine, on a 7= U et
pour feB(U) ettek',ona (. f)°=E°.f,d'ou B'(U)°C B (U) et &(g) = &°
pour g€ B'(U) avec les notations du n° k. Pour qu’on ait D'°= 0, il faut
et suffit qu’on ait £ (D'9)=£ (D'), ¢’est-a-dire I'(U, £ (D'°))=L (U, £ (D))
pour tout ensemble Ak-ouvert affine U d’aprés la proposition 12 du chapitre 3.
De la formule générale

(e, #p (D)) =T (U, £p(D"))*

on déduit que D'°=1D" équivaut & « I'(U)°=1(U) pour tout ensemble
k-ouvert affine U ». D’aprés le lemme &, cette derniére condition signifie
ue o est ky-linéaire pour tout U, c’est-a-dire k,-linéaire, soit encore que &
q U P ) ) q
induit 'identité sur £,. C. Q. F. D.

REMARQUES. — «. Si tous les points de .I” sont simples, on peut montrer
que la proposition 9 est valable pour tout diviseur, positif ou non.

b. Si k' est algébrique sur £, toute base de £ sur k est une base de Ry
sur A" et de Rp sur A’. La démonstration précédente s’applique alors avec
trés peu de modifications au cas d’'un diviseur non nécessairement positif.

Nous nous intéressons maintenant aux classes de k’-diviseurs. Nous suppo-
sons que A" posséde un point x rationnel sur &, nous noterons s I'anneau
local (O%). et m I'idéal maximal de »; comme x est rationnel sur %, pour
toute f€o, on a f(x)€k, d'ou o =4k -+ m. Il existe dans I'anneau o une
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suite strictement décroissante d’idéaux «, pour n>>o telle que a,—=1o et
qu’il n’y ait aucun idéal de s compris strictement entre a, et 4,,; : comme s
est noethérien, on construit en effet une telle suite par récurrence sur n en
prenant pour a,,,; un élément maximal de ’ensemble des idéaux de o stric-
tement contenus dans a, [on a ¢, (0) pour tout n2>> 0, sinon ’anneau o
serait de longueur finie, ce qui est absurde puisque la suite des idéaux m” est
strictement décroissante dans I’anneau intégre o]. Comme o est noethérien,
le o-module «, est de type fini et le lemme 1 de I’Appendice montre qu’'on
a w7 m.a, + o,,; daprés la construction des a,, on a donc m.a,Cq,,, et
comme o — m + & et que le o-module «,/a,., est simple, il s’ensuit que a,,
est de codimension 1 dans a,, sur k. De plus, de I'inclusion m.a,C a4, On
déduit m* C a, par récurrence sur n; inversement, comme g/m” est de longueur
finie et que la suite des idéaux a, est strictement décroissante, toute puis-

sance de m contient I'un des a,. Du théoréme de Krull : { \m’l: (o) résulte

n>0
alors que I'intersection des w,, est réduite a (o).

Nous allons maintenant montrer qu'il existe un faisceau cohérent de
Op-modules, soit &, tel que (), = (Op)y pour y Z z et (QA,)r= a,. Soit U
un ensemble A-ouvert affine contenant et soit B 'algébre des fonctions de R;
réguliéres sur U; nous poserons b,—Bnuw, et p—=Bnm; d’aprés la propo-
sition 11 du chapitre 3 il suffit de prouver qu’on a b,.(0;), = (©;), pour y€ U
différent de z et b,.(O)r=a,. Si y € U est différent de x, on a (Or),— Bqou
I'idéal premier g de B est distinct de p : si f€p, mais fdq, on a alors
freprcmrca,, dou freb,—=Bna,, mais f"¢q et par suite f” est inversible
dans Bg et l'on a b,.By— By. Par ailleurs, pour tout idéal a« de o, on
a a=o0.(Bna) puisque » — Byp; en particulier, on a a,— 0.b,, et ceci acheve
de démontrer notre assertion.

Enfin, pour terminer ces préliminaires, nous allons déterminer le faisceau
de Op-modules A, = Op.AQ,. Pour y # 2, on a visiblement (@}),= (Op),
et (A,), est 'idéal o'.a,—0'.b, de ’anneau o' = (O ),. Conservons les nota-
tions précédentes. Comme b, 2 b,y =b, N @, et que b, est contenu dans w,,
il est clair que b, /b, est de dimension 1 sur & puisqu’il en est ainsi de a,/0,,;
si par ailleurs, on pose B'=T (U, Op), toute base de B sur k est une base
de B' sur k', et si 'on pose b, =B'.b,=—=k'.b,, il est immédiat que b, /b, est
de dimension 1 sur &'. Ceci prouve qu’il n’existe aucun idéal de B’ compris
strictement entre b), et b, ,. Or, comme x est rationnel sur &k et que p est
I'idéal des fonctions de B nulles en z, ona B—=/k +p, d'ou B'=Kk'+p' si
I'on pose p'= B'.p == k'.p; cecl prouve que p’ est I'idéal des fonctions de 5’
nulles en z, et par suite, on a o' = B;J-. Or, pour tout 7> 0 on a p' Db, Dy’
il en résulte que b), est primaire pour p’ puisque I'idéal premier p’ est maximal,
d’od bj,= B'Nb),. B, et finalement b,= B'Nnaj,. On en conclut o, = a, ,;
mais par ailleurs, 'application o' —~B'Na est injective sur I'ensemble des
idéaux de o' puisque o'= B, et il n’y a donc aucun idéal de o' compris stric-
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’

tement entre q;, et ;. Raisonnant comme plus haut, en remplacant o par o
et a, par a,, on voit alors que a,,,, est de codimension 1 dans «), (par rapport

au corps k') et que ﬂ o, = (0).
nxo0
Nous pouvons maintenant décrire le procédé de « normalisation » des divi-
seurs dans une classe de diviseurs.

ProrosiTioN 10. — On suppose que X" est compléte et posséde un point x
rationnel sur k; les faisceaux &, et A, sont construits comme plus haut.
Soit C' une classe de k'-diviseurs contenant un kK'-diviseur positif et pour
tout n> o, soit C,, U’ensemble des D' € C' tels que £1,(— D')c &,,. Il existe
alors un entier n,> o tel que C,, ., —= @ et que C,, se réduise a un élément E'.
De plus, si k" est un sous-corps de k' contenant k, pour que C' soit ration-
nelle sur k', il faut et suffit que E' soit rationnel sur k.

Comme &} = O, on voit que C|, se compose de I'ensemble des A'-diviseurs
positifs de C’, ensemble qui est non vide par hypothése. Par ailleurs, si D, € ',
on voit que C); se compose des k'-diviseurs de la forme D) + (f') ou f' par-
court I’ensemble des éléments non nuls de L'—= Ly (D)); de plus, C, se
compose des A'-diviseurs D' e C tels que £ (— D'), C ), puisque &), et O
sont égaux en dehors de . Si I'on choisit un élément g’ de (D)),, alors
pour D'= D+ (f'), il est clair que £p(— D'), est 'idéal fractionnaire
principal f'g’.o" de o'. Par suite C; se compose des A'-diviseurs D', + ( f")
avec f'eL'nU, non nulle, ou 'on a posé U,—g'.qa),. Comme X est
compléte, L' est de dimension finie sur &', et d’aprés ce qu’on a vu, la suite
des U, est décroissante, d’'intersection nulle et U, /U, ., est de dimension 1
sur &’. Il en résulte I'existence d’un entier n;> o tel que L'nU,,.,— (o) et
que L'nU,, soit de dimension 1 sur A'; il est alors immédiat que Cj, ., est
vide et que €, se réduit & un seul élément E.

Si £’ est rationnel sur £, la classe €’ de £’ est rationnelle sur A" par défi-
nition. Réciproquement, supposons C’' rationnelle sur A’. Soit D"e(”
rationnel sur A" et soit H), 'ensemble des f' € Ry telles que f'. £ (D") C &,;
or, comme on a £ (D") = Op. £ (D") et ;= Opr. A}, (on a posé A;,—=Op.A,,,),
il résulte du corollaire de la proposition 17 du chapitre 3 que #,, a une base
formée d’éléments de Ryr. En particulier, il existe une fonction non nulle f”
de Ry dans H),; or, par définition méme, C, se compose des A'-divi-
seurs D"+ (&) ou & parcourt I, et par suite, on a l'= D"+ ( f") puisque Cy,
se compose du seul élément /', ce qui prouve que £’ est rationnel sur A”.

C. Q. F. D.

COROLLAIRE. — Supposons que X soit compléte et admette un point
rationnel sur k. Alors, si une classe de k'-diviseurs C' contient un élément
positif, il existe un plus petit élément k, dans I’ensemble des sous-corps
de k' contenant k et sur lesquels C' soit rationnelle. De plus, si o est un
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k-automorphisme de k', pour que C'°—=1C', il faut et suffit que s induise
Uidentité sur k.

La premiére assertion résulte des propositions 9 et 10.

Soit ¢ un A-automorphisme de &’. Supposons d’abord que & induise I'iden-
tité sur k;; comme le A'-diviseur L€ C' défini dans la proposition 10 est
rationnel sur &, puisque C’ est rationnelle sur &, on a £'°=F" d’ou C'°=—=(".
Réciproquement, supposons qu'on ait ('°=—(’; soit n un entier > o0 et
soit D'€ C),; par définition de ), on a I'(U, #u(— D)) cI'(U, @) pour
tout k-ouvert affine Ude X', mais comme &), = 0. Q,, il résulte de la propo-
sition 14 du chapitre 3 que I' (U, @}) admet une base formée d’éléments de R,
dou T'(U, @& ))°=TI(U, @,). On en déduit la formule

L (U, £1(— D°)) =T(U, £4(— D))°cL(U, &)

pour tout k-ouvert affine U, d’ou £ (— D'°)CE),; autrement dit, on
a D'9e C,,. Appliquant ceci avec n — n, et tenant compte de C,, = | E’'}, on
voit donc que E'°=—=FE' et comme £k, est le plus petit corps de rationalité
de E’, la proposition 9 montre que ¢ induit I'identité sur k.

C. Q. F. D.

REMARQUE. — Soit D' un k'-diviseur. Il est associé a une famille (U}, fi)ie:
et 'on peut supposer [ fini. Par suite, il existe un sous-corps %" de A’ conte-
nant k, extension finie de k, tel que les U; soient A"-ouverts et f; € Ry pour
tout 7; alors D' est rationnel sur &”, ce qui montre que le plus petit corps de
rationalité d’'un A’-diviseur est une extension de type fini de 4.

6. Critéres de rationalité : I. Cas galoisien. — Soit &’ un sous-corps de K,
extension galoisienne (finie ou non) de k et soit G le groupe de Galois
de k' sur k.

ProrositioNn 11. — Soit D' un k'-diviseur. Pour que D' soit rationnel
sur k, il faut et suffit qu'on ait D'°= D' pour tout s € G.

Si D' est rationnel sur £, il est associé a une famille (U, f;) telle que U;
soit k-ouvert et f; appartienne a R pour tout #; on a alors UP=1U;
et f7— f; pour tout ¢; d’ou D'*= D' pour tout s € G.

Supposons maintenant qu’on ait D'®= D’ pour tout ¢ € G. Soit k; le plus
petit corps contenu dans A’ et contenant & sur lequel D' soit rationnel. La
proposition 9 montre alors que tout g€ G induit l'identité sur kA, et par
conséquent, on a k;= & par la théorie de Galois.

C. Q. F. .

ProrositioN 12. — Soit C' une classe de k'-diviseurs. St X est compleéte et
posséde un point x rationnel sur k, pour que C' soit rationnelle sur k, il
Jaut et suffit qi’on ait C'°—=C' pour tout € G.
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Si (' est rationnelle sur 4, elle contient un diviseur 0’ rationnel sur &; on
a alors D'°=10', d’'ou ("= C’ pour tout c € G.

Réciproquement, supposons qu’on ait C'°= C’ pour tout g € G. D’aprés la
remarque terminant le numéro précédent, la classe C’ est rationnelle sur une
extension galoisienne finie &, de k4; on peut donc supposer [A": k] fini. Nous
ferons d’abord quelques remarques :

a. ¢ appligue (Op)y=12' dans lui-méme, et pour tout f'€v¢', on
a f'°(x)=f(«)° : soit U un ensemble k-ouvert affine contenant z et soit
B l'algébre des fonctions de Ry réguliéres sur Uj; si p est 'idéal des fonctions
de B nulles en 2, on a 6 = (&), = By, et comme « est rationnel sur 4, on
a B—k + p. Toute base de B sur A est une base sur A’ de 'anneau B’ des
fonctions de Ry réguliéres sur U; par suite, si =B .p=~".p, on
a B=k +9', ce qui prouve que p’ est I'idéal des fonctions de B’ nulles
en z et que o/=By. On a évidlemment B'°= B puisque B'=1".B,
et p'°—=1y' puisque p'=~".p; on en déduit o'°—=o'. Comme tout élément de
o' est quotient de deux ¢léments de B', 1l suffit de démontrer la
formule f'9(z)=f'(2)° pour f'€B'=—L -+yp'; mais cette formule est
évidente pour '€k’ ou f'ey'.

b. Il existe D'e (' tel que (D')x—=o0 : eneffetsi D, € etsi f'€ () )a
il suffit de poser D'—= D', — (f').

c. Si (D)y=o0 et si c€G, on a (D%),=o0 : en effet, il existe un
ensemble A’-ouvert U’ contenant z et f' dans Ry tels que (D)= (f')y
pour y € U’; par définition de D'9, on a alors (D'9).= (f'°), pour z€ U°;
mais comme z est rationnel sur &, on a z€ U°, d’ou (D'%)y=(f"7), et
comme (D')y=o0, on a f'€(0F}),, dou f°€(0OF). daprés a et
finalement (D'?),— o.

Ces remarques étant faites, choisissons un A'-diviseur D'eC’ tel
que (D'),=o0; comme C'°—=C pour tout c€ G, on peut trouver des
fonctions f; de R} telles que D'°—=D'+ (f;) pour tout ce€G. Mais
comme (['),= (D'®),=o, la fonction f; est réguliére et inversible en x;
remplacant f; par f;/f;(«), ce qui ne change pas le diviseur de f;, on se
ramene donc au cas ou f;(x) =1. Pour ¢, € G, nous définissons ¢, -€ R},
par la formule fo.—= (f7)°. f5.¢s,c; d’aprés 'identité

(D' — D)= (D"*"— D)+ (D°— D)

et la définition de f;, on a alors (¢s;:) =0, et comme I est compléte,
Cs est une constante. Mais on a f;(x) =1 pour tout s€ G et d’aprés la
remarque a précédente, on a donc ¢4 - (2) =1; autrement dit, on a ¢ =1,
soit fo:=(f:)°.fs. D’aprés un théoréme bien connu de la théorie de Galois (19),

(1°) Rappelons bri¢vement la démonstration de ce résultat; d’aprés le théoréme de
Dedekind (c¢f. th. 3, §7, chap. V de [5]), comme les f, ne sont pas tous nuls, il existe
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il existe alors g € R}, avec f;—= g°/g pour tout g€ G.Sil'on pose D = D' — (g),
on a alors De ' et D= D pour tout c€ G et la proposition 11 montre
que D est rationnel sur £, ce qui prouve que C’ est rationnelle sur 4.

C.Q.F.D.

Remarques. — a. Lorsque la classe C' contient un élément positif, la
proposition 12 résulte de la proposition 10. Mais, méme si C' ne contient
pas de A'-diviseur positif, la proposition 12 démontre 'existence d’un plus
petit corps de rationalité pour C’, a savoir I’ensemble des invariants desc € G
pour lesquels C'* = (.

b. Dans la démonstration de la proposition 12, I'hypothése que X~ est

compléte sert seulement a assurer que toute fonction réguliére sur I est
constante. Méme remarque pour la proposition 1% plus loin.

7. Critéres de rationalité. II. Cas inséparable. — On suppose K de
caractéristique p #o. Soit k' un sous-corps de K contenant k; on
suppose [k : k] fini et kPCk. On note g la p-algébre de Lie des
k-dérivations de L'

Nous démontrerons d’abord quelques lemmes.

LeMME 5. — Pour tout 0 € g, Ul existe une dérivation de Ry sur Ry et une

seule, notée 0, prolongeant d; pour d, d'€ g, on a les formules
(6) [9, d/]:[a’ 5'], (075:(5>/’

et pour qu'un sous-espace k'-vectoriel V' de Ry ait une base formée
d’éléments de Ry, Ul faut et suffit qu’on ait IV V' pour tout € g.

Les corps R; et A' sont linéairement disjoints sur A et engendrent Ry ;
comme [A': k] est fini, toute base de R; sur k est une base de Ry, sur &', et
toute base de &’ sur & est une base de Ry sur Ry Soit alors 0 € g et soit
P'unique application Rj-linéaire de R, dans lui-méme prolongeant ¢; pour
x, y € Ry, posons

flz,y)=0(z.y) —x.0 (y) — 0 (x).y.

&' non nulle dans R}, telle quer__.g'f¢ o; si 'on pose g":Zf__.g’T, on aura :

S8 = fq-< Zf:-g"'y:ng-(f-_ .8 =Zfa:~g"‘” =g

d’aprés lidentité /.= (f.)°.f,; il suffit alors de poser g =1/g".
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On a f(xz, ))=o pour x, y€k’ puisque O est une dérivation de X/,
et f(x, y) est linéaire en « et y par rapport au corps Ry; il en résulte f—=o,
autrement dit que J est une dérivation de Ry sur R;.

Comme les dérivations m et [(7, (7/] de R sur R; induisent toutes
deux [0, J'] sur k', elles sont égales d’aprés la premiére partie de la
démonstration. On démontre de méme la deuxiéme formule (6).

Enfin, pour v€ R et €k’ on a 5(&0) = d(%).v pour tout d €g; de plus,
si n€k’ est tel qu'on ait d(£.m)=d(E).n pour tout d€ g et tout €X', on
a d(n)=o en faisant £ =1, d’ou n € k d’apreés la proposition & du chapitre 2.
La seconde assertion du lemme 5 résulte alors du lemme 3.

C.Q.F.D.

Lemve 6. — Soient x€ X et 0 €g; alors 0 appliqgue o =(Ou), dans
lui-méme. Si de plus, x est rationnel sur k, on a

(7) (O(f)) () =0(f' (=)

pour tout [ €v'.

Soit U’ un voisinage A’™-ouvert de z; comme A’ est purement inséparable
sur k, U’ est k-ouvert, et par suite I'(U', Op) admet une base formée

d’éléments de Ry, donc est stable par J. Mais, par définition d’un faisceau,
P’anneau o' est réunion des I'(U’, @) pour U’ parcourant I’ensemble des

k'-ouverts de I contenant z, et I’on a donc 5(1:’) Co'.

Soit f'€0’; comme o’ est stable par Jpour tout de 4, le lemme 5 montre

qu'on a f':Z(’z-fx avec ¢, €L et fy,€0=(0O;),, mais comme 2z est
x
rationnel sur 4k, on a f(x) €k pour tout f€9, d'out

(3 (@)= 0(c0) fu(@) :0<an-fa(x)>:d(f’(x))-

C. Q. F. D.

D’aprés le lemme 6, I'application 0 de Ry dans lui-méme définit un
endomorphisme d du faisceau de groupes abéliens Ry, qui applique O
dans lui-méme. L’application o* :f’—+(~3(f’)/f’ est un homomorphisme du
groupe multiplicatif R}, dans le groupe additif Ry. Le lemme 6 montre que
I’homomorphisme de faisceaux de R}, dans Ry défini par o applique O%
dans Op et définit donc par passage au quotient un homomorphisme du
faisceau R},/O%, dans le faisceau Ry/O ; ces trois homomorphismes seront
notés J*. Par passage a la cohomologie, on en déduit le diagramme
commutatif suivant, dont les deux lignes horizontales sont exactes d’aprés
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le n° 1.

3* 2k
(1) > Af> R —=> Dy —— H' (X, 0},) - (0)

(%) A A Jo¥ ) Jo¥
(0) = Ay Rus HV(X, Rp/0w) 2> H (X, 1) — (o)

Nous allons expliciter les noyaux de 0% et de 9%.

Lenng 7. — Soient D' un k'-diviseur et 0 € g. Pour qu’on ait 0% (D') = o,

il faut et suffit que Uendomorphisme 0 de R applique £1(D') dans
lui-méme.

Soient ze€X et f'€(D')r; nous poserons £=—=0%(D'). On a alors
E.— 5(f’)/f’+ (O )z; par suite, si 'on pose g'=1/f’, on a

Ny = ,l.ak'(D’)x:g’.(@/cf).L-

et la relation £,.= o équivaut & d(g') € I, soit comme J est une dérivation
de Ry, a 0 (M) C O,
C. Q. F. D.
On identifiera désormais Gy et H' (X, 0%)).

Lemme 8. — Solent C' une classe de k'-diviseurs, D' un élément de C'
et 0 un élément de §. Pour qu'on ait 0%(C')=o, il faut et suffit qu'il
existe ' € Ry tel que l'opérateur 0+ Ly de Ry applique le faisceau £ (D")
dans lui-méme. La fonction k' est alors définie a I'addition prés d’une
fO’lCtiOn de Ak’~

D’aprés le diagramme précédent, la relation 0%(C')—=o signifie qu'il
existe 2'€ Ry avec 0¥ (D')=[ (L"), et k' est définie par cette relation
a 'addition prés d’une fonction de Ay. Posons /= 0% (D) et soient z€ X
et f'€(D).; la relation £, —= B (/')z, s’écrit

IS — I € (Ok)a
autrement dit
0(g)+ 1 .g'€srp(D)p=N,

en posant g'=1/f". Comme J est une dérivation de Ry, on voit facilement

que cette derniére relation signifie que l'opérateur d 4 Ly applique O,
dans lui-méme. C. Q. F. D.

Nous pouvons maintenant démontrer les deux critéres de rationalité que
nous avions en vue.

Prorosimion 13. — Soit D' un k'-diviseur. Pour que D' soit rationnel
sur k, il faut et suffit qu'on ait 0% (C') = o pour tout d€g.
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D’aprés le lemme 7, pour qu’on ait d%(D') = o, pour tout d€g, il faut et
suffit que 0 applique le faisceau £ (D') dans lui-méme pour tout d €y,
c’est-a-dire applique I'(U’, £ (D)) dans lui-méme pour tout A'-ouvert U’
de X. Mais comme la A-topologie et la A'-topologie sont identiques, la
proposition 13 résulte immédiatement de la proposition 6 et de la derniére
assertion du lemme 5. C. Q. F. D.

ProposiTiox 14. — Soit C' une classe de K-diviseurs. On suppose X
compléte et possédant un point z rationnel sur k. Alors, pour
que C' soit rationnelle sur k, il faut et suffit qu’on ait 0%(C') = o pour
tout deg.

Si C' est rationnelle sur £, il existe D'€ C' rationnel sur £, et par suite,
on a 9% (D') = o pour tout d € g d’aprés la proposition 13, d’ou 9% (C') =o.

Réciproquement, supposons qu’on ait 9% (C') = o pour toutde€ ¢.Si D, € C’
etsi f'€ (D)), onposera D'=D") —(f') de sorte que D' € (' et que (D'),=o.
Soit de€g; comme 0%(C')—=o, il existe '€ Ry telle que 0*(D') =3 (1)
d’aprés le diagramme (% ); comme (D'),=o0, on a 3(A')y=o0, et A’ est
réguliére en . Or la condition ci-dessus définit %’ & I'addition prés d’une
fonction de A; d’aprés le diagramme (% ); comme I est compléte, toute
fonction de A, est constante. Finalement, en appliquant le lemme 8, on voit
que pour tout d €4, il existe une fonction 2'(d) de Ry et une seule telle
que l'opérateur r(0) =20+ L(k (9)) applique le faisceau 4 (D') dans
lui-méme, et qui soit réguliére et nulle en .

On a alors
(8) [r(9), r(9)]=[0, 9']+ L(I(K' (') — I (K (9)))

d’aprés la formule (4) du chapitre 2, mais le lemme 6 montre que la fonction
(;(h’(d’)) —d (h(0)) de Ry est réguliére et nulle en 2 puisque x est rationnel
sur k; la forme du second membre de (8) et la définition de 2 ([0, J'])
démontrent alors I'identité

(9) | [7(0), 7(0)]) = r([9, 9'))
La formule
(10) r(@)r=r(ov)

se démontre de maniére analogue en utilisant le lemme 5 et la formule
(11) r(0) =07+ L( I (9)?+ 0r—1 (k' (9)))

qui résulte de la formule (36) du chapitre 2. Un raisonnement analogue et
plus facile, basé toujours sur l'unicité de A'(d), démontre que r(d) est
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k'-linéaire en d. Enfin, on vérifie immédiatement la formule
(12) r(0)(Z.f)=0C).f+Z.r(d)(f)

pour tout €A’ et tout fe Ry

D’aprés les identités (9), (10) et (12), on peut appliquer dans notre cas la
proposition 3 du chapitre 2, qui implique en particulier I'existence d’un
&'€ Ry non nul annulé par tous les opérateurs 7 (d). On a donc

~

(13) ad(g')y+1'(0).g=o
pour tout d €4, ce qui s’écrit aussi
(14) r(0)=1L(g").d.L(g")".

Posons D —=D"+ (g'); comme les r(d) conservent le faisceau £ (D"),

la formule (14) montre que les opérateurs d conservent le faisceau
&'y (D)= (D). Daprés la proposition 13 et le lemme T ceci
exprime que ) est rationnel sur A; comme De (', la classe C' est donc

rationnelle sur 4. C. Q. F. D.

CoroLLAIRE. — L’ensemble des sous-corps de k' contenant k et sur
lesquels C' est rationnelle contient un plus petit élément k,. Pour que d€g
sott nulle sur ki, il faut et suffit qu’on ait 0%(C') = o.

Soit hcg 'ensemble des deg tels que 9%(C') =o. Le lemme 8 et les
formules (8) et (11) montrent que h est une sous-p-algébre de Lie de g, donc
est l'ensemble des dérivations de A’ nulles sur un sous-corps A, de A’
contenant A (cf. prop. & du chapitre 2). De plus, si A” est un sous-corps
de &' contenant &, pour que C’ soit rationnelle sur A", il faut et suffit qu’on
ait 0% (C') = o pour tout d€g(A'/k"), c’est-a-dire g(A'/A")C}l, ou encore
k"> ky d’aprés la proposition & du chapitre 2.

C. Q. F. D.

REMARQUE. — Par un raisonnement analogue a celui du corollaire de la
proposition 1%, on déduit de la proposition 13 et du lemme 7 que le plus
petit corps de rationalité d’'un A’-diviseur D’ est le sous-corps annulé par
les d € g telles que 0% (D')=o.

8. Image réciproque des diviseurs. — Nous allons définir la notion
d’image réciproque pour les diviseurs et les classes de diviseurs, et donner
quelques propriétés élémentaires de cette opération.

Soient X et Y deux k-variétés et © un k-morphisme de X dans Y. Nous
poserons © —= Oz (o (AX)/Y), et nous noterons I l'idéal maximal de ©;
alors © est réunion des anneaux locaux (Oi)y. pour z parcourant I,
et @*= © — I est réunion des groupes multiplicatifs (Of) ., pour z€X.
Comme ©O* est un sous-groupe de R} (.I), 'ensemble D} des A-diviseurs D

BULL. SOC. MATH. — T. 86, FAsc. 3. 16
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sur ¥ tels que D, € ©* pour y€o¢(A") est un sous-groupe de D;( F). De
plus, le cohomomorphisme de ¢ induit un homomorphisme de @ dans R;(.f),
dont le noyau est 3, et par suite détermine un homomorphisme du groupe
multiplicatif ©* dans le groupe multiplicauf R} (.X).

Soit alors D un A-diviseur défini par la famille (U, f;);es et soit I’
I'ensemble des indices i tels que ¢~—'(U;) soit non vide. Comme on a
Dy, = f;.(0%), pour yeU, il est immédiat que DeD} si et seulement
si f;€ ©* pour tout i€ /’; de plus, s'il en est ainsi, on vérifie facilement que
la famille (¢=*(U;), fi® ©),es, définit un A-diviseur sur 1" qui ne dépend
que de D. Ce A-diviseur sera noté ¢—' (D).

Les propriélés @ a e qui suivent sont des conséquences immédiates des
définitions.

a. Lapplication D — o= (D) est un homomorphisme du groupe D} dans
le groupe Dy (X).

b. Soient fe R{(Y) et D= (f). Pour que o= (D) soit défini, il faut et
suffit que fet f~' soient composables avec o, et l'on aalors o= (D) = (f© o).

c. Soit o' un k-morphisme de Y dans une k-variété Z; si D est un
k-diviseur et si 9'=' (D) et o= (o1 (D)) sont définis, alors (¢ Qo) ' (D) est
défini et égal a o= (o'~ (D)).

d. Soit k' un sous-corps de K contenaut k; alors ~;.,. applique D}
dans DY, et l'on a, pour DeD) :

(13) Vi (o7 (D)) = o (yau(D))-

e. Soit k' comme en d et soitt o un k-isomorphisme de L' sur un sous-
corps k" de K. Alors, pour DeD},, on a D°€D}, et la formule

(16) 9= (D)7= ¢~ (D7).

Pour définir la notion d’image réciproque d'une classe de A-diviseurs, nous
aurons besoin du lemme suivant :

Lesve 9. — Soit D un k-diviseur sur Y. Pour que o' (D) soit défini,
il faut et suffit qu'il existe y € o (AX') tel que D, —=o.

Supposons D associé a une famille (U}, f;):e; et soit I’ ensemble des i€/
tels que ¢ (U;) Z 0. Par définition, D est une section d’un faisceau de
groupes abéliens sur _I" muni de la A-topologie; par suite, I’ensemble U
des y € ¥ tels que D,.— 0 est un A-ouvert non vide de Y.

Comme I est irréductible pour la A-topologie, et comme les A-ouverts
non vides ¢—'(U,) pour i€l recouvrent X, la condition o' (U)# @
équivaut a « o= (UNU;) 7 O pour tout i€’ ». Or pour ye U, et t€l’, on
aD,= f;.(0%), et parsuite o~ (UNn U,) = O signifie qu’il existe y € ¢ (A)n
avec f;€(0%),, c’est-a-dire que f; appartient a @*. Par suite o—' (U) = 0
équivaut a De D} et le lemme se déduit immédiatement de la.

C. Q. F. D.
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CoROLLAIRE. — Pour tout k-diviseur D sur Y, il existe fe R} (X)) tel
que D + (f)€Dj].

En effet, si yeo(X") et si fe(— D)y, on aura (f),—— (D), d’ou
(D + (f))y=o, et finalement D + (f) e D} d’aprés le lemme 9.
C. Q. F. D.

D’aprés la propriété & plus haut, 'opération D —o—'(D) applique
D{nP;(Y) dans P, (L), tandis que d’aprés le corollaire du lemme 9, on
a Di(V)=D) +Pi(Y); elle définit donc par passage au quotient un
homomorphisme ¢* de Gi(Y') dans Gp(AL"). Le formulaire suivant est alors
une conséquence immédiate des propriétés ¢, d et e énoncées plus haut :

(17) (bog)*=g*o ¥,
(18) Y (9*(C)) = ¢* (Yarp (€)),
(19) e*(C)e=9*(('),

o ¢ est un A-morphisme de ¥ dans une k-variété Z, ou k' est un sous-
corps de K contenant £ et ¢ un k-isomorphisme de A&’ sur un sous-corps
de K, etou CeCi(V)et C'eCp(Y).

Pour terminer, nous ferons le lien entre ces opérations et la cohomologie.
Pour tout k-ouvert U de ¥ tel que ¢—'(U) soit non vide, et tout
fel (U, 0% (¥)),ona fOoel' (U, 0f(X)); pour tout recouvrement fini U
de ¥ par des A-ouverts non vides, on définit un homomorphisme de groupes
abéliens de H (U, 0%(Y)) dans H (o~ (U), O} (X)) en associant a la classe
de cohomologie de {c;;}; e; celle de {¢;;© ¢}, es; puis par passage a la
limite sur A, on définit un homomorphisme ¢* de H(Y, O%(Y)) dans
H(X, 0%(AX)). De plus, pour toute classe de A-diviseurs C, on notera 7 (C)
la classe de cohomologie de degré 1 qui lui est associée; on sait que € — 7, (C)
est bijective; on a alors le lemme suivant :

LemME 10. — Pour toute classe de k-diviseurs C sur ¥, on a
¢*(n(€)) =n(¢*(C))-

On peut trouver dans C un A-diviseur D tel que ¢—1(D) soit défini;
supposons que D soit associé a la famille (U;, f;):es et soit I’ 'ensemble
des i€l tels que ¢—'(U;) soit non vide. Alors le A-diviseur ¢—!(D) est
associé a la famille (¢~ (U;), fi© @)icr, et sa classe est égale & ¢*(C) par
définition. Il en résulte que n(9*(C)) est représentée par le 1-cocycle
{(fi®9)/(fi® ¢)} du recouvrement ¢~ (U) de X [on a posé U = (U));e,].

Par ailleurs, 7 (C) est représentée par le 1-cocycle {fi/f;} du recou-
vrement U, et par conséquent, ¢*(n(C)) est représentée par le 1-cocycle
{(filf;) © @} du recouvrement ¢~ () de X.

C. Q. F. b.

16,
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9. Familles algébriques de diviseurs. — Soit £ une k-variété. Si 7" est une
k-variété et si £€ T, on notera p, le morphisme « — (z, t) de X" dans X" < T
pour toute classe de diviseurs C sur A > T, on posera C(t) = p;(C), de
sorte que C(t) est une classe de diviseurs sur .X. On peut donner des
définitions analogues pour le cas des diviseurs et non pas seulement des
classes : nous laisserons au lecteur le soin de le faire. On a d’abord les deux
propriétés suivantes :

a. Soit k' un sous-corps de K contenant k; si C et t sont rationnels sur
K, alors C(t) est rationnelle sur k' : comme ¢ est rationnel sur &', p, est
un A'-morphisme de .I" dans X < T'; comme C est rationnelle sur &', il
existe une classe C' de k'-diviseurs sur X" < 7T telle que C = vk (C); on a
alors

C(t)=pr(C)=p! (g (C")) =yr/k (p}(C"))

et C(¢) est rationnelle sur A'.

b. Si T=Tx<T", on a C(t', ")=C(t") () pour '€T" et "eT" :
comme C est une classe de diviseurs sur X' <X I'= (X x 7T") < 7", on a
par définition C(¢") =o¢*(C), ou ¢ est défini par ¢(x, u) = (z, u, t")
et C(¢") est donc une classe de diviseurs sur A" > 7”; mais on a alors

C") () =ph(e*(€)) = (9o ps)*(C) =ple,n(C)=C(, ')

d’apres la formule évidente ¢ o py == p(s, 1)-

Soit 7" une k-variété. On dit qu'une application t — C, de 7" dans G(.A")
est une famille algébrique (de classes de diviseurs), s’il existe une classe de
diviseurs C sur X < T telle que C,—= C(t) pour tout t€ 7. On peut
démontrer que C est déterminée par cette condition a 'addition prés d’une
classe de la forme p*(C,) ou p est la projection de X" < 7 sur 7, et ou C,
est une classe de diviseurs sur 7.

Le maniement des familles algébriques de classes de diviseurs est gouverné
par des régles élémentaires, dont nous indiquons quelques-unes :

c. Toute application constante de T dans G(X") est une famille algé-
brique.

d. Si (C)ier et (C'),er sont deux familles algébriques, il en est de
méme de (Ci+ C)),e 1.

e. Soit 9 un morphisme de T dans une k-variété T'; si (Cy)p 1 est une
Sfamille algébrique, il en est de méme de (Cy).e1-

f. Soit & un morphisme de X dans une k-variété Y. Si (C)),er est une
Jamille algébrique sur Y, alors (* (C))).er est une famille algébrique
sur X

Les démonstrations de ces régles reposent essentiellement sur la for-
mule (17). Démontrons par exemple ¢ :

Soient Cye G(.I') et p la projection de X > 7" sur I : alors pour tout



RATIONALITE DES DIVISEURS. 245
te T, le morphisme p o p; est I'identité sur X', d’ou par suite :
Co=(pop)*(Co) =pi (p*(Co)) = (p*(Co)) (1),

ce qui prouve que l'application ¢ — C, est une famille algébrique.

APPENDICE.

(QUELQUES LEMMES D’ALGEBRE LOCALE.

1. — Soit 4 un anneau. On dit, selon [ 6], qu'un A-module M est projectif
s'1l existe un A-module /Vtel que M @ /V soit libre; il revient au méme de sup-
poser qu’il existe un 4-module libre L et des A-homomorphismes f: M — L
et g:L — M tels que g o f soit I'identité sur /M.

a. Soit ¢ un homomorphisme de 4 dans un anneau B; sile A-module
est projectif, le B-module M5 déduit de M par extension des scalaires
(cf. [%], App- II, n° 10) est projectif : en effet, si le 4-module M P V est
libre, le B-module Mz @ V), isomorphe a (M @ V) est libre.

b. Soit M un A-module de type fini; si M est projectif et si f, g et L sont
comme plus haut, f(M) est contenu dans le sous-module libre de L engendré
par un nombre fini d’éléments d’une base de L, ce qui montre qu'on peut
supposer que L a une base finie {¢;}, ~;.,. Mais les A-homomorphismes

de M dans L sont alors les applications m—>2fi(m).el- ou les f; sont des
formes linéaires sur M, tandis que les A-homomiorphismes de L dans M sont
les applications 2 a;.e;—> Z a;.m; avec m; arbitraires dans M. Finalement,
pour que M soit Il;rojectif, il lfaut et il suffit qu’il existe des éléments m; de
M et des formes linéaires f; sur M pour 1< ¢ n, vérifiant I'identité

(1) 2 film).m;=m (meM).
1£iLn
Si cette condition est satisfaite, les m; engendrent M ; inversement, si des

’

éléments m’;(1 < j < p) engendrent M, on peut poser m;=— 2 aij.m;,

doit Videntité ’
(") Zf;(m)m'/::m (meM)

1<£j<p

si 'on pose j; :Efi.a,»,.
i



246 P. CARTIER.

c. Il est clair que tout A-module libre est projectif.
d. Si 'anneau 4 est commutatif et intégre, tout A-module projectif est
sans torsion, puisqu’il en est ainsi de tout A-module libre.

2. — Nous nous proposons de caractériser les modules projectifs sur un
anneau local. Soit A un anneau local, c’est-a-dire un anneau commutatif
ayant un plus grand idéal m ># 4; on notera k& le corps A /m; tout élément
de 4 — m est inversible dans A4.

LemMe 1. — Soient M un module de type fini sur un anneau local A
et N un sous-module de M. Si lon a M =wm.M + N, on a M =N.

Soit { m;}y s un systéme de générateurs de M; par hypothése, il existe
des éléments p;; de m et n; de /V tels que

(2) nzi:Zpij.771/+m (1LiLZn).
i

Posons a;;=—=9;;— p;;; on a donc nl«:z a;;.m;j et a;;=0;; (modm); il en
i
résulte que le déterminant de la matrice || a;; || est congru & 1 modulo m,
donc est inversible et par suite la matrice || @;; || a un inverse || b;;|[; on a
alors mi:E bi;.n; et par suite m; € N pour 1 i = n, de sorte que M—=/V.
j
C. Q. F. D.

Lemye 2. — Tout module M projectif de type fini sur un anneau local A

est libre.

Posons M = M/m.M, que nous considérerons comme espace vectoriel sur
le corps k; comme M est de type fini, Uespace k-vectoriel #/ est de rang
et il existe des éléments m; de M pour 1Zin dont les classes m;

fini,

modulo m forment une base de /7 sur k. On a alors M — m. M —l—zA.mi
i
d’otr M:Z A.m; d’aprés le lemme 1; autrement dit, les m; engendrent /M.
i
Comme M est projectif, il existe des formes linéaires f; sur M vérifiant
I'identité (1); alors I'application u : m —> (f;(m))i.i.n de M dans A" est un
A-homomorphisme injectif. Par passage au quotient, on déduit de = une

application A-linéaire % de M dans k7, et comme de (1) on déduit 'identité

m:Zﬁ(M)-mz (me']ﬁ);

il en résulte que % est injective. Comme les espaces k-vectoriels /7 et A" ont
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méme dimension n, ceci implique que % est surjective; autrement dit, on a
Ar=m. A"+ u(M), dot A*=u (M) d’aprés le lemme 1. On a donc montré
que u est bijective, et donc que M est libre.

C. Q. F. D.

3. — Nous rappellerons d’abord la définition des anneaux de fractions.
Soient 4 un anneau commutatif et S une partie de A telle que S.S5cS,
1€ S et o S; une telle partie est dite multiplicative. Alors 'ensemble n des
a € A pour lesquels il existe unse€ .S avec s.a — o est un idéal de A4, distinct
de A. Soit ¢ 'homomorphisme canonique de A sur 4 /n; il est immédiat que
¢(S) ne contient aucun diviseur de o dans 4/u; de plus, dans 'anneau total
des fractions de A/n, les éléments de la forme ¢(a).e(s)~! avec a€ A et
s€ § forment un sous-anneau Ag. On pose a/s —:{a).c(s)~! de sorte qu'on
a les régles de calcul usuelles :

(3) afs +d [s'=(a.s'+d .s)/s.s,
(a)s). (& [s") = ad[ss'

et a/s = o signifie qu’il existe s'€ S avec s'.a == o; enfin on a e(a) =a/1.

Soit M un A-module; nous noterons My le Agmodule déduit de M par
extension des scalaires au moyen de 'homomorphisme ¢; comme groupe
abélien, M5 est donc le produit tensoriel As@ 4 M. Pour meM et s S,
nous poserons m/s = z(s)~' @ m; on a alors les formules

(4) mls +m'[s'= (s.m'+ s .m)[ss,

(als).(m/s"y—=a.m/ss’

qui se démontrent immédiatement et montrent que I'ensemble des m/s est
un sous-Ag-module de Mg; comme cet ensemble contient les éléments
mj1=1& m, il est égal & M et donc, tout élément de M est de la forme m/s.

Lemme 3. — Soient M un A-module et S une partie multiplicative de A.
Pour qu'on ait m/s—=o0 avec me M et s€ S, il faut et suffit qu’il existe
s'eS avecs'.m—=o.

Il est clair qu'on a m/s =—=s'.m/s's pour s'€ S et par conséquentsis’.m —o,
on a m/s = o. .

Réciproquement, supposons m/s — o. Supposons d’abord que M soit libre
et soit { m;} une base de M sur A; les éléments m; =1 m,; forment alors

une base de Mg sur Ag et si m :Z a;m;, on aura m/szz (a;fs).m;—o
i i

et par conséquent «;/s=—=o pour tout i, On peut donc trouver des éléments

s;€ S avec s;.a,== o0 pour tout 7, mais comme les ; sont nuls sauf pour un

nombre fini, on peut supposer que tous les s; sauf un nombre fini sont égaux

a 1. Si s’ est le produit des s}, on a alors s'.a;=— o pour tout ¢, d’ous’.m=o.



248 P. CARTIER.

Dans le cas général, il existe une suite exacte
a 3
L —Ly—>M->(0),

ou les A-modules L, et L, sont libres; d’aprés les propriétés générales des
produits tensoriels, la suite

(L1)si'>(Lo)sE;Ms—>(0)a

onad =1@a et '=1Q B est exacte. Soit x€ L, avec 3(z)=m, d'ou
B'(x/s)=m/s =o; il existe donc yeL, et te S tels que o' (y/t) =x/s,
c’est-a~dire (s.a(y) — t.2)/st = o0; comme L, est libre, on peut donc trou-
ver t' € S tel que

t.(s.a(y)y—t.xz)=o

d’aprés la premiére partie de la démonstration, d’ou

t.m=03t.t.z2)=B(l's.a(y))=1t.s.p(a(y))=o.
C. Q. F. D.
Soient M et /V deux A-modules; pour tout A-homomorphisme f de M
dans /V, nous poserons fs—1@f qui est un Ashomomorphisme de M

dans /Vg; on a 15—=1 et (go f)s=gso fs, et par conséquent, M est un fonc-
teur covariant en M. Ce foncteur est en fait exact :

LemMe k. — Soit ,M—£>/V—£>P une suite exacte de A-modules. Alors

. T . Ss 88
pour toute partie multiplicative S, la suite Mg— Ns— Ps est exacte.

Comme go f=—=o0, on a g5o fs=o0. De plus, soit n/s dans le noyau de gy;
on a donc o = gg(n/s) = g(n)/s et par suite, il existe s'€ S avec

s'.g(n)=g(s'.n)=o;
on peut alors trouver me M avec s'/n = f(m), d’ou

njs=s'.n/s's = fs(m/s's).
C. Q. F. D.

On notera enfin que l'application p:m —m/1 de M dans My est naturelle
par rapport aux A-homomorphismes.

k. Soit A un anneau commutatif intégre, et soit K son corps des fractions.
Pour tout idéal premier p de 4, I’ensemble S — A4 — p est une partie multi-
plicative de A, et 'anneau Ay, qu'on notera aussi A, est I'ensemble des
éléments a/s de K avec ac A et s€ A — p. L’anneau A, est un anneau local
d’idéal maximal p.4,; pour tout idéal a de Ay, on a a =A,.(4Na) et pour
tout idéal premier 4 de A, contenu dans p, on a g=ANg.A,. Si M est un
A-module, nous poserons My —= M ,_, pour tout idéal p de A4.
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Si M est un A-module projectif de type fini, pour tout idéal premier p
de A, le Ay-module M, est projectif d’aprés 1.z, donc libre d’apres le
lemme 2. On a la réciproque suivante :

Lemme 5. — Soit M un module de type fini sur un anneau intégre A.
Si, pour tout idéal maximal m de A, le module Mw sur l'anneau A est
libre, alors M est un A-module projectif.

Montrons d’abord que M est sans torsion. Soit en effet @ == o dans A4 et
soit me M tel que a.m —=o. Si m est un idéal maximal de 4, on a alors
(a/1).(m/1) = o dans My, mais a/1 7 o dans A, C K; comme M, est libre
sur A, par hypothése, on a donc m/t = o, ce qui signifie, d’aprés le lemme 3,
qu’il existe s€ A avec s.m = o et s¢m. Autrement dit, 'annulateur o« de m
dans M est un idéal de 4, qui n’est contenu dans aucun idéal maximal de 4,
ce qui implique ¢« = A4 et m —o.

Soit { m; }, o, un systéme de générateurs de M sur I'anneau 4, et soit P

I’ensemble des A-endomorphismes de M de la forme m—>2f,-(m).m[ ou
i

les f; sont des formes linéaires sur M. Tout revient d’aprés 1.6 & prouver

que P contient 1. Or, soit m un idéal maximal de 4; comme M est libre

sur Ay, donc projectif, il existe des formes linéaires f; sur M, telles que

m’:Zﬂ(m’).(mi/I) pour tout m'€ My, ; mais comme M est sans torsion,

13
l'application m — m/1 de M dans M est injective par le lemme 3. De plus,
on peut trouver s€ 4 — m tel que s.f;(m;/1) soit dans A pour 1=14, j=n
(noter que ACAy,); de ceci résulte s.1€ P.

Soit alors « ’ensemble des a€ A4 tels que a.1€P; comme P est un sous-
A-module de 2, (M, M), il est clair que o est un idéal de A; d’aprés ce qui
précéde, pour tout idéal maximal m de 4, il existe s€a avec sgm; o n'est
donc contenu dans aucun idéal maximal de A4, et par suite 1€ a, c’est-a-dire
1epP. C. Q. F. D.

REMARQUE. — Le lemme 5 est valable pour tout anneau noethérien, non
nécessairement intégre.

5. Soient K un corps et A un sous-anneau de K engendrant K en tant que
corps. On rappelle qu'un idéal fractionnaire principal de A est un sous-
A-module monogéne de K, et qu'un idéal fractionnaire de A est un sous-
A-module de K contenu dans un A-module monogéne. Il est immédiat que
tout sous-A-module de type fini de A est un idéal fractionnaire de A, et que
la réciproque est vraie si A est noethérien. Si B est un sous-anneau de K
contenant 4, et si / est un idéal fractionnaire de A, il est clair que B.7 est
un idéal fractionnaire de B, et si / est principal, il en est de méme de B.1.
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Pour la multiplication, I'ensemble des sous-4-modules de K forme un
monoide I admettant 4 comme élément unité; le produit de deux idéaux
fractionnaires est un idéal fractionnaire, et les idéaux fractionnaires princi-
paux de A forment un sous-groupe de . Soit M un élément inversible
de 1 ; il existe donc Ve M tel que M. N—=A; on a alors Nc(A:M) d’ou
A=M.NcM.(A:M)c A, soit M.(A:M)=A; ceci prouve que I'inverse
de M dans 3 est le transporteur (A :/M); mais comme les formes A-linéaires
sur K sont les homothéties = —z.y, pour y€ K, les formes .4-linéaires
sur M sont ces homothéties pour y & (A:M); autrement dit, (A:M) s’iden-
tifie au dual de M.

Nous pouvons maintenant caractériser les éléments inversibles de 1.

LemMe 6. — Soit M un sous-A-module du corps K. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

«. M est inversible dans le monoide M ;

b. M est un A-module projectif de type fini;

¢. M est de type fini, et pour tout idéal maximul m de A, Uidéal frac-
tionnaire M. A, de A\, est principal.

Pour que M soit inversible dans 3, il faut et suffit qu'on ait M.(A: M) =—= A
d’aprés les remarques précédentes; comme M.(A:M) est un idéal de A,
ceci équivaut & 1€ M.(A: M), soit a 'existence d’une relation de la forme

1 ::Z mj.m, avecm; € M et m;€ (A:M). D’aprés I'identification précédem-
i

ment signalée de (A:M) au dual de M, ceci équivaut & l'existence d’une

identité de la forme (1); les résultats de 1.6 montrent alors que ceci signifie

que M est projectif de type fini.

L’équivalence de & et de c¢ résulte alors du lemme 5 puisque tout sous-
A-module libre de A est nécessairement de rang 1, et que d’aprés le lemme 3,
on peut identifier My, et M. A,, pour tout idéal maximal m de A4.

C. Q. F. D.
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