ETUDE

SUR LES

PROPRIETES DES FONCTIONS ENTIERES

ET EN PARTICULIER

D'UNE FONCTION CONSIDEREE PAR RIEMANN (%)

(Journal de 11dclcérizatt'ques, 4e série, t. IX, 18g3.)

1. La décomposition d’une fonction entitre F(z) en facteurs
primaires, d’aprés la méthode de M. Weierstrass,

F(x)— eb _;ﬁ) Qg ()
(1) (x)y—=—c¢e H(l o e

P—

a conduit & la notion du genre de la fonction F.

On dit que F est du genre E si, dans le second membre de ’équa-
tion (1), tous les polynomes Q, sont de degré E, et que la fonction
entitre G(z) se réduise également 4 un polynome de degré E au
plus.

Dans un article inséré au Bulletin de la Société mathématique de

(1) Les principaux résultats contenus dans le présent Mémoire ont été présentés
a I’Académie des Sciences dans un travail couronné en 1892 (Grand Prix des Sciences
mathématiques).
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France ('), M. Poincaré a démontré une propriété des fonctions de
genre E. L’énoncé auquel il est parvenu est le suivant :

Dans une fonction entiére de genre E, le coeffictent de 2™, multiplié
par la racine (E + 1)*™ du produit des m premiers nombres, tend
vers zéro quand m croit indéfiniment.

Je me propose de compléter ce théoréme en étudiant, d’'une facon
?
générale, les relations qui lient les propriétés d’une fonction entiére a
la lo1 de décroissance des coefficients et, particulitrement, en démon-
» P )
trant la proposition inverse :

St le coeffictent de z" est moindre que y la fonction est, en

1
(m 1)
général, de genre moindre que A.

PREMIERE PARTIE.

RELATIONS ENTRE LA LOI DE DECROISSANCE DES COEFFICIENTS ET
L’ORDRE DE GRANDEUR DE LA FONCTION POUR LES GRANDES
VALEURS DE LA VARIABLE.

2. Le développement taylorien d’une fonction entiére est caracté-
risé (*) par cette circonstance que la racine m*™ du coeflicient de z™
tend vers zéro quand m augmente indéfiniment.

Si donc une fonction entiere I () est donnée par le développement

(2) Fie)—=ay+a,x+... 4+ apa™+. ..,

le module de a,. peut étre représenté par ou (m) est positif

I
o [e(m)]™
et infini avec m.

Pour obtenir une quantité supérieure au module de F(z), nous

remplacerons chaque terme de la série (2) par son module, de sorte

(1) Année 1883, p. 136 et suiv.
(3) Havamarp, Essat sur Uétude des fonctions données par leur développement de

Taylor, n° 6 (Journ. de Math., 4° série, t. VILI).
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[
que nous pourrons considérer a, comme égal & [T et x comme

réel et positif.
Nous supposerons, en outre, que go(m) est une fonction continue

. s /l * b .
et croissante, avec cette condition que Lo(m) + ., soit, a partir

d’une certaine valeur de m, constamment croissant, quel que soit
le nombre k.

Dans les cas usuels, ces hypothéses se trouvent vérifides d’elles-
mémes ; mais on peut les supposer vérifiées dans le cas le plus général,
a la condition de remplacer, d’une maniére convenable, certains
coefficients a, par des nombres plus grands, ce qui est perms,
puisque nous agrandissons ainsi la somme de la série (2).

En un mot, on peut déterminer une fonction y (m) au plus égale,

pour les valeurs entiéres de m, au module de ai (I'égalité ayant lieu

n

pour une infinité de ces valeurs) et telle que la fonction
(3) pum)="Vg(m)

satisfasse aux conditions que nous venons d’indiquer.

3. A cet effet, soit a, le premier coeflicient non nul. La quan-
e

V.
doit prendre nécessairement une valeur plus grande que toutes les
autres. Soit m, I'indice correspondant, Pour les valeurs entiéres de m
comprises entre m, et m,, nous prendrons comme valeurs de y(m)
les termes successifs d’une progression géométrique ayant pour

tité s diminuant indéfiniment & mesure que m augmente,

premier terme et pour dernier

my—m, C:,[;

Vi
les valeurs entiéres de m, mais les valeurs fractionnaires ou incom-
mensurables) & prendre pour 7 (m) une certaine exponentielle de la

» dont la raison sera, par

1y l ‘ "y

suite, ; ce qui revient (en faisant intervenir non seulement

m—ay fu,,

A,

Soit de méme m, I'indice plus grand que m, pour lequel la quan-

forme ™%, ou 'on aura a =

In-—ny

—_—

t1té prend la plus grande valeur. Entre m = m, et m = m,,

my

on prendra pour valeurs de y (m) les termes successifs d’une progres-
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sion géométrique ayant pour premier terme —— et pour dernier

1 Yy l | @y

P
nmy—my [y
m
\/ 1
A,

La raison de cette progression, a savoir

» sera plus grande
que la précédente, car I'inégalité

’ m.z—mya!m2 < l My—rm, /L—l,—"’
\) @n, Am,
ou
A, 1 y—tty A, mi—mo> A, Mg —nty
Am, A, Ay

peut s’écrire

‘mg—m, Upn, m—ine [ @,
P,
5, m,

On considérera ensuite la valeur m, de m pour laquelle

n—=mgq /¢t m

Qn,
sera le plus grand, et 'on continuera ainsi indéfiniment.

4. Au reste, ces opérations peuvent se ramener a la construction
bien connue du polygone de Newton.
Pour cela on considérera m comme ’abscisse d’un point M (fig. 1)

’ . I
dont 'ordonnée sera fournie par la valeur correspondante de L |- l
m
Fig. 1.
- a
f
[ 4
;
!
A o
i H )
o f\’ T IR L —
B NI
¢ o

Nous aurons ainsi une suite indéfinie de points représentant les
différents coeflicients de notre série.

Prenons alors une demi-droite, tout d’abord paralléle a la partie
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négative de 'axe des y, et que nous ferons tourner autour du premier
point représentatif dans le sens trigonométrique jusqu’a ce qu’elle
passe par un ou plusieurs des points suivants. Ce sera le premier
c6té AB de notre polygone. Pour obtenir le second, nous considé-
rerons une droite issue du point B et que nous ferons tourner autour
de ce point, etc.

Continuant ainsi a la maniére ordinaire, nous tracerons une ligne
brisée convexe ABC... d’une infinité de cdtés, qui passera par une
infinité de points représentatifs et laissera tous les autres en dessus.
Les coefficients angulaires des cdtés pourront étre d’abord négatifs;
mais, & plartir d’un certain moment, ils deviendront nécessairement
positifs et méme de plus en plus grands.

L’ordonnée de cette ligne brisée représente le logarithme de la
fonetion 7 {m) définie au numéro précédent, et le coeflicient angulaire

de OM donne la valeur de Lo (m).

5. Nous voyons tout d’abord que 7(m) est une fonction crois-
y(m 1)
1 ~—m
y(m)
Il en résulte que la fonction ¢(m), laquelle a une dérivée, sauf en des
points isolés ('), est elle-méme constamment et indéfiniment crois-
sante.

sante, et de maniere que le rappor soit aussi croissant.

En outre, m, étant un entier quelconque, la fonction Ly (m) est,
entre m = m, el m = m, -} 1, de la forme am — b, ou

a=DLy(nm,+1) — Ly(my).
b—=— (my+1) Ly (my) + m,Ly(n,+1)
=my(my+1) [Lo(m,+4-1) — Lo(m,)].

’ * 1) .« A
Lg(m) étant par suite de la forme a—  » la quantité Lp + — sera

croissante si b > k. Ceci devant étre vrai quel que soit le nombre k,

() Sil’on voulait que ¥ et par suite ¢ aient une dérivée pour toute valeur de m
(ce quin’est pas nécessaire pour la suite), il suffirait de circonscrire au polygone ABC. ..
une courbe convexe, ce qui est évidemment possible, par exemple a 1’aide d’arcs de
coniques se raccordant entre eux aux sommets suceessifs. On verrait aisément que
les autres propriétés des fonctions % et @ subsisteraient dans ces nouvelles conditions.
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pourvu que 'on prenne m, assez grand, nous avons 4 montrer que b
augmente indéfiniment avec m,.
Or, b est constamment croissant, car 'inégalité
’ b]

mLy(m+1) — (m—+1)Ly(m)2(m —Lyg(m) — mLy(m —1)

est équivalente a l'inégalité

Ly(m+1) — Ly(m)Y2Ly(m)--Ly(m —1).

D’ailleurs, si1 b restait inférieur & une quantité fixe k, on aurait

k

Lo(m+1)—Lo(m)<< mim D

et, comme le second membre est le terme général d’une série conver-
gente, ¢ serait fini pour m infini, ce qui est contraire & nos hypothéses.

La fonction 9, définie comme il vient d’étre dit, remplit donc les
conditions que nous nous sommes imposées. Nous remarquerons que,
moyennant ces conditions, A étant un nombre fixe supérieur d’aussi
peu que Pon veut & I'unité, on a, pour les grandes valeurs de m,

@ (hm) 1 I

-

Q{m) m

(4)

car la fonction
I I

A
Lo (tm)— Lo(m)+ - (% — ’;)’
considérée comme fonction de ¢, est croissante, d’aprés nos hypo-
theses, 4 partir de ¢ = 1, si m a été pris suffisamment grand. Ftant
nulle pour ¢ = 1, elle sera positive pour ¢ = A, d’out résulte

CP()‘"H) L g i.
@(m) m

6. Cela posé, soit ¢ (z) la fonction inverse de ¢, qui est également

une fonction positive, continue et croissante d’une variable positive.
Md&:
Je dis que F(x) crott moins vite que 2°¢’ * , le nombre ¢ étant

positif, mais aussi petit qu’on le veut.
Pour le démontrer, soit £’ un nombre supérieur & z. Dans la série
qui représente F(z'), considérons le dernier terme qui soit plus

MADAMARD, — JURILE. 8
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28 JACQUES HADAMARD.
grand que 1, ¢’est-a-dire tel que @ (m) < 2'. Son rang m, sera le plus
grand entier contenu dans §(z).

Ayant isolé les m, premiers termes pour en former un premier
groupe, nous séparerons un second groupe allant depuis m = m,4- 1
jusqu’a la plus grande valeur de m qui satisfasse & I'inégalité

1
@(m) <x’<1+ —),

m,
valeur qui sera désignée par m,.

. , . ml
Le nombre m, augmentant indéfiniment avee =, le rapport — tend
0

vers 'unité, car l'inégalité (4) montre que ce rapport ne saurait
demeurer supérieur & aucun nombre A plus grand que 1.

Enfin un troisitme groupe comprendra ce qui reste de la série
depuis le terme de rang m, 4 1 jusqu’a 'infini.

.. AN .

Dans la combinaison F(z') —(;) F(z), les m, premiers termes
donneront une somme négative. Quant aux termes suivants, le
terme en 2™ donnera

LT
a z Img+h I — f .
mg+-hr '

Remplacons (_Z,) = e’hL(E) par la quantité plus petite 1 — AL (f’:),

.;U’

nous voyons qu’il nous reste le produit de L( ) par une somme de

e
termes de la forme ha,, "™

Considérons d’abord les termes du deuxiéme groupe, a,, 2"
; infér 2 . (m,— m,)?
étantinférieurar,lasomme correspondante sera moindre que ———— .

Or, nous pouvons supposer que F(z') est supérieur a
’ uy ’
fl—'lgd.r’ f oi];?l—:”f/m
ev —e

sans quol le théoreme serait démontré; et nous allons voir que, dans

]

(my, — m,)*

W—tend vers zéro.

ces conditions, le rapport

2

D’abord il nous suffit de nous occuper de = -i-, puisque — tend
F(x'") m,

me'(m)

¢{m)

vers 1. Or, la quantité est, & partir d’'un certain moment,
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3 . . 3 .
plus grande que — puisque la fonction Le(m) + — est croissante.
ngm) dm
[ est plus grande que Am*, A étant une
constante différente de 0. F(2’) étant supposé plus grand que e’ ¥™

2

Par suite, I'intégrale e

)

m‘ - r
le rapport 2~ tend bien vers zéro.
F(x")
Dans les termes du troisitme groupe, @, .,z """ est moindre
1 my+h . , .
que (——— - Ces termes donnent donc une somme inférieure
[+ —
m,

-]
A l
a la somme Z h

1 h
h=0 I+ —
m,

dente, de la forme ¢F(z’); de sorte que I'on peut écrire

F) [' —el (%)] ~ F(x) (‘%)”‘"

= 4
Prenons les logarithmes, divisons par L(%) et faisons tendre 2’

= (m,+1)*, laquelle est, comme la précé-

Vvers xr, nous aurons

dLF (z)
(5) T < y(@) +,

ce qui, en intégrant, donne bien (')

f -“P—(‘E) 7%

(6) F(z)<<Azte? - .

A étant fini.
Par exemple, pour la fonction

(7) F (@)= g <1

m=0

[qui est une moitié du développement d’une fonction 9(z) ou on

(Y) Plus exactement, nous voyons que, pour les valeurs de z plus grandes qu’'une

M e
certaine limite, ou bien F(z) est moindre que ef * , ou bien on a I'inégalité (5).
Ceci suffit manifestement pour que 'inégalité (6) soit constamment vérifiée.
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T

Elu

. ,
aurait pose e = .CU], on a

g(m)=r"
(en désignant par r le module é), d’ou’
l!J( x) = —

En appliquant le théoréme précédent, on voit que §(z) augmente
L dx L
Lz a oLy

indéfiniment moins vite que e = ¢, ce qui est bien conforme
aux résultats fournis par la théorie des fonctions elliptiques (').

7. Envisageons en particulier le cas ou I'on a

1
b H
W/IRE L

(8) bea,|<

o étant un nombre positif quelconque.
Les formules connues pour 'approximation de la fonction I' nous
montrent que cette expression est de la forme

/l'C M+l %

w
(n I)a(nH-E)

k étant fini, de sorte que nous pouvons prendre
C m\Z
etm) — | —
' T

{(x) sera de la forme Ilz* et l'intégrale f

H étant une constante.

elr) +¢ dx aura la

méme forme. Nous arrivons donc a I’énoncé suivant :

() Les formules connues correspondant 4 ’addition des périodes dans la fonction 6

donnent
Lia

F(a)<<Ae'lr,

La limite donnée par le théoréeme précédent est donc un peu trop élevée, ce dont il
sera rendu compte plus loin.
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St le coefficient de x™ est moindre que

1

. ] \ .
vite que €, ot H est une certaine constante.

—— la fonction croit moins
(ml)*

8. Au reste, dans ce cas particulier, on arriverait 4 la méme conclu-
sion par la comparaison directe des deux séries

y IIJL
e

I'(max +1)

(laquelle, en vertu des propriétés de la fonction I, peut étre substituée

d . . V xm
ans notre raisonnement a P W), et

Il

¢ _2 l‘(l )
4

n . , . .
En posant -~ = m’ et comparant les parties des deux séries qui

’ M A
correspondent aux valeurs de m et de m’ comprises entre les mémes
limites, on reconnait aisément que, pour « > 1, on a

i

xm %
S <+

I'(ma+1)

‘Z-"l I 1 —;
E <E —)x“e-"
T(ma—l—l) x, ’

ou, bien entendu, E (=) désigne le plus grand entier contenu dans - -
’ o o

et, pour a << 1,

Enfin, si « est un nombre entier, on peut mettre ce résultat en
évidence par 'emploi de la formule

iy 2T 27 1
2 T I f f f “Foalbubon e 0 g9, A, .. df
- oon e* Te—1lUnlsn..Va 1) Ay }
1y a-—1 kS 2. x—19
(m1!) (727r) A A .

ou F,_, est une fonction finie.
On peut démontrer cette formule en partant de la remarque
suivante :

S1

J.i(.z-):au+aix+, T S NP L N
et
Fo by bt e bty
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désignent des séries entieres, la valeur de la série
ity =ea,by+a,b,x~+ ...+ apbypam+ ...

sera donnée par I'intégrale défine
(10) [i(e)y= ——j fo(aet) f, (£ —e=i%) df,

u. désignant un exposant quelconque compris entre o et 1.
D’apres cela, supposons la formule (9) démontrée pour une certaine
valeur de o. Nous pourrons, dans 1'égalité (10), faire f,(z) = €%,

e 1

X
fg(.%) 22(_171‘_)“ avec L —=

- Cette égalité prendra bien alors
o+ 1

la forme
an I 2% an o ;1_1_1 00 )
2 m 1)a) = 27_)3([ [ f e Fabuloa g dh, L dl,,
(e (2m)* J, ; J,
pourvu que 'on pose
0y
Folly, 0, .. 00) =€ *Fo_ (0, 0s ..., %)

La formule (g) conduit d’ailleurs précisément a [évaluation

‘L-Ul

)oz
figure au second membre est évidemment plus petite que e
ou M est le module maximum de F,_,.

précédemment obtenue pour la serlez » car l'intégrale qui

1

My
’

9. Inversement, on peut chercher la loi de décroissance des coefli-
cients, connaissant la loi de croissance de la fonction pour les grandes
valeurs de z.

Dans son Mémoire précédemment cité, M. Poincaré résout cette
question pour le cas particulier des fonctions que nous venons de
considérer aux deux numéros précédents, en introduisant une
fonction entiere auxiliaire ('),

(r1) .L)_f eV (tx)d

(1) Nous transformons, par un changement de variable, I'expression de M. Poincaré.
Sous cette nouvelle forme, les fonctions (11) et (12) présentent une remarquable
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I'intégrale étant prise sur la partie positive de I’axe réel ou suivant
un chemin équivalent.

On peut étendre cette méthode au cas le plus général oun, par
exemple (V étant une fonction quelconque positive et indéfiniment
croissante avec la variable), la fonction I est supposée croitre moins
vite que ¢'”. Il faudra de méme considérer P'intégrale

(12) Q(.x) :f YO F (1) dt,
0

. 7} .. .
dans laquelle 0 est une fonction de ¢ telle que le rapport ; sort infim
avec ¢, par exemple tLt ou #'*.

Cette intégrale est finie, quel que soit z, et représente une fonction
entiere. Il en résulte immédiatement que les coeflicients a, de F(z)

sont plus petits que les inverses des quantités successives

(13) f e VO de,
0

Pour voir la loi de décroissance de a,, 1l suffira donc d’étudier la
maniére dont varie la quantité (13) lorsque m augmente indéfini-
ment.

Mais on peut arriver au méme résultat plus directement par la
simple considération des intégrales définies qui fournissent les coeffi-
cients lorsqu’on donne les valeurs de la fonction

I F(z) ds.
am_ﬁzir o s )

51, en effet, on prend pour le contour C une circonférence de rayon R,

analogie avec les expressions que y'ai considérées dans un Mémoire précédent (Essar
sur U'étude des fonctions données par leur développemeni de Taylor, n°8 35-37). En cet
endroit, I'intégrale est prise entre les limites o et 1 : la fonction ainsi obtenue n’admet
alors d’autres points singuliers que ceux de F, et il n’est besoin que d’hypothéses
trés simples sur la fonction désignée par V (2). Dans le cas actuel, l'intégrale, étant
prise entre o et @, est en général infinie; mais, toutes les fois qu’elle est finie, elle
représente une fonction entiére, ainsi qu’on le verrait par une discussion analogue
a celle que )’ai présentée a 1’endroit cité.
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on voit que a, est moindre que

eVilt)

(14) T

10. Dans cette expression, le rayon R est entiérement arbitraire.
Faisons R = U(m), en désignant par U la fonction inverse de V;

e, . , * .
nous voyons (ue I Va,. | est inférieur a

Pour V(R) = R* ceci donne bien le résultat obtenu par M, Poin-

e
U(m)

’ b ,’1_ e
caré, et d’aprés lequel | Va,. | < =

On voit encore, par ce procédé, que, dans le développement de &,

on a
e e
]a"i|<(Lm> ;

et, en général, la série qui donne le développement de

LT
et

(le nombre des exponentielles superposées étant i) a ses coefficients
plus petits que ceux de la série

? (ex)m

ai (LL...Lm)™

(le nombre des signes L étant p. — 1).

11. Mais cette maniére d’opérer donne pour @, une limite trop
élevée. Pour obtenir une limite plus approchée, posons

_ [¥(R)
\(R)_deR

et cherchons le minimum de 'expression (14). Il vient, en prenant
la dérivée
$(R)=m,

ou bien (9 étant la fonction inverse de ¢)

R=9¢(m)
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et, pour cette valeur de R, 'expression (14) devient

j‘ m;O’(m)dm
e Qin)

(‘P k m )m )

(15)

1
Supposons que la fonction ¢(z) croisse plus vite que z*. La
fonction @ (m) croit moins vite que m*, de sorte que 'on a

m T :
\/a—m‘>e to(m).

Il peut arriver que la fonetion ¢ augmente plus vite que n’importe
quelle puissance de z. Dans ce cas, on peut considérer « comme
infiniment petit et écrire

m/f 1
\/ La > (1—eg)gp(m).

Ceci peut &tre considéré comme la réciproque du théoreme
démontré au n® 6. On peut donc dire que, dans ce cas, ce théoreme
donne la véritable relation cherchée.

Si la fonection ¢ croit plus lentement que toute puissance de la
variable, et par suite ¢ plus vite que n’importe laquelle de ces puis-
sances, les transformations précédentes de 'expression (15) ne sont
plus applicables.

Si ¢(m) est & croissante moins rapide que celle de ¢, on aura

o' (m) _ d k
o(m)Le(m) Wn[LLCP(‘m)] <w

d’ou résultera

me'(m) _
oimy <~ ALe(m)
ou
ng’(m) kK d
olm) w1 amimle(ml,

et | 'Va,.| est moindre que - C’est le cas de la fonction F(x)

|
@ (/n)k—o—l
étudiée au n® 6.
Enfin, si la fonction o est, pour les grandes valeurs de m, supérieure

HADAMARD, — JURILE. 9
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4 toute fonction de la forme "', on peut affirmer en tout cas que |\ a,,|
I

En effet, Pexpression (15) peut s’écrire

est inférieur a

ma'm

f——_ dm—mL2 m) — Ly mdm
4 .

Or, f étant une fonction quelconque a dérivée croissante, on a
Jinm) > — f’(m) f(%l):

n

car f(m) — f(?) est de la forme%f’(; +6;n) En intégrant (')

1l en résulte
ff( mydm > mf('—;—t)-

En posant f(m) = Lo(m), on obtient bien

—[[&(m i 1
e < n *

?

12. Nous allons maintenant nous occuper d’une certaine classe
de fonctions qui jouent un grand role dans I'étude des fonctions
entiéres : je veux parler des fonctions de la forme ", ou G est
lui-méme une fonction entiére.

Le module d’une pareille fonction dépendant de la partie réelle
de G(z), nous présenterons tout d’abord quelques remarques sur
la partie réelle d’'une fonction entiére.

So1t

(2) Fie)=a,+a,x+...4+a,xm+...

une fonetion holomorphe dans un cercle C ayant pour centre ’origine
et pour rayon R; P la partie réelle de cette fonction au point x = Re”

(1) Nous négligeons la constante d’'intégration, qui donne dans le résultat final
un facteur constant.
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de ce cercle. Le coeflicient «,, sera donné par la formule

2%

_ I —mif)
(16) = _—QﬂR’”fo‘ Pe dh.

Faisons croitre R indéfiniment et supposons que P reste algébri-
quement (ainsi 1l faut remarquer qu’il n’est rien supposé sur les
valeurs négatives de P) inférieur & R*, ol % est un certain exposant
positif, soit

(17) P < R

Je dis que F est un polynome de degré au plus égal a A.

Partageons, en effet, la circonférence du cercle C en deux parties :
I'une C,, formée par ’ensemble des arcs ou P est positif; Pautre C,,
comprenant tous les ares ol cette quantité est négative. Soient I,

I'intégrale fP d0 considérée le long de C,; I, I’intégralef—P dl)
prise le long de C,.

L. . \ \
Le rapport g;; tendra vers zéro pour m > 1, d’aprés les hypotheses

faites sur P; et il en sera de méme pour W“’ car la différence I, — 1,

est une constante, & savoir la partie réelle de 27a,.
Or, la formule (16) montire que le module du coeflicient a,, est

i+ 1

R

En particulier, pour A = 1, on voit que, si la partie réelle d’une

fonction croit moins vite que le module de la variable, la fonction
se réduit & une simple constante.

inférieur a + Ce coefficient ne peut donc étre que nul.

13. Nous avons supposé que I'inégalité (17) avait lieu pour toutes
les valeurs suffisamment grandes de la variable; mais nous rvemar-
querons que cette hypothése n’est point complétement nécessaire.
Les raisonnements précédents sont valables dés que ’on peut trouver
une suite infinie de circonférences C dont les rayons aillent en
augmentant indéfiniment et sur lesquelles 'inégalité (17) soit vérifiée.

14. Revenons maintenant aux fonctions considérées au n® 7. 1l
sera préférable ici d’introduire, au lieu du nombre «, son inverse,
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que nous désignerons par la lettre A, de sorte que 'on aura, pour les
grandes valeurs de «

(18) |F(x)| < e,

Supposons qu’une pareille fonction soit de la forme & : la
partie réelle de G (x) devra rester algébriquement plus petite que H |z [*
et, par suite, la fonction G(z) ne peut étre qu'un polynome. En parti-
culier, s1 A est plus petit que 1, la fonction G doit se réduire & une
constante.

Ainsi, lorsqu’une fonction F(x) est de la forme €', les coefficients

de son développement ne peuvent pas décroitre plus vite que (m;,)l,
@ moins que G(x) ne soit un polynome.

Il en serait de méme si F(z) était de la forme @(z)e*™ (la
lettre ¢ représentant un polynome quelconque); car la multiplica-
tion ou la division par un polynome n’altérent pas le fait exprimé

par l'inégahité (18).

15. Les résultats précédents présentent cette particularité de ne
pas changer si 'on ajoute & la fonction F(x) un polynome quel-
conque; aussi peuvent-ils servir & démontrer, du moins pour les
fonctions qui satisfont a la condition (8) (n® 7), le théoréme connu
de M. Picard {') sur les fonctions entiéres.

Considérons d’abord une fonction entiere F dont les coefficients
vérifient la condition (8) avec a > 1. Le nombre A sera plus petit
que 1 et il sera impossible que F soit de la forme @e"", du moins
s1 G ne se réduit pas & une constante. L’équation I = o admettra
donc une infinité de racines, et il en sera évidemment de méme pour
’équation F(z) = P(z), oi P est un polynome quelconque.

(C’est par exemple le cas de la fonction § définie par 1'égalité (7),

(n® 6).

16. Supposons maintenant o quelconque, et soit E 'entier immé-

. , o . .,
diatement supérieur a —- L'identité

(19) F(o)=P(x)+T(x)e" "

() Annales scientifiques de U Ecole Normale supérieure, 28 séric, t. 1X, 1880.
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pourra avoir lieu, mais G devra étre un polynome de degré E au plus.
Or, dans ces conditions, I'identité (19) ne peut avoir lieu de deux
facons différentes, car ¢’est un fait bien connu que I'équation

(20) P(z) + T (x)ef" 4+ P (z) 4+ 2, (2) "™ 4., . =0,

on P, P,, ..., ¥, @, ..., G, G, sont des polynomes, n’admet pas
d’autre solution que ses solutions banales.

On peut méme ajouter que s1 F,, F,, F;, ... sont des fonctions
entiéres dont les coefficients vérifient toujours la condition (8) et qui
n’ont chacune qu’un nombre fini de zéros, la somme ¥, + F, + F,+...
aura nécessairement un nombre infini de racines, & moins que F,,
F., ... ne soient 1dentiques 4 des facteurs constants et a des poly-
nomes pres. Cela résulte de la méme proposition relative a I’équa-
tion (20).

17. La fonction F étant donnée, on peut résoudre I’équation(1g)
dés que l'on connait le degré de P (x). Il suffira pour cela de diffé-
rentier un nombre de fois supérieur a ce degré. Le second membre
prendra la forme Qe (ou Q sera un nouveau polynome), et, par
conséquent, devra admettre un nombre fin1 de racines. 51 on a
obtenu ces racines, on connaitra les polynomes Q et G, et Ia résolu-
tion d’équations linéaires fera connaitre €.

En faisant, par exemple, P constant, on pourra, par ce procédé,

reconnaitre si I’équation
F=a—+ Zet

est possible, et de la résoudre s’1l y a lieu. On n’aura qu’une seule
dérivée a prendre, et il viendra

Q:,Z’/—i— G,

En égalant, dans cette identité, les coeflicients de chaque puissance
de x, on aura une série d’équations linéaires auxquelles devront
satisfaire les coefficients de @.

Dans un grand nombre de cas, on pourra reconnaitre 1immédia-
tement que I’équation (1g) est impossible.

Faisons, par exemple,

I

F(r)y= ITU“_J) =I(&) sinf.r.
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D’aprés les propositions connues relatives a la fonction I, le
polynome G devrait étre du premier degré, ce qui est contraire a ce
ait que la fonction F croit comme |z|L|z|. Donc les équations

' T

m:@(ﬂ')), m—l—kﬂnx:@(x),

ont toujours une infinité de racines.
En général, pareil fait se produira toutes les fois que F augmentera

1
1 B+t

plus vite que ¢ et moins vite que e , quelque grand que soit k.

18. Les considérations précédentes démontrent le théoréme de
M. Picard pour toutes les fonctions satisfaisant a4 la condition (8).
(Cest, d’apres le théoreme de M. Poincaré, le cas de toutes les fone-
tions qui ont un genre fini.

On peut étendre une partie de ces conclusions & des fonctions de
genre 1nfini au moyen d’un raisonnement devenu classique dans
cette théorie. On sait, en effet, que, s1 la fonction

F(x) =ebt"),

qui n’a aucun zéro, était telle que I'équation F(z) = 1 n’admette
non plus aucune solution, on en conclurait immédiatement que les
mémes propriétés appartiennent a la fonction
F\ ()= — G (2)
()= —— e
' YR
. . A . . KT y .
Si, d’ailleurs, F croit momns vite que e*", on peut déduire de
3 Y )
notre théorie que F; croitra moins vite que (x).
Formons alors la suite des fonctions

fi=e", Jfo=e, fi—= (3"@,

Si la fonction donnée F est dépassée par une fonction f, de cette
suite, 1l suffira d’appliquer m fois le raisonnement précédent pour
ramener I a vérifier la condition (8).

Mais, méme & l'aide de 'extension précédente, la démonstration
ne s’applique pas & une fonction quelconque; car on peut former une
fonction entiére croissant plus vite que n’importe quelle fonction f,.
On pourra, par exemple, procéder de la fagon suivante :
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Ayant pris une suite de nombres ¢, €, ..., &, ... qui tendent
vers zéro, on appellera m, le plus petit entier tel que la racine m,*™*
du coeffictent de z™ dans f,(z) soit plus petite que ¢,, puis m, le
plus petit entier tel que la racine m,"™ du coefficient de z™
dans f,(z) soit plus petite que ¢,, et ainsi de suite.

En écrivant les termes de f; jusqu’au rang m, — 1, puis les termes
de f; depuis le rang m, jusqu’au rang m,— 1, puis les termes de f,
depuis le terme de rang m, jusqu’'au terme de rang m,—1, ...,
on obtiendra une fonction entiére qui jouira manifestement des
propriétés demandées.

DEUXIEME PARTIE.

RECHERCHE DE L’ORDRE DE GRANDEUR DES RACINES ET DU GENRE.

19. Les résultats obtenus dans notre premiére Partie permettent
de compléter les conclusions de M. Poincaré, dans le cas des fonctions

de genre zéro.
=2 2) 6 2)

Soit, en effet,
une fonction de genre zéro, et ¢(p) une fonction positive et croissante
telle que le module ¢, de z, soit supérieur & ¢ (p). Nous supposerons
de plus que ¢(p) soit supérieur a p* (ol « est un nombre plus grand

que 1), et cela de telle maniére que le rapporti—g soit croissant,
mais le rapport P(jjg décroissant.

Le module de F ne peut dépasser la quantité

(21) P(R):l+%][+%][+%]

ou R est le module de .

Pour évaluer F,, prenons les dérivées logarithmiques des deux
membres de I'équation (21); nous trouvons
I I I

<P(I)+R+?(2)+R+"'+<P(p)+ﬂ+"

d
(22) mLFo(R):
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Soit ¢ la fonction inverse de 9 et, dans le second membre, isolons
YiR)

les po = $(R) premiers termes. Leur somme sera moindre que "

Quant a la somme des termes qui restent, elle est inférieure a

1 1

+ +
P(Pe)  @(pot+1)

Cette derniere quantité s’évalue a 'aide des procédés employés
dans la théorie élémentaire des séries. On la remplace tout d’abord
par la somme

(t—1)p, N (=) p, + (& — ) p,

3
(23) 2 (po) $1po) 2 )

ol ¢ est un nombre quelconque plus grand que 1. D’ailleurs, les
hypotheses relatives a la fonction ¢ donnent

(L py) > o (py)y

ou (o = a— 2). La série (23) est donec moindre que
(t—1)p, - oy t“'—‘(t—l)'
9(P0) Zt“"‘ BEIVANG S
al l(t—l)

a pour limite ~

Le second facteur — lorsque ¢t tend vers 1,

t:x | R
de sorte que la série (23) peut étre remplacee par

1+¢ p, _ 1+¢& Y(R)
a—1o(p) @-1 R

I vient done (')
d € (R)
ar P <o TR

(1) La limite ainsi obtenue est trop élevée. On peut, dans la plupart des cas, en

obtenir une plus approchée en formant un second groupe avec les termes de la série (22)
1

dont le rang est compris enire §(R) et 22U (R), lesquels sont tous plus petits que o_lf_{;

1 1
puis un troisiéme groupe allant du rang 2*¢(R) au rang 3*{/(R), les termes étant

alors plus petits que - 3R Aprés séparation d'un certain nombre de ces groupes, on

calcule le reste de la série comme 1] a été expliqué. On trouve ainsi pour la série (22)
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ou

:x_—h-"i .LP_IE) <R

(24) Fo(R) <e*™/ *

20. Ainsi le module de F ne peut croitre plus vite que le second
membre de 'inégalité précédente.

S1 maintenant nous appliquons les conclusions du n°® 11, en
supposant, pour fixer les idées, que « soit fini, nous voyons que la

. . . e* .
racine m"™ du coefficient a, est moindre que ——— ¢e qul
m
¢ (a + &
ea \*
-) +e
, ’ - _ - A . .

re rir o 1t moins vite

peut encore s’écrire o0m) — Duisque o(m) croit moins

que m**,

21. Nous allons maintenant nous occuper de la question inverse
et chercher comment on peut obtenir la loi de distribution des
racines quand on connait la lo1 des coeflicients.

Cette recherche repose sur les formules que j’at données dans un
précédent travail ('), et qui permettent de calculer les zéros successifs
d’une fonction a 'aide des coefficients de son développement. Je
vais tout d’abord résumer succinctement la marche suivie pour
arriver a ces formules, en renvoyant pour les détails au Mémoire
dont je viens de parler.

[en laissant de ¢oté le facteur LP(RR)] les limites

o

I+ 2%

o —1I

YR

Pour o = 2, le coeflicient de R ) serait (au terme & prés)

I

+2!3—:I,88...

[=N

T

[

au lieu de 2.
() Essai sur Uétude des fonctions données par leur développement de Taylor, 17 et
2¢ Parties (Journ. de Math., 42 série, t. VIII, 1892).

HADAMARD. — JUBILE, 10
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On commence par introduire une définition, celle de la limaute
supérieure d’une suite telle que

(23) Uy, Uy ey Uy, .

pour m infint (les u étant des nombres réels).

(’est la plus petite quantité qui ne soit pas dépassée, ou du moins
soit Infiniment peu dépassée par les termes de la suite (25) a indices
infiniment grands; ou encore, cette limite supérieure ! est le plus
grand nombre jouissant de cette propriété que dans la suite (25)
on puisse trouver une série indéfinie de termes tendant vers I

Dans un grand nombre de cas, [ est la seule quantité satisfaisant
a cette derniére condition. Alors [ est, pour la suite (25), une limite,
au sens ordinaire du mot. Nous exprimerons souvent ce fait en
disant que les termes de la suite (25) tendent réguliérement vers .

La notion de limite supérieure fournit d’abord une expression du
rayon de convergence d’une série entiére quelconque

(2) F(o)=a,+a c+...-Fa,t"+....

1l sulfit, en effet, de former la suite
1611', IQ\/;'.’I' LIRS ] lmv/amly

Soit ! la limite supérieure (supposée finie) de cette suite. Le rayon
cherché est donné par la formule ¢ = ;

22. Proposons-nous maintenant d’exprimer que les points singu-

liers situés sur le cercle de rayon g sont des pdles au nombre de P

(chaque pdle étant compté avec son degré de multiplicité).
S’il en est ainsi, on pourra débarrasser la fonction de ces poles
en la multipliant par un polynome de degré P

‘Ep:I—i— A D ...+ A P)J)P

et la nouvelle série ainsi obtenue

I< = z bm X

sera convergente dans un cercle de rayon g¢” > ¢, de sorte qu’on
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pourra écrire

14

6 I—{—E) m
(26) an—P: Apyp Amam—i—P—l ke Ap)am: [ "(—P_‘ )
ou O est de module inférieur & 1 et ¢ un infiniment petit.
Réciproquement, s’il existe des nombres AY, A* ..., A™ jouissant
de la propriété précédente, la fonction donnée ne pourra posséder
sur le cercle primitif d’autres points singuliers que des poles,

dont les affixes seront racines de I’équation

(27) 1+ AV . .+ Al gP=o,

Elle admettra bien tous ces pdles s’1l est impossible de trouver un
polynome de degré moindre que P et remplissant les mémes condi-

tions

23. Considérons alors le déterminant symétrique d’ordre p -+ 1

Am Am+q cee Am+p
(277 ) Am+a e Qupyq
(28) Dm.p: ’
Amyp Amype “e . Aintap

p étant un entier quelconque. Nous désignerons par [, la limite

supérieure de 'y[D,. ,| pour m infini (p restant fixe).
Tout d’abord, quels que soient les points singuliers de notre

. , L\ P+
fonction sur son cercle de convergence, /, ne peut dépasser (?3) )

d’aprés ce qui a été supposé sur 'ordre de grandeur de a,.

Mais, s1 le polynome ¢, existe, nous trouverons pour [/, une valeur
nécessairement moindre que la limite précédente. Car on pourra,
dans la derniére colonne du déterminant (28), remplacer les o par

Y

R . . . , . . I+ ¢e\™ .
les b de méme indice, lesquels sont inférieurs a( 5 ) - Il viendra

done
I

lp< =
P

HA

24. Inversement, supposons que 'inégalité

(29) 1< —
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soit vérifiée pour p = P, mais non pour aucune valeur moindre de p.
E . l- l « 4 D— . . r o T“T
n particulier, la quantité y|D,, ,_,| a pour limite supérieure ¢".
On démontre tout d’abord qu’elle tend réguliérement vers cette

limite; puis on détermine les coefficients A}, ..., A parles équations
Q4P -+ Allll)alll+P—l I o A,ﬂ’dm =0,
)y 4-P+y -+ AALIL)aHL+P + e+ A,E:) alu-+—1 =—=0.

1 P J—
/) S Am Apsp—2t. ..+ Am, Apyyp—1— O.

Si on fait augmenter m indéfiniment, on constate que A, A, .

A'" tendent respectivement vers des limites A', A*, ..., A",

Hi

lesquelles vérifient les équations (26) en prenant pour ¢’ la valeur

: 9 r . I
fournie par ’équation [, = Pk

[.a fonction, considérée sur le cercle de rayon ¢, admet donc au
plus P poles, les racines de I'équation (27). Elle les admet d’ailleurs
tous, sans quol I'inégalité (29) serait vérifiée pour p < P.

Solent £ =2, £ =12s, ..., =12, ... les différents poles de
notre fonction, rangés par ordre de module croissant (les poles de
module égal étant rangés dans un ordre arbitraire); g., ¢v, ..., &) -
leurs modules. Les P premiers de ces modules seront tous égaux a ¢,
de sorte que ’on aura, pour toutes les valeurs de p inférieures a P,
I’équation

(30) o = b

25: Considérons maintenant les valeurs de p supérieures a P.

Pour une quelconque de ces valeurs, [, sera au plus égal ém,
‘
et cela quels que soient les points singuliers situés sur le cercle de
rayon ¢’, ainsi qu’on le voit en transformant a ’aide des équations (26)
les p— P + 1 derniéres colonnes du déterminant (28).
Mais si ces points singuliers sont des poles au nombre de P’, une
nouvelle réduction se produira pour p = P 4 P’; car il existera

un polynome de degré P 4 P/,

Tpop=1-+ BV ... BEwI g,
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tel que la série I, = @'F = Z¢,2™ ait un rayon de convergence ¢”
supérieur & ¢'. Comme dans le déterminant D,, p,p, on peut remplacer
les éléments de la dermeére colonne par les ¢ de méme indice, on

. R , . I
voit que I, ne peut étre supérieur & T

Inversement, considérant la suite des valeurs de p & partirde p = P,
on en rencontrera d’abord un certain nombre (qui peuvent d’ailleurs

se réduire & une seule, p = P) pour lesquelles [, est égal a -

p PU}—P—H '

Si apres cette série de valeurs en survient une, p = P 4+ P/, pour

M r 3 T 3 g s * x .
laquelle I, soit égal & —5—> ol ¢” est supérieur a o', cette circon-
pee
stance dénotera, comme on le démontre & I’aide de raisonnements
analogues aux précédents, la présence de P’ pdles sur le cercle de
!
rayon 5'.

Les modules ¢p,,, ..., ¢p.p-sont donc égaux tous a g’ et, par suite,
on aura pour les valeurs de p comprises enire P et P -+ P’ inclu-
sivement ‘

1 I

PaPae. fp T PPPI/,_I,)

¢’est-a-dire 1’équation (30), d’aprés ce que nous savons sur les
nombres L, ..., ly,p.

Ayant ainsi étudié les valeurs de I, jusqu’a p = P 4 P’, on consi-
dérera les valeurs suivantes, et ainst de suite indéfiniment.

; Y l,—
On constate tout d’abord par ce procédé que le rappoﬂ;-’[Tl ne

va jamais en diminuant. La condition nécessaire et suflisante pour
que notre fonction soit méromorphe dans tout le plan est que ce
rapport augmente indéfiniment. S’il en est ainsi, les raisonnements

o . l,_
précédents, appliqués aux valeurs de p pour lesquelles le rapport -’—};3

présente une croissance, permettent de calculer les affixes des diffé-
rents poles. Mais nous n’avons besoin, pour ce qui va suivre, que des
modules de ces poles.

A ce point de vue nos conclusions peuvent se résumer dans I’énoncé
suivant :

L’équation (30) est générale.
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26. Ayant appris & calculer les poles d’une fonction F (z) donnée
par un développement taylorien quelconque, nous sommes 4 méme

de résoudre le méme probléme pour les zéros d’une telle fonction,

’ A . 1
car ces zéros ne sont autres que les pbles de la fonction —-

F(x)
Le calcul des coefficients d’une fonction a 'aide des coeflicients de
son inverse n offre aucune difficulté.

Soit, comme précédemment, la fonction

(2) Fix)=a,+ax4-...+apx”-+...,

dans laquelle seulement a, est supposé différent de zéro. On multi-
pliera cette série par la série

fle)=Cy+ Clx+...+Cpxm+. ..,

et, en égalant & zéro les coeflicients de la série produit, a partir du
second, on déterminera C,, C,, ..., etc. Des valeurs ainsi trouvées
on déduit aisément I'expression du déterminant D,, , formé, comme
nous lavons expliqué, 4 l'aide des coeflicients de la série f(z).
On trouve ainsi pour ce déterminant la valeur

pr+n

( . m ,u—l)+~——2 Em_,,
— — )
mA2p+1
ag
A} ] F4
ou 'on a posé
Ay y a @ o . ... 0
Apys Apqy Ay A, O L., O
(31) Em./f—_—
T
P

et ’équation (30) devient, en y changeant p en p - 1,

I m E I _
31) ———— =,=limsup.{/ e ’ — lim sup. "\ %,
(31) O1Pae s Ppr / P \ apr [a, | P- VI Ewnl,

m=—uw m—-um

Ciy P2y v vy Ppy - .. désignant cette fois les modules des zéros de F(z).
Telle est la formule dont nous avions besoin de rappeler la démons-
tration et qui va nous servir de point de départ.

27. Supposons que F(x) soit une fonction entiére et que le coefli-
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cient a,, soit moindre que

_ Yool i
T o(m) est une fonction

positive indéfiniment croissante de m. Nous admettrons en outre que
t rim 4-1)
g )
légitime, d’aprés ce qui a été expliqué aux no 3-5.
Nous aurons un maximum du déterminant E,, ,, défini par la
formule (31), en y considérant tous les termes comme positifs et

le rappor est constamment croissant, hypothése toujours

. I
remplacant chaque coeflicient a,, par la valeur correspondante d.e )

autrement dit en 1maginant que dans le déterminant

I I I
[ O 0 0
£(p—+1) x(p) %(0)
! ! Lot o
Zp+2)  x(p+1v % (1)  x(o0)
1 I
(33) A= m ........ cee esae aeen e e Z(O—)
1 L
T e e e e
I I

on convienne de prendre tous les termes avee le signe -}.
Dans le déterminant (33), I'élément a;, correspondant a la

colonne de rang i et & la ligne de rang k est égal 4 zérosii — k > p+1
1

a— — dans le cas contraire. L.e nombre des termes est
Lip+1+hk—1

(p+2Y=Yp+ 1!

Je dis que le plus grand terme est celul qui correspond a ladiago-
nale principale.

Effectivement, tout autre terme que celui-la présente au moins
une inversion, suivant la locution usitée dans la théorie élémentaire
des déterminants. Il contient donc en facteurs deux éléments a, 4, @, 4
tels que ¢ << ¢/, k << k’. S1 & ce produit on substitue le produit a, ;, a, ,
on obtient un autre terme du déterminant, et ce nouveau terme
est plus grand que le précédent. Ceci résulte de ce que le rap-
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a; 3 k—1
port 1k x(p+ 1+ : 1)
ik X(p+1+hk—i—1)
théses faites sur la fonction y. Il en est de méme des rapportg
Aivok Qi k

. o Ay .
e et, par suite, de leur produit ==*. On a done bien
Aity & Ay ke a; k

est croissant avec k, d’aprés les hypq.
P y

Qv Ak
—_ > —_—
e " gk

Le plus grand terme est donc celui qui ne renferme pas d’inversion
¢’est-a-dire le terme principal.
Il en résulte

m—+p—1
‘ Em,plg(]) —+ l)' (p -+ 2)’"—1 [_l_)] i

1P +1
et
_p+r2
’"Zlaﬂ AP A1)
Mais le produit £,p,...¢,,, est égal & 71~ Le plus grand facteur

p
: . . . re )y
de ce produit, a savoir le dernier, est donc au poins égal a Vi
¢’est-a-dire, & un facteur prés qui tend vers I'unité pour p infini, au
moins égal a ¢(p + 1).

Le raisonnement précédent ne s’appliquerait plus si la fonction
s’annulait & 'origine. Mais on rameénerait ce cas au cas général en
divisant par une puissance convenable de z et en raisonnant sur la
fonction ainsi débarrassée de ses racines nulles.

Nous avons également supposé que 'inégalité

yLm)

(34) P | <

était vérifiée, quel que soit m. Mais 1l suflit manifestement qu’elle ait
lieu pour les grandes valeurs de l'indice; car on rameénerait les
premiers coeflicients & vérifier la méme inégalité en divisant toute
la série par un certain nombre constant, ce qui ne changerait pas
les racines.

La condition que le rapport X—-(xn:::)l)

n’étre vérifiée que pour les grandes valeurs de m; car on pourra

soit croissant peut également
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remplacer, s’il y a lieu, les valeurs de y (m) jusqu’a un certain rang
par d’autres qui satisfassent & cette condition.
Nous arrivons donc a cette conclusion :

-, h . - ” P . I
TutoriMe. — St le coeffictent a,, décroit plus vite que A

e) ¢(p), ou ¢ est infini-

ieme

racine a un module supérieur d (1

la p

ment petit pour p infini.

En un mot, les modules des racines vont en croissant plus vite

I
U m——="—"
q ”\'/]ami

Par exemple, les racines de la fonction
F ()= Zq" an,

considérée au n°® 6, croissent au moins aussi vite que ¢“. Il en est
de méme pour les racines de 'équation F (z) = R (x), ot (B est une
fonction rationnelle quelconque.

28. Venons maintenant & notre objet principal et proposons-nous
d’étudier le genre d’une fonction donnée par son développement en
série entiére.

Pour cela, nous appliquerons le résultat que nous venons d’obtenir
aux fonctions, étudiées au n° 7, pour lesquelles on a

y(m)=(m!)*
et, par suite,
@ (m)=m?*,

Comme précédemment, nous introduirons, au lteu du nombre a«,
son Inverse, que nous désignerons par la lettre ~.

Nous savons donc que le module ¢, de la p*™ racine croit, lorsque

|
p augmente indéfiniment, plus vite que p*. S1 /. n’est pas entier, et

1

que E 41 soit Pentier immédiatement supérieur, la série EEF—H est
g

convergente. Nous en conclurons plus loin que la fonction est du
genre E.
Lorsque A est un entier, il y a doute. C’est & cette hypothése que

IIADAMARD. — JUBILE, 1}
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se rattache I'exemple dont parle M. Poincaré dans son Mémoire (')

et relatif a la fonction
Il ( n: L‘ )

n—=2

Il faudrait, dans les cas de cette espéce, étudier directement la

, . I
convergence de la série ZW'

Quor qu’il en soit, nous supposons que, le coeflicient a, étant

-» nous désignerons par E 4 1 I'entier immédiate-
(m 1)

moindre que

ment supérieur (et non égal) & %, de sorte que la série Z T solt

certainement convergente. Nous pourrons former, d’aprés la methode
de M. Welerstrass, la fonction

(35) o =[] (I_ %})J"E(%),

ol %y, s, ..., T, ... sont les racines successives et .(z) est le
polynome

- -2 ~E

S+

I 2 E’

obtenu en prenant dans le développement de — L(1 — z) les E pre-
miers termes.

(1) M. Poincaré démontre, non seulement que @, est plus petit que

I .
I? mals
(m!)

P

que le produit 2,,(m!)* tend vers zéro. On peut méme déduire de sa démonstration
1
que la racine m®"® de ce produit tend vers zéro; car a,.(m!)* se présente comme
m'®™e coefficient d’une série entiére.
1
Inversement, sila racine m™“™ de a,,(m!)* tend vers zéro, nous savons que p, est égal
1
. by e . c yep s - I
au produit de p* par une quantité qui augmente indéfiniment. La série 2 —~ est
P
done telle que ses termes soilent avec ceux de la série harmonique dans un rapport
q
infiniment petit pour p infini. Mais une telle série n’est pas nécessairement conver-

gente, et le contraire se produit précisément dans ’exemple donné par M. Poincaré.
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La fonction donnée F(z) sera égale au produit de ®(z) par un
facteur de la forme €**. Puisque nous avons déja démontré que les
polynomes de la formule (1) sont de degré E, tout se réduit a établir
que G(z) est un polynome de degré au plus égal a E.

29. Or, je vais faire voir qu'on peut décrire, avec Uorigine comme
centre, des cercles ausst grands qu’on le veut sur lesquels la fonction ® (z)

.. Y &
reste constamment superieure a e T

Les rayons de ces cercles seront déterminés ainsi qu’il suit :
1

Les modules g,, d’aprés nos hypothéses, croissent plus vite que p*.
Admettons en outre que la quantité p’— p augmente indéfiniment,
ce qui peut évidemment se faire en donnant, s'1l y a lieu, un petit
aceroissement a A.

Puisque ¢t— p augmente indéfiniment, il existera une infinité
d’entiers p pour chacun desquels cette quantité prendra une valeur
plus petite que toutes les valeurs suivantes. Soit p, un tel entier,
de sorte qu'on ait, pour h > o,

(36) Pt — P> .
Nous déterminerons R par la relation
. - I
(37) Rh—gh =1,

de sorte que P'inégalité (36) pourra s’écrire
L

1 N A

(38) ppoea> (11— + R
Pour chaque valeur de ’entier p,, nous aurons ainsi une valeur
de R; nous obtenons donc bien une suite de cercles dont les rayons
vont en augmentant indéfiniment. Je dis que ces cercles satisfont

a la condition indiquée.

30. Pour plus de clarté, j.e considérerai d’abord le cas ou A est

plus petit que 1 (’égalité étant exclue), de fagon qu’on a E = o. Les
facteurs exponentiels disparaissant, la formule (35) se réduit a

(357 @(x}:II(I—fZ),
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et, lorsque le point x décrira le cercle de rayon R, le module de ®(x)
restera supérieur a la quantité

(39) fi(a‘“q 11»0"%>‘
p=1 P=pe+1

Nous évaluerons cette expression en partageant les facteurs qui
la composent en trois groupes. Le premier II, comprendra tout ce
qui figure sous le premier signe II

I
R
(40) = ( — 1)-
I-11(;
Le nombre p, de ces facteurs est, nous le savons, moindre que R"—é-

Le plus petit est le dernier, égal &
R [

T —Il=— — 1,

o )
2 2 R+

par conséquent supérieur a 2—;{, puisque 4 est plus petit que 1.

S1 nous envisageons les autres facteurs du produit (3g), la

formule (38) nous montre que I'on a
R I

(41) - >1— ,
Bp+i =

( h—i)\
2
I+ -

\ Rh

Nous composerons le produit II, avec tous les facteurs pour

lesquels h — = est plus petit que R. Le nombre de ces facteurs est
2

moindre que R‘"—}—é- Le plus petit est le premier, au moins égal

1 R . ’ P . /f .
a 1 ——————, par conséquent supérieur & — (k restant fini

.3 ZR)‘
(Rh+$)

2

pour R infini).
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Les facteurs restants, qui forment le produit II,, peuvent se

. I . 1
mettre sous la forme 1—u, ot u = ; est plus petit que - -

'A

h —

—
T TR

Or, sous cette condition, on voit aisément que 1 — u est supérieur
4 e?". Chacun des facteurs du produit I, est donc plus grand que

9

|~

1
2k

h—1
+ x') . T
la valeur correspondante de e R/ ou, plus simplement,dee *
D’aprés ces remarques, on voit que le produit II, est supérieur

A
I R < . . , . .
q [ — A A Rt
a (2R7\) > ou (comme 2R* croit moins vite que e® si petit que
RME

soit €) supérieur & e
Une évaluation semblable s’applique au produit IL,.

Quant au produit II,, il est plus grand que ¢ *°, ot & est le reste

L 1 A 4 . . . ’
de la série Z — arrétée au terme qui a pour rang entier h, 1mmé-
hx

. , . . 1 . , .
diatement supérieur 4 R* 4 -+ Or, le reste d’une pareille série est de

1
i— = . . . _nh+E
I'ordre de k, * ou de R*™, de sorte que Il; est aussi moindre que e™
Nous trouvons donc bien, ainsi que nous ’avons annoncé,

I ILIL, > e— R,

31. Pour généraliser cette proposition, au cas d’un genre quel-
conque, nous remarquerons que, pour u << 1, la quantité (1 — u) %"
est supérieure & 1 — u*"'. C’est ce qui résulte des deux développe-
ments

(42) L{1—u)+ Qg(w)

. i+ wE+2 2 2EA+1) 1 3E+H1)
E4+1 E+4+2 77 9oE+1 77 3(E+r1) 77
1 2(E+1) W E+L)
3 LI_lE—f—i :_uE—H_ . — ...
(43) (1 — uF+) - 3

Les termes de la série (42) sont constamment décroissants en
valeur absolue. Le premier terme de la série (43) sera donc (en valeur
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absolue) supérieur a I’ensemble des E 4 1 premiers termes de la
série (42); le deuxiéme terme de (43) & la somme des E + 1
sulvants, etc.

D’aprés cela, au lieu des facteurs 1 — - qui compo-

I3

h L
2 ,
I+ m

saient tout a I’heure les produits II, et II,, nous aurons & considérer

des facteurs de la forme — .

I+ I

¥ , » N I E —+ 1
Pour les valeurs de h inférieures 3 R*-- 5» nous remplacerons —
par 'unité, et nous trouverons pour le produit II, de ces facteurs
la méme évaluation que précédemment.

Quant aux facteurs suivants, nous constaterons comme plus haut
RE+lgr

que leur produit est supérieur a e™ 7, ol ¢’ est le reste de la

S I Ay r
série ——;» arrétée au terme de rang h,.
hn
’ N I .
Ce reste étant comparable & —=—> le produit II, est encore
——

hy

, . \ _RME
superieur a e .

Au produit II, correspondra un produit de facteurs polynomes et
de facteurs exponentiels, Les premiers sont en nombre au plus égal
a R)‘—é- Le plus petit est supérieur & —————— — 1, quantité

I\’
s
k . . . C o
de la forme g ou k est fini. Leur produit satisfait donc encore aux
conclusions précédentes.
Les facteurs exponentiels sont respectivement plus grands que les

uw u? u")

N\ T+ +-+7 . R . .

(5% ¥/ ot u = — est plus grand que 1. Nous dimi-
Pr

nuerons encore une telle quantité en supprimant les dénominateurs
du polynome Q. Le plus grand terme de ce polynome devient
alors le dernier et nous pourrons remplacer tous les autres par

quantités e
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celui-1a. Nous trouvons donc un produit plus grand que I’expression

Po

<2
__ERE =
oE

(44) e Y,

1

’ T I C - .
0, étant de 'ordre de p*, la série e est divergente; mais sa somme,
P
lorsqu’on la limite au terme de rang p,, n’augmente pas plus vite

1—=

que p * ‘
En prenant p, = R" et substituant dans Dexpression (44), on
arrive pour cette derniére au méme résultat que pour les précédentes,

32. Notre proposition auxiliaire est donc démontrée. Sur chacun
des cercles de rayon R, 'inégahité

| @ (z)]| > e~ B
est vérifiéde.
Comme on a, d’autre part, ainsi qu’il a été vu au n° 7,
b b A

: | F(z)| < "™,
il vient

Dans ces conditions, nous pouvons appliquer a la fonction e*®
les considérations développées aux n® 12-13, et nous en concluons
que G (z) est un polynome de degré E au plus, de sorte que notre
fonction I' est bien du genre E.

33. Ainsi, nous avons établi que, lorsque le coefficient a,, est de

I . . ;
Dordre de -» ot A R’est pas entier, la fonction La,,x™ est du genre E,

(m
en désignant par E 4 1 Pentier immédiatement supérieur & A. La
réciproque du théoréme de M. Poincaré est donc bien établie pour A
non entier.
Si A est un entier E 4- 1, il y a doute. Notre fonction peut étre du
genre E ou du genre E 4 1.
A cause de ce cas douteux, les recherches précédentes ne permettent
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pas encore de résoudre complétement la question posée par M. Poin-
caré dans son Mémoire, et de décider si le genre se conserve dans la
différentiation ou dans une combinaison linéaire. Nous pouvons
seulement affirmer que la dérivée d’une fonction de genre E ou la
somme de deux pareilles fonetions est en général de genre E et
au plus de genre E 4 1. '

Le cas ou les résultats précédents affectent la forme la plus simple
est celui ou, A étant plus petit que 1, le genre est égal a zéro.

, R 1 sinx . ., .
C’est ce qui arrivera, par exemple, pour —— si 'on considére cette

quantité comme fonction de 2*. Nous complétons ainsi, comme
on le voit, la démonstration de la formule

sinx at £
{1 — "y I — 5]
x \ 7! 4

On sait en effet que, dans les cours de Calcul intégral ('), on
n’arrive pas 4 déduire immédiatement cette formule du théoréeme

de M. Weierstrass. Une démonstration spéciale est nécessaire pour
établir que le facteur exponentiel disparait.

Iei, cette circonstance apparait tout d’abord, en supposant seule-
ment connu le développement taylorien de sinz, ou, plus simplement
encore, en partant de sa relation avec la fonction exponentielle.

La fonction F(z) du n° 6 est également du genre zéro, ainsi que
ses combinaisons linéaires avee d’autres fonctions analogues ou des
polynomes, etc.

TROISIEME PARTIE.

APPLICATION A LA FONCTION DE RiEmaNN.

34. Dans son Mémoire intitulé : Ueber die Anzahl der Primzahlen
unter einer gegebenen Grisse (*), Riemann utilise les propriétés de
la fonction

(*) Voir, par exemple, Picarp, Cours d'Analyse, t. 11, p. 151.
(3) Rieman~, Buvres complétes (Ed. Weber et Dedekind), p. 136 et suiv,
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dont I’étude est elle-méme ramenée A celle d’une fonction entiére £(x)
donnée par la formule

£ 3
(45) akx)zg -~ (x‘l—{— ;)f IIf(t)l.‘—’:cos(fologt)a't,
2 v/ J, )
ou
N o ntT
(46) ‘lf(ﬂ:Ze AR

n—|

L’analyse de Riemann repose sur ce fait que £(z), considéré comme
fonction de z?, est de genre zéro, fait qui est énoncé dans son
Mémoire, mais sans démonstration suffisante.

Les recherches précédentes vont nous permetire de déterminer en
toute rigueur le genre de £(z).

35. Nous aurons tout d’abord a développer £ en série. L’inté-
grale qui figure au second membre de la formule (45) est de la
forme X(—1)"C,,, 2*", oit on a

I ” _.—’: ¥ 3
(47) Cm——z_m—;l—!I ]F(t)t (]Ogl) dt.

On aura donc, en considérant £ comme fonction de z?,

(48) E(JL‘) :Z alnxiln’
0
ou les coefficients a sont donnés, a I'exception du premier, par la
formule
Canm
(49) am:(—r)’”(—ﬁ:—-—cm_;z).

36. Remarquons tout d’abord que la série W'(z) peut étre remplacée,
a un facteur fim (') prés, par son premier terme e ™. On peut

3

également faire abstraction du facteur ¢ * qui est plus petit que 1.

(1) Ce facteur est méme trés voisin de 1. Il est inférieur &

e—3In

4 — <1+

I — g™ 10000

HADAMARD, — JUBILE, 12
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D’ailleurs, si & est un nombre positif, mais aussi petit qu’on le

voudra, l'inégalité
(logt)’" < e8!
ou

g/

(50) logt << em

est vérifiée a partir de la valeur t = m'*%, du moins pour les grandes
valeurs de m; car on a bien, pour m suffisamment grand,

(1+¢)logm < e¥

et de plus, en prenant les dérivées des deux membres de I'inéga-

lité (50), on trouve

el
[

i —_—

- —en

t S me
inégalité dont le premier membre est décroissant tandis que le second
est crolssant et qui est vérifiée pour ¢ = m'** si m est suflisamment

grand.

S1 done, dans la formule (47), nous décomposons I'intégrale qui

. . I - . . _
multiplie ——— en deux, l'une prise entre les limites 1 et m'*%, Pautre

e— Tt mi—e

entre m'*® et 4 00, la seconde sera moindre que » ¢’est-a-dire

infiniment petite pour m infini.
La premiére sera manifestement inférieure &

Co(1+ &Y (logm yn,

ou G, est 'intégrale f et ‘di.
1

1+ e\ (loem ™ .
C,. sera donc au plus de 'ordre de ( . ) ( ;“n, » ce qui donne
Y
I+ s)i’" ( log2m )

2 (2m)!

i<

Il faut donc prendre (')

o (m) 2 am \?
7 = —_— .
Pl 1+¢ elogm

() La fonction © (m) ainsi définie satisfait manifestement aux conditions indiquées
au n° 27.
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D’aprés ce qui précede, cette formule exprime également la loi
de croissance des racines de I’équation £(z) = o, considérée comme
équation en z°.

S1 'on considére 2 comme I'inconnue de équation, il faut prendre
la racine carrée de I’expression précédente et I'on trouve

x hp
(DI) P/)> @
en posant
(52) g e,

37. Si nous voulions avoir une limite supérieure des modules des
racines successives, 1l faudrait commencer par trouver une limite
inférieure du module de a,,. Or, on aura une limite inférieure de C,, -

{—g

en prenant I'intégrale entre les limites m'™® et m'™ (ou € et &’ < ¢
sont deux nombres positifs trés petits). On trouve ainsi

—{i—z

(I _ E‘)m (logm)m e—T»nL‘—E'nl ‘ e e
Cm> Zm'ﬂL! (nl S ——m ),
ce qui peut s’écrire
1— &) (logm ™
CJTL> ( ( 2

2mm!

en réunissant tous les facteurs de la forme (1 — ¢)™.

n

tend vers zéro; car dans ’évaluation de

n—y

D’ailleurs, le rapport

ce rapport on peut, d’aprés ce que nous avons vu, considérer 1'inté-
grale prise seulement jusqu’a la limite t = m'*¢, et il vient alors

- 1+ &) log>m
Cm< L‘n;—-} (——_g—'
hm(m —1)
Il en résulte que |a.| est, & un facteur constant prés, supérieur
. . (l — s)2m (logm)zm
a C2m—2 ou a 2-1m(2m)]

‘Nous pourrons alors appliquer les raisonnements des n° 19 et 20

!

k 2 Y . r b 4
en prenant ¢(p) = (\log};) » ou k' est une constante indéterminée.
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On aict &« = 2 —¢, et 'on trouve

4y < [(26 +/e) logm |-'“.
Lm

En appliquant la réduction indiquée dans la note du n° 19, on
obtient une limite un peu moins élevée

| l<[(1,88+€)elogirt]”"

: K'm

S1 ’on compare cette valeur a celle qui vient d’étre trouvée pour a,,,
il vient
k=56, ...

M 14 }l 2 - 3
Telle est la quantité que ‘o’—;p ne saurait dépasser constamment,

lorsque p grandit indéfiniment.
Les conclusions auxquelles nous arrivons sont donc les suivantes :

1 p . . , - ] .
Le rapport o losp reste fini et sa limite supérieure, pour p infint,
1 t e
36 U7

est comprise entre

~1

Riemann donne, entre un module ¢ et le nombre p des racines
de module plus petit que ¢, la relation approchée

(53) p:i(logi——l).

2T 27

Pour comparer ce résultat 4 ceux que nous venons d’obtenir, il
faut résoudre cette équation par rapport a g, ce qui se fait aisément
par la méthode des approximations successives. On trouve ainsi
comme valeur approchée

__amp
— logp’
de sorte que le rapport = £ devrait tendre vers —. Cette valeur
p logp 27

est comprise entre les deux limites précédemment indiquées, de

L y o . . )
sorte que nous ne sommes pas & méme de décider si le coeflicient —

de la formule (53) est exact ou non.
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38. Mais, ainsit que nous I'avons dit plus haut, ce point n’est pas
celul sur lequel repose le raisonnement de Riemann. Cest la déter-
mination du genre de £(x) qui constitue la question essentielle et
les recherches qui précédent en donnent immédiatement la solution.

Nous avons, en effet, constaté que, en considérant toujours £(x)
comme fonction de z?, son développement satisfait a la condition (8)
avec o = 2 — ¢, et, par conséquent, A= é +«.

Dés lors, les conclusions du n® 33 nous permettent d’affirmer la
proposition suivante :

z

La fonction %(x) (considérée comme fonction de x*) est de genre zéro.

Elle s’exprime par le produit de {acteurs primaires et d’une simple
constante, sans aucun facteur exponentiel.

C’est le résultat que nous nous proposions d’établir.
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SUR LA DISTRIBUTION

DES

ZEROS DE LA FONCTION &)

ET

SES CONSEQUENCES ARITHMETIQUES (%)

(Bulletin de la Société mathématique de France, . 24, 18g0.)

I. — Sur LES ZEROS DE LA FONCTION { ET DE QUELQUES FONCTIONS

ANALOGUES.
1. La fonction [(s) de Riemann est définie, lorsque la partie
réelle de s est plus grande que 1, par I’équation

(1) logt(s):—Zlog'<1~Pis>,
p

ou p désigne successivement les différents nombres premiers; les
logarithmes sont népériens. Elle est holomorphe dans tout le plan,
sauf au point s = 1, qui est un poéle simple. Elle ne s’annule pour
aucune valeur de s dont la partie réelle soit supérieure a 1, puisque

(1) Les résultats fondamentaux du présent Mémoire ont été communiqués a
1’Académie des Sciences, dans la séance du 22 juin 18g6.
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le second membre de I’'équation (1) est fini. Mais elle admet une
infinité de zéros imaginaires dont la partie réelle est comprise entre o
et 1. Stieltjes avait démontré, conformément aux prévisions de
Riemann, que ces zéros sont tous de la forme %’—I— v (le nombre ¢
étant réel); mais sa démonstration n’a jamais été publiée, et il
n’a méme pas été établi que la fonction I n’ait pas de zéros sur la
droite (') R(s) = 1.

(C’est cette derniére conclusion que je me propose de démontrer.

2. Faisons d’abord tendre s vers 1 par valeurs réelles et décrois-
santes. Le logarithme de {(s) ou, & une quantité finie pres, la
série

(2) 5:2;:;

augmente indéfiniment comme — log(s — 1).

Remplagons maintenant s par s + & et imaginons que le point
d’affixe 1 + & soit un zéro de {. Alors la partie réelle de log < (s + ti),
¢’est-a-dire (4 une quantité finie prés) la somme

(3) P:Z#cos(tlogp),
]l

devra croitre indéfiniment par valeurs négatives comme log(s — 1),
c’est-d-dire comme — S, lorsque s tendra vers 1 (¢ restant fixe).

3. Cela posé, soit « un angle que nous supposerons petit; parmi
les différents nombres premiers, distinguons deux catégories :

19 Ceux qui satisfont, pour quelque valeur entiére de k, a la
double inégalité

(2h+1)T—
[4

(4) Slogp<

t

Les parties des sommes S, et P, [c’est-a-dire des séries (2) et (3)
bornées & leurs n premiers termes| correspondant & cette premiére
catégorie de nombres premiers seront désignées par S, et P.

(}) R (s) désigne, comme d’habitude, la partie réelle de s.
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20 Les nombres premiers restants, ¢’est-a-dire ceux qui ne vérifient
la double inégalité (4) pour aucune valeur de k, donneront, dans
les sommes S5, et P,, les parties S, et P,,.

. s .
Considérons le rapport ¢, = 5.’ lequel est compris entre o et 1

lorsque n augmentera indéfimment, ce rapport aura, soit une limite,
soit des limites d’oscillation. Si {(1 + &) étatt nul, ceite ou ces
limites deyraient tendre vers 1 avec s. Autrement dit, ; étant un
nombre quelconque plus petit que 1, on pourrait faire correspondre
a toute valeur réelle de s supérieure a 1, mais suffisamment voisine

de 1, une valeur de n a partir de laquelle on aurait
(5) pn>> p.
On peut, en effet, écrire évidemment

Py 2—8,2— paSu,

P> Spcosaz— (1 p,) S, cosa
(les égalités ayant leur sens algébrique). S1 done on avait

. , : PnS P
1l en résulterait
P> — 08y,

ot 0 = ¢ 4 (1 —¢) cos « cst un nombre fixe plus petit que 15 et si
cela avait licu pour uire infinité de valeurs de n, on pourrait passer
a la limite et écrire
P Z - 687

ce qui serait en coniradiction avec I’hypothise ({1 4 ) = o,
ainst quil a ¢té remarqué au numéro précédent.

L’égalité (1 + 1) = o cxige donc bien que la ou les limites
de p, tendent vers 1 avec s.

4. Changeons alors ¢ en 2 ¢, dans la séric (3) el soit Q la nouvelle
série ainsl obtenue : les termes qui formaient, dans la série (3),
les sommes P, P/, P, = P/ + P/ donneront, dans cette nouvelle

ny Hl
série, respectivement les sommes Q,, Q,, Q, = Q, + Q. ¢t Pon
aura, cette fois,
Q> 5, cos2a- 0,8, cosna,

L
Q) .—58,2— (1 — Pn) Su

A —

HADAMARD. — JUBILE. -
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114 JACQUES HADAMARD.
et, par conséquent,
Qn2 Sp[pncosao — (1—pa)];

d’ou, moyennant 'inégalité (5) supposée vérifiée pour n suftisamment

grand,
an G'S,L,

0" désignant le nombre gcos2a — (1 — p), lequel est positif si nous
. I
avons pris 1 > g > T cosoa
Or, ceci donnerait Q20'S et, par suite, Q augmenterait indéfini-
ment par valeurs positives; de sorte que le point d’affixe 1 4 24
serait un infini de {(s), ce que nous savons n’avoir pas lieu.
L’impossibilité de I'hypothése {(1 + ti) = o est donc mise en
évidence.

5. 1l est remarquable que cette démonstration ne repose que sur
les propriétés les plus simples de {(s) : nous nous sommes, en effet,
exclusivement servi des remarques suivantes : 1° le logarithme
de notre fonction est développable en série de la forme Za,e
les nombres a, étant tous positifs; 20 la fonction est uniforme sur
la droite qui limite la convergence de cette série et ne présente
sur cette droite qu'un seul pole simple. .

Toute fonction satisfaisant a ces conditions sera donc différente
de o sur la droite limite.

Ainsi, dans la démonstration précédente, c¢’était uniquement
pour simplifier I’écriture que nous avons réduit le second membre
de équation (1) & la série S : la démonstration se serait également
appliquée au développement complet de log{ (s). De méme, les
nombres premiers ayant été distribués d’une fagon quelconque en
deux catégories, les nombres de la premiere catégorie étant désignés
par p’, ceux de la deuxieme par p”, st la fonction représentée
(lorsque la partie réelle de s est supérieure a 1) par le produit
nfini

(6) J(8)= ) =
1 —
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est holomorphe sur la droite limite R (s) = 1, elle est différente
de o sur cette droite {').
En effet, le logarithme du produit

)

LL(-7) L1(~7=)

pr P"

HOMOE

[

est représenté par une série Xa,e ' a coellicients positifs; ce
produit satisfait donc aux conditions ci-dessus indiquées.
Ce cas est, par exemple, celut de la fonction de Schlémilch

(—-I)”' . 1
(7) 2ono=ll——=
v (— I) 2
I+ —
[).\

6. Plus généralement, nous allons étendre la proposition qui
précéde aux séries introdurtes en Arithmétique par Dirichlet, et
dont nous devons tout d’abord rappeler, en les complétant sur
certains points, les principales propriétés.

Ces séries appartiennent a la catégorie des séries de la forme

a L g . q- . e .
2 ~ pérwodiques, c’est-a-dire dont les coelflicients a, se reproduisent

de k en k. De telles séries sont évidemment des combinaisons linéaires
des &k fonctions

1 ] I

[

5 1
Exls) = G 4

IR Yy AR

étudiées par MM. Hurwitz (*) et Cahen (*). Ces fonctions sont

*(M Saul peut-étre au puint s = 1; mais cetle circonstance ne se présentera pas
dans la suite.

(8) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, t. XXVI11, 1882, p. 86-102.

(3) These de Doctorat, 189, et Annales de U Ecole Normale supérieure, 3@ séric, 1. X1.
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uniformes dans tout le plan, avec le seul péle simple s =1 et le

résidu correspondant /1_, ainst qu’il résulte de I’expression
(8) L= o u—s) (o e e
o 27 eke 77

Iintégrale étant prise le long d’un contour C partant de 4 oo et y
revenant aprés avoir tourné dans le sens trigonométrique autour
de I'origine, et — x étant considéré comme ayant (pour z réel et
positif) I'argument — = dans la premiére partie du chemin d’inté-
gration et, par suite, I'argument 4 1= dans la seconde.

L’intégrale qui figure dans la formule précédente est une fonction
entiere de s, et les théorémes généraux donnés dans mon Mémoire
Sur les propriétés des fonctions entiéres (') permettent d’en déter-
miner le genre. A cet effet, on peut, par exemple, diviser le contour C
en deux parties : I'une C’ partant du point x = 1 et y revenant
aprés circulation autour de l'origine; 'autre C” comprenant les
deux traits de 1 & + o0; les intégrales prises suivant ces deux traits
ne différent entre elles et de 'intégrale

»© e k—r.c .
x5! L
(9) I

que par les [acteurs exponenticls ¢™ pour la premiére, ¢™ pour la
seconde. Or, le coellicient de s" dans l'intégrale (g), qui a pour

valeur
e k—r.x d.,L
(100.16 —
n’

est (puisque r est un entier plus grand que o) au plus comparable
au coellicient correspondant de la fonction

:f e *“dur,
1

qui intervient dans I'étude de la fonction I' et dont l'ordre de gran-
deur pour s infini est celul de 1. Quant a I'intégrale prise le long

(1) Journal de M. Jordun, 4¢ série, t. 1X, 1893.
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de (', le coefficient de s", qui a pour valeur

k—r 2
I e
- | (logz)
"o

d.e

ekx __ I ?

['n ,
y est au plus de lordre de ;7\—n, en désignant par K le module

maximum de log z sur le contour en question. On voit done que
la fonction considérée est de genre 1 : le nombre de zéros de cette
fonction, compris dans le cercle de rayon R, est de 'ordre de R log R.

7. Lorsqu’on change s en 1 — s, les nouvelles valeurs des fone- -
tions £ s’expriment en fonction des anciennes par les relations
établies par M. Ilurwitz (') et que ’on peut prendre sous la forme (?)

k . .
1 . am\ = -2 —s=n
(10) P—U—_T)EU”&(S):(T) [e Pl r(1—S8)+e ‘g,.(l—S)J
1=
1 (r—=t,2, ... k),
prind

ot 5 désigne e*.
8. Pour définir ses séries, Dirichlet (*) part de la décomposition
du nombre k en facteurs premiers
(11) k=2otpop'=. . (A20;m, @, ...>0),
et, a tout entier n premier avec k, fait correspondre les indices
o«, 6) b ) Tfs sy
définis par les congruences

n={(-1)*58 (mod 2*),
(12) n=gY (mod p@),
n=g7 (mod p'™®"),

() Hurwrrz, loc. cit., p. 93.

(®) Cauen, loc. cit., n°® 47, 53.

(®) Abhandlungen der Berl. Acad., 1837; traduit par Terquem, Journal de Liouville,
17 série, t. 1V, 1839. Nous nous conformons aux notations employées dans les Vor-
lesungen iiber Zahlentheorie, éditées par Dedekind,¢dition de 1863, supplément VI.
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ol g, g, ... sont des racines primitives pour les modules respec-
tifs p”, p’®, .... Les nombres « et 3 sont ainsi définis aux modules a
et b prés : les nombres a et b ayant tous deux la valeur 1, s1 A = o, 1,

I - . .
et prenant les valeurs a =2, b=-9(2"), si Az2. Pareillement,
les nombres vy, v/, ... sont définis relativement aux modules

c=9(p?) =), ..,

ou ¢ est la fonction bien connue qui exprime combien il y a de nombres
premiers & un entier donné et inférieurs a lui.

Réciproquement, la connaissance des indices o, B, v, ¥, ... [ait
connaitre le nombre n, au module k prés. Autrement dit, aux 9(k)
valeurs de n premidres avec k et incongrues entre elles suivant le
module k correspondent, d’une fagon univoque, les

abec’. . .= o (k),
systemes de valeurs de «, B, v, ¥', ... incongrus entre eux suivant
les modules a, b, ¢, ¢/,

Désignant par 0, v, ©, w’, ... respectivement une racine &,
une racine 5™, une racine ¢®™, une racine ¢™", ... de l'unité,
autrement dit posant

¢ :il,

2R

" —=¢ b ,

(13 / 217}::
) w—e°

Dirichlet introduit la fonction

By(n)— 0, 81 1 n’est pas premier avec A;
U 6Bt L, sionoest premier avec £,

%, 8,7, Y, ... étant les indices de n [I'indice v a pour but de distin-

guer les unes des autres les @ (k) fonctions { correspondant aux
différents choix possibles des racines 9, v, , &', .. .].

Il forme ensuite la série (périodique au sens indiqué ci-dessus)

- k
(14) Lv(s):z-"b’-(l-:—l-—jzzg,.(s)upv(r) [v=r1,2,...,0(k)],

n=1 r—i1
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égale au produit infini

(13) Ly(s)= -
/() H [_H"v(Q')’
qS
dans lequel ¢ doit &tre remplacée successivement par tous les
nombres premiers.

Les séries L, se répartissent en trois catégories : la premieére
comprend une seule série L, celle qui correspond a

6:'{):0):0)’:...:1;

la seconde comprend toutes les séries L, pour lesquelles les
nombres 0, v, ... sont égaux & + 1 ou & — 1 (& ’exception de L,);
la troisieme, les séries correspondant aux cas ot 'un au moins de ces
nombres est imaginaire. Ces derniéres sont conjuguées deux a
deux; la série

Ly ($)= X 5r(8) Gu (1),

déduite des racines 0, v, ©, o', ..., est conjuguée de la série

’ . . I I | L

dédurte des racines z» —» — —»
50 o o

La série L, admet, comme seule singularité, le péle simple s = 1.

Quant aux autres séries L, elles sont holomorphes dans tout le plan
(parce que la somme ;{Z‘J/'(") des résidus au point s = 1 est nulle).

Dirichlet démontre qu’elles sont toutes différentes de o pour s = 1.

9. De la relation générale (10), M. Hurwitz a pu déduire que
certaines séries de seconde catégorie se reproduisent, & un facteur
pres, par le changement de s en (1 — ) a la facon de la fonction &.

Cette proposition est un cas particulier d’'un théoréme démontré
par M. Lipschitz ('), et qui est le suivant : La série L,(s) est (¢ un
facteur exponentiel et trigonométrique prés, analogue d celui qui se

(Y) Journal de Crelle, t. 105, p. 127-157.
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renconire dans la formule relative & la fonction ) changée en sa conju-
guée par le changement de s en v s, sous les conditions suivantes :

10 023, wimpair;
20 T Fp —1,51® =1;7 nondivisible par p, siw >1;
30 £ p'—1,si &' =157 non divisible par p', si m' >1; . ...

Ce théoréme mnous fournit un renseignement important sur la
distribution des zéros de L,(s). Puisque cette {onction n’a aucun
zéro 1maginaire dont la partie réelle soit plus grande que s, elle
n’en a non plus aucun dont la partie réelle soit négative : les zéros
imaginaires sont compris dans la méme bande que ceux de I(s).
Ils sont méme, comme ceux de I(s), disposés syméiriquement par
rapport a la droite R (s) = ;, puisqu’a tout zéro « correspond un
zéro o' (différent ou non du premier) tel que o et 1 — o solent
Imaginaires conjugués.

Toutefois, cette conclusion n’est pas encore démontrée dans les
cas ou la relation de Lipschitz ne s’applique pas; mais on raméne
ces cas aux autres par les remarques suivantes :

1° 51 une racine ®, par exemple, est égale & 1, on aura
Ly(s)=[1—¢s (p) p] Lo(s),

la série L, étant composée en partant du nombre k supposé débar-
rassé du facteur p”. La méme circonstance se produit pour le facteur 2
lorsque 'exposant % est égal a 1.

20 51 I’entier 7 est divisible par p”, la série peut se composer en
partant de DPentier k, divisé par p", la racine primitive g de p”
étant une racine primitive de p”~". La nouvelle valeur de T ne
contiendra plus p en facteur. Il en est de méme pour le facteur 2
lorsque ’entier u. est pair, et aussi lorsque » =2, § = 1.

3° Le raisonnement de l'auteur est encore valable pour 2 = 2,

20T
) = — 1, en prenant pour I'expression (') (0, Yiet ) la valeur

WIT — 2T

et 4-fe ¢+

(1) Loc. cit., p. 144, formule (g9). M. Lipschitz désigne par la lettre ¢ la quantité
que nous noramons 7,
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Notre conclusion est done établie pour toutes les séries L,. On
pourrail des lors développer, sur la distribution des zéros de L.,
une théorie analogue a celle de M. von Mangoldt ('). La seule
remarque sur laquelle se fonde cet auteur, outre les propriétés
communes 4 {(s) et aux séries L,, est que argument de {(s) reste
fin1 lorsque le pomnt d’aflixe s décrit la droite R (s) = a > 1. Or,
celte propriété appartient également aux fonctions L,. On pourrait
done compléter 'analyse présentée a cet égard (*) par Piltz.

10. L’équation fondamentale utilisée par Dirichlet pour la démons-
tration de son théoréme, est

logly(s) I I 1 R N

14
out m est un entier quelconque premier avec ket ol les signes 2, 2 ’

”

2 » -++» s’étendent, le premier aux nombres premiers ¢q tels

que g=m (mod k), le second aux nombres premiers ¢ tels
que ¢* = m (mod k), etc. Pour m = 1, ceci1 donne

s [Tt =oui (B +3 B+ 5 25 +)

Donc les séries de Dirichlet n’ont aucun zéro sur la droite R (s) = 1,

car la fonction IILV(S) satisfait aux conditions énumérées au
v

n® 5.
Il. — CoONSEQUENCES ARITHMETIQUES.

11. Nous sommes bien loin, comme on le voit, d’avoir démontré
’assertion de Riemann-Stieltjes; nous n’avons méme pas pu exclure
Ihypothése d’une infinité de zéros de {(s) s’approchant indéfiniment
de la droite limite. Cependant le résultat auquel nous sommes
parvenu suffit, & lui seul, pour démontrer les principales consé-

(Y Journal de Crelle, t. 114,
(2) Habilitationschrift, Iéna, 1884.

HADAMARD, — JUBILE, 6
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quences arithiméliques que I'on a, jusqu’ici, essavé de tiver des
propriétés de <(s).
Tout d’ahord on peut remarquer que I'équation

21’;—‘ = log(s — 1) -+ quantité finie

fournit déja quelgues renseignements sur la distribution des nombres
)

premiers. Soit, en effel, @ un nombre plus grand que 1, et désignons
par N, le nombre des nombres premiers compris entre a et a**'.
. ’ . + » . N\
L.e premier membre de ’équation précédente est compris entre Y —i-
s

a

‘A

log i

Ny, I
et Za_ﬂi_s' En posant Z— — % et remarquant que s-—1 = log a

A
peut étre 1c1 remplacé par 1 —x, on peut écrire, & une quantité
finie pres, pour x plus petit que 1, mais tendant vers 1
b b

EN) > log(1— ) > 2 2:} 2,

d’ou I'on déduit que, ¢ étant un nombre positif aussi petit qu’on
veut, on aura une infinité de fois
o
N> S ;)a’
et une 1nfinité de fois
(14 ¢) a*+

< P41

b
conclusions analogues a celles que donne, par exemple, M. Poin-
caré dans son Mémoire sur Uextension aux nombres premiers complexes
des inégalités de M. Tchebicheff ('), et qui suffiraient, comme elles,
a établir que sile rapport d’un nombre z & la somme des logarithmes
des nombres premiers plus petits que lui a une limite, cette limite
ne peut étre que 1.

D’autres inégalités pourraient sans doute étre tirées de ce fait
que, quel que soit le nombre réel ¢ différent de o, la quantité

21317 cos(t logp) reste finie lorsque s tend vers 1,

(1) Journal de M. Jordan, (¢ série, t. VIII, 18g2.
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12. Dans son Mémoire précédemment cité, M. Cahen présente
une démonstration du théoréme énoncé par Halphen : La somme
des logarithmes des nombres premiers inférieurs a  est asymptolique
a x. Toutefois son raisonnement dépend de la proposition de Sticltjes

y ., . € I . .
sur la réalité des racines de C(; -+ tl) = 0. Nous allons voir qu’en

modifiant légérement 'analyse de I’auteur on peut établir le méme
résultat en toute rigueur.

K A
. . . .o, I x®

A cet effet, au lieu de partir de l'intégrale — — dz,
2T t—o i s

égale & 1 ou & o suivant que x est plus grand ou plus petit que 1,
nous considérerons I'intégrale plus générale

a+oei
1 €

2T -1
a—awol

Dans cette intégrale, comme dans la premiére, x est une quantité
positive ainsi que a; @ est positif.

Lorsque i est un entier, cette intégrale s’évalue par les mémes
méthodes que J, ou s’en déduit- par une intégration par parties,

déduite de 'identité
L et L di—1 /1
g T(p) davt (Z)

La partie tout intégrée disparait a I'infimi et il vient

‘ o, si «o<r1,

(17) Ju=¢ 1 .
‘ = logt—1z, si x>1,
| v a

La méme formule peut se démontrer pour 1 non entier, auquel
cas 1l est entendu que z* doit recevoir la détermination qui est
réelle et positive pour z = o. Pour x << 1, on intégrera le long d'un
rectangle ayant un de ses c¢6tés sur la droite R (z) = a et situé dans
la région R (%) > a, le second c6té du rectangle augmentant indéfi-
niment comme la puissance w*™ (o << ' << w) du premier. Le
résultat est alors évident.

Pour z > 1, on commencera par supposer << 1. On intégrera
alors le long d’un contour ABCDEFGHA (fig. 1) composé encore

d’un rectangle ayant un c6té AB sur la droite R (z) = a, mais
situé dans la région R (z) < @ et interrompu sur son c6té DA par
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un lacet qui va a Porigine et en revient en snivant la partie négative
de Paxe imaginaire. Si le ¢6té BC augmente indéfiniment comme
la puissance ™ (0 <<y’ << 1) de AB, Pintégrale prise le long des
cOtés qui s’éloignent & P'infini disparait et il reste

=siin( )

. T
Or, sur le chemin HG, Pargument de z est — s et, sur le
FFig. 1.

‘y ad +OOL

c B

o FlI6 « 13

D EH A

y (T =Q07r

. 3 ) o 4 .
chemin FE, ITTE Il vient donc bien

Mim 3pin
J — (eT—eFT) * it dt
B 27 I e
win
. e ?sinpm f” cos(tlogx) — isin(tlogz) dt— looP-—1;v
- in A I '

Cette formule, établie pour p << 1, s’étendra au cas de v > 1
par une intégration par parties déduite de I'identité

T (_I)ml‘(y_) dm _I'.
gbrm T T (s + m) dzm st

13. Parallelement & la voie suivie par M. Cahen, nous applique-
rons la formule (17) a l'intégrale
e Z (),
(18) du(2)=— — wr

a—wl
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ou a est un nombre quelconque plus grand que 1. En vertu du déve-
loppement
§(s) ( 1,1 )
- — log — -
£(z) Zp B\ T )

notre formule donne

(19) Yu(z)= ﬁ Zlogp logﬁ’--lg +2 logp logﬂ—ipz S

le signe Z s’étendant aux nombres premiers plus petits que =z, le

-

’ .
signe 2 aux nombres premiers plus petits que 2, etc.

14. L’avantage que nous trouvons a prendre p > 1 réside dans

. . 1 . . . .
la convergence de la série ——» ol o désigne successivement les
P

zéros de {(z), convergence sur laquelle reposent, comme nous allons
le voir, les raisonnements qui vont suivre.

Fig. 2.

Dans ces conditions, en effet, nous pouvons séparer de Pensemble
des racines « un nombre M de ces quantités assez grand pour que

Q 1 ’ . . .
la somme ZW, étendue aux racines restanles, soit plus petite

qu’'un nombre positil quelconque . Aucun des « n’ayant sa partie
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réelle égale & 1, nous pourrons (fig. 2) tracer une parallele CD 3
Iaxe imaginaire, laissant a sa droite la parallele R (z) = 1 et & sa
gauche les M premiéres racines «. Des points C, D de cette droite,
nous ferons partir des paralltles CE; DI _ 4 Paxe réel, paralléles
comprenant entre elles les M racines en question, ne passant par
aucune autre racine, et que nous prolongerons jusqu’a rencontre
en E, F respectivement avec deux droites OEG, OFH issues de
I'origine et situées respectivement dans les deux angles formés par la
partie négative de I’axe réel avec les deux directions de I’axe imagi-
naire. Enfin, nous fermerons le contour d’intégration ABGECDFITA
(fig. 2) par deux paralléles varables BG, ALl a I'axe réel (paralleles
comprenant, bien entendu, CE et DI entre elles), rejoignant en A, B
la droite R (z) = a.

15. Je dis, en premier lieu, que I’on peut éloigner les paralleles BG,
AH a l'infini, de telle facon que la partie de 'intégrale ¢, relatives
a ces droites tendent vers zéro.

On peut suivre pour cela une marche analogue a celle qui est
exposée dans mon Mémoire sur les propriétés des lonctions entiéres (').
La méthode qui va suivre differe légérement de celle-la; elle me
parait plus avantageuse.

Soit A un nombre plus grand que 'unité. Tracons des paralléles a
’axe réel & des distances de cet axe représentées par A®, A%, ..., A™ ...
Le nombre (*) des racines «, dont les coordonnées sont comprises
entre A** et A***® est au plus égal & K2 A le nombre K étant fimi (*),
et il en sera de méme a fortiori de I'intervalle (A**', A**?); de
sorte que s1 ’on range les racines « par ordre de coefficients de ¢ crois-
sants, 1l en existera au moins deux consécutives pour lesquelles
les coefficients de @ différeront d’une quantité supérieure
. ABME2 . \3AHL A(A . I)-

KA As o A

(1} Loc. cit., n°® 2Y et swiv.

(%) Chaque racine est, bien entendu, comptée un nombre de fois égal & son ordre
de mulliphieité.

(3) 11 est clair qu'on peut se dispenser des précautions que nous prenous ci en
utilisant les résultats oblenus par M. von Mangoldt sur la distribution des quantités o;
la méthode du texte a Pavantage de s’appliquer chaque fois qu’on connait le genre
de la lonction éludice.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THEORIE DES NOMBRES. - 129

Nous tracerons, a égale distance de ces deux racines, une paral-
lele & Paxe réel dont ordonnée sera désignée par z,, et cette
ordonnée aura, avec celle de toute racine «, une différence supérieure

A(\—-l)
T 2Kh
Or, on a
g'(s) 1
» c<z)—2(z )" §( +g)m i
20
_2 ,d—oz) Z{B(z— %—i—C,

les a désignant les zéros, les B les poles (réels et négatifs) de C,
et C étant une constante. Lorsque z varie sur le segment BG de

la paralléle d’ordonnée z,, le rapport —=—= reste supérieur & un
; PP B P

nombre fixe, indépendant de B, et il en est de méme pour le rap-

3—d . , . « 1es ; .
port —— sil’ordonnée de « est extérieure a I'intervalle (A™, A7),

Les parties correspondantes du second membre de I'équation (20)

donnent done le produit de z par une somme [inie (puisque les

1 1 .
sommes 2 = Z e sont ﬁmes).

Quant aux termes correspondant aux racines « comprises entre

les paralléles d’ordonnées A et A*+*  elles donneront, d’apreés ce
2 KAA3
AA—1)
quantité de la forme Kz, log z, (out K’ est un nouveau nombre fini).
On aura done

qut a été dit plus haut, une somme moindre que K7 A%

BN Kz, logz
’E( )‘<( Ulog 0’

d’oit en reportant dans notre intégrale

‘Z._;C/(';.)dz’< Kflog;(.f 2% ds

we 5 G(2) 55

quantité inliniment petite pour z, infini.

16. L’intégrale prse le long de la droite indétime AB peut donc
étre remplacée par DPintégrale prise le long du contour indé-
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fini HFDCEG, augmentée de la somme des résidus relatifs au
pole z = 1 et aux zéros « non compris entre les paralleles CE, DF.

Le résidu relatif au pdle z = 1 est — a.

Les résidus relatifs aux zéros de « non compris entre CE et DIF
ont une somme moindre que =z, ou ¢ a été choisl aussi petit qu’on
veut, et cela indépendamment de z.

Quant a l'intégrale prise le long du contour HFEDCBG, eclle est
infiniment petite relativement & x. Cela est évident pour la partie

L (=)

finie FDCE, ou il sullit de remarquer que —; way ot fim. Sur les
parties infinies EG, IFH, les rapports Z;a , -—@—‘ sont supé-
L{(=)

5 2(s)
est finie. L’intégrale sur un de ces chemins est don¢ moindre

que Kf

quantité ﬁme, décroissante quand z croit.
b.(x) est done asymptotique & =z, car, pour rendre la diffé-

rieurs & un nombre fixe, et, par conséquent, la quantité

(le nombre K étant fim), c’est-a-dire qu’une

rence [x — b, (2)] moindre que vz, il suflira de choisir

“

1 .
<:: ;) ¥HJIS X

|
8

¢ /4 * . r ¢ \ .n
assez grand pour que 1’1ntegralef so1t inféneure & -
IFDULG i

17. Dans I'expression {19) de 4, (), nous ferons abstraction des
termes compris sous les signes Z autres que le premier. Le nombre

log x
de ces signes est, en effet, moindre que == et la plus grande des
D

sommes correspondantes est la premiére, mféricure elle-méme

1
a log I‘(I —|—x2) log"~'x, par conséquent (& un facteur fini pres)
1 1

a 2’logt*'z. Nous négligeons donc une quantité moindre que z° log*' 'x;
et le résultat obtenu ci-dessus peut s’énoncer awmsi : la somme

HJ) Zlogp log*~ '1—), étendue aux nombres premiers inférieurs a z,

esl asymplotique @ z.
Ce résultat (o il est entendu que nous devons supposer i _— 1)
differe de I'énoncé d’Halphen : la sonune des logarithmes des nombres
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premiers inférieurs & x est asymplotiqgue & x. Nous allons voir qu’il
le comprend comme cas particulier.

18. Pour cela, prenons p. = 2, ce qui donne
Zlo ]}]0“ / —=&(1+ 7,

7 ¢lant (pour z assez grand) inférieur en valeur absolue & tel nombre
qu’on voudra.

Dans cette relation, changeons = en x(r 4 h) et retranchons
membre a membre : 1l vient

a0+

2100p10g(l —+ )+ z lovp]0"—.([—_}_—/‘1‘1

=x(h+7),

3
égalité dans laquelle le signeZF(p) désigne la somme des valeurs
=4

de la fonction I' pour les nombres premiers compris entre o et .

. . . .
Pour les nombres premiers qui figurent sous le second sagnez,

x(L-+nh)

la quantité est comprise entre 1 et 1 4 h: on peut done

écrire, cn divisant par log(1 + &),

R (h—+n)
(21) ‘S_‘loap<JJ—————105U_+ 3k
9
RE(EN) / )
(41
Elog[)> IOL:U h)

Dans cette derniére, nous changerons x en : elle deviendra

I
14N
(22) Zlogp>w

0

h—+n
(L+ h)log(r—- /)

Les formules (21) et (22) démontrent Iénoncé d’Halphen. On

voit, cn effet, unZIogp sera compris entre a(r 4 ¢) el (1 —g),
s

ADAMARD. — JUBILE. 17
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s1 'on a choisi h tel que

he h
2 < (1+A)log(1+ A) < log(1+4 /i)

[

n
<145

2
puis x assez grand pour que v, < * log( 1+ h).

19. Les résultats qui précédent s’élendent d’eux-mémes aux
séries de Dirichlet. On considérera I'intégrale

v (3) ]2
(231 ,”_f [2!,(;;1!) L,z )] -

olt 1 est un nombre plus grand que 1, les autres lettres ayant le
méme sens que dans les n® 3-10. Cette intégrale représente, a
une quantité prés infiniment petite relativement a z, le produit
de (k) par la somme des logarithmes des nombres premiers g
congrus a m, suivant le module k et plus petits que x, multipliés

respectivement par les valeurs correspondantes de logt—' =

Or, on peut raisonner sur cette intégrale exactement comme
nous P'avons fait sur lintégrale (18), car les propriétés de I(s),
que nous avons utilisées et qui sont relatives a la distribution des
zéros et au genre, ont été démontrées pour les séries de Dirichlet.

La quantité qu figure sous le signefdans Pintégrale (23) a

L'(s)
L, (=)

dant —W = — x; les résidus relatifs aux autres poles donnent
1

une somme qu’on peut considérer comme négligeable vis-a-vis de z,
ainsi que l'intégrale prise le long du contour GECDFH, comme
il a été expliqué.

Done lintégrale (23) est asymptotique a4 2. En suivant la méme
marche qu’au numéro précédent nous reconnaissons que la somme
des logarithmes des nombres premiers inférieurs a x et compris dans
une progression arithmétique déterminée de raison k est asympiotique
. Z

T

pour pdle simple z =1, pole de » et le résidu correspon-
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L’équation générale

X
I € €
—_— loog logh—t = — [+
l”w)z STy ‘P(’\')( P)
0
qui, comme nous venons de le voir, comprend la relation corres-
pondant & . = 1, ne parait pas pouvoir se¢ déduire inversement
de celle-ci; il serait intéressant de rechercher quels renseignements
?

cette équation fournmit sur l'ordre de grandeur de g, c’est-a-dive

xX

de I’erreur commise en remplacant Zlog g par sa valeur asympto-

. 0
tique.

20. Ln terminant, je signalerai 'application possible de la méme
méthode aux séries de Weber (*) et de Meyer (*), par lesquelles on
étend le théoréme de Dirichlet sur la progression arithmétique aux
formes quadratiques. Une fois démontré que ces séries sont uniformes,
la relation (*), analogue a celle donnée précédemment au n° 10,
prouvera qu’elles ne s’annulent pas sur la droite R (s) = 1.

Dans le cas ou le déterminant est négatif, et ou 'on considére
la forme quadratique seule (sans faire intervenmir de progression
arithmétique), une formule donnée par Weber (*) fournit la démons-
tration demandée; en méme temps, elle fait connaitre le genre de
ces séries et fournit la relation correspondant au changement de s
en 1 — s. Les méthodes exposées dans le présent Mémoire sont done
dés & présent applicables a ce cas particulier.

Nota. — Pendant la correction des épreuves, je recols communi-
cation des recherches que M. de La Vallée-Poussin consacre au
méme sujet dans les Annales de la Société scientifique de Bruzxelles (*).
Nos raisonnements, trouvés d’une fagon indépendante, ont quelques

(") Math. Annalen, t. XX, p. 3o1.

(3} Journal de Crelle, t. 103, p. o8; ¢/. Bacumany, Analytische Zahlentheorte, Ch. X
(Teubner, Leipzig, 1894).

(3) Bacumany, loe. cit., p. 291, ligne 6, formule (3%).

(1) Bacwmany, loc. cit., p. 302, ligne 4.

(%) Tome XX, 2¢ Partie, 1896.
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points communs : 1l est remarquable, en particulier, de constater
que M. de La Vallée-Poussin a été conduit, lu1 aussi, a employer
comme intermédiaire le fait que la fonction { n’a pas de racine de
la forme 1 + ti, quoique les procédés de démonstration soient tout
a fait différents. Je crois qu’on ne refusera pas & ma méthode 'avan-
tage de la simpleité.

Les critiques, adressées par M. de La Vallée-Poussin aux démons-

a-+-oi
. . . - . ds .
trations fondées sur 'emplor de l’mtegrale[ z° = nintéressent
=

point la nétre, fondée sur 'intégrale

a+zixz d:
f —— (> 1),

— w0l

A . (R} A ?
griace au fait que cette derniére garde un sens, méme lorsqu’on
remplace- chaque élément par son module.
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UNE PROPRIETE DE LA FONCTION ()

ET

DES SERIES DE DIRICHLET

(Congrés de ’Association francaise pour ' Avancement des sciences, La Rochelle, 1928.)

Les travaux de M. Landau et de ses continuateurs ('), parnmu
lesquels il faut nommer en premiére ligne M. W, Schnee, ont, comme
on le sait, notablement précisé et étendu les conditions de validité
d’une formule, analogue a celle de Parseval, obtenue précédemment
par nous (*) et permettant de multiplier terme & terme deux séries
de Dirichlet de la forme la plus générale

f (Y= baet,
g(s) :zcu e—hns,

n

(1)

Cette formule s’écrit

+w

. I . .
(2) lim 75 JB+t) gy —1i) df:E by e, e+
. == —w n

o B, v sont deux nombres réels ou méme complexes, de parties
réelles convenablement choisies. (Les travaux auxquels nous avons
fait allusion tout a I’heure ont eu préeisément pour objet d’étendre

(1) Voir le Traité classique de M. Lanpauv : Lehrbuch iiber die Verteilung der
Primzahlen, t. 11, n°s 221 et suiv.
(2) Acta Mathematica, t. XXTI, 18g9, p. 55-63.
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le résultat, non seulement au cas ot l'une des abscisses f, vy appar-
tient au domaine de convergence simple de la série correspondante,
Pautre étant dans le domaine de convergence absolue, mais méme
a certains cas ou, de part et d’autre, il n’y a que convergence simple.)

Mon intention n’est d’ailleurs pas d’aller plus loin dans la voie
déja s1 remarquablement parcourue, mais d’attirer 'attention sur
une particularité intéressante qui se présente lorsque, pour la
seconde des séries (1), on prend I’expression bien connue

lo
__ZZ f‘l{) ‘"’:[’2‘___;]):2,3’5’-..'-

Soit, d’abord, f(s) pris lui-méme simplement égal a {(s). On voit
immédiatement que 'on a (sous les conditions de vahdité de la
formule)

- (1)?,
(1 .H-_%%: lim—[5 0)%(5+1;’)§(T_t,')fll.

t—x

d‘{‘

(3) ‘.‘,"(S\:

l‘{‘

Ce résultat peut étre considéré comme un simple cas particulier
du fait général que toute fonction représentée par une série de la

b". e .
forme ¥ — se reproduit purement et simplement lorsqu’on la
Y P p P q

« compose », par la formule (2), avec I(s). Mais il exprime aussi

une propriété fonctionnelle appartenant a la fonction ((s), laquelle
figure seule tant dans 'un que dans 'autre membre de la formule.

Mais, au lieu de regarder le premier membre de (3) comme repré-
sentant une sorte d’opération fonctionnelle exécutée sur g(s) a
'aide de la fonction f(s) = {(s), on peut se placer au point de vue
inverse et, dans ces conditions, la formule se généralise d’une maniére
remarquable en prenant, pour f(s), I'une quelconque des séries
« spéciales » de Dirichlet

(5) L'S, X‘)ZZX(H)

n*

a l'aide desquelles I'illustre géometre a démontré son célebre théo-
réme sur la progression arithmétique. La seconde fonction introduite

£'(s)

dapns (2) étant encore g(s) = 0k il vient
L 8 z(p)logp
_’!)1_1119 f L3+, y) E /—Il)rll__zz e
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¢’est-a-dire, comme on sait,

f1)

.o N . L34 1, 2
lim — L 1, )2y — )l —= ==~ 1 4
o 20 — (Bt /')CW I L+ 7

relation qui, comme on le voit, lie les séries (5) 4 la fonction de
Riemann.

Bien qu’il m’ait é1é jusqu’ici impossible d’en tirer aucun progreés
positif, une telle relalion me semble digne de I'attention de ceux qui
s'intéressent & la théorie analytique des nombres premiers. Je ne
saurals dire, quant a présent, dans quelle mesure elle peut conduire
a un prolongement analytique des fonctions qui y figurent ni dans
quelle mesure elle les caractérise. 1l serait également intéressant de
rechercher moyennant quelles modifications elle pourrait s’étendre
aux autres transcendantes analogues que les divers chapitres de la
théorie ont successivement introduites (').

(") Note du Comité de rédaction : Il nous a semblé utile de reproduire ce travail
dans lequel on trouve encore un exemple de I'art avec lequel M. ITadamard souléve
des questions nouvelles.
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RESOLUTION

D UNE

QUESTION RELATIVE AUX DETERMINANTS

(Bulletin des Scienres mathémaliques, 2¢ sévie, 1. 17, 1803, i*¢ partie.)

1. Etant donné un déterminant

a, b, l,
A—| ® by ... 1,
a, ])n v lu

dans lequel on sait que les éléments sont inférieurs en valeur absolue
a une quantité déterminée A, il y a souvent lieu de chercher une
limite que le module de A ne puisse dépasser.

On voit immédiatement que A est inférieur a 1.2.3,..nA"
Mais 1l est clair que cette limite est trop élevée; car elle ne pourrait
étre atteinte que si tous les termes du déterminant avaient le méme
signe, ce qui est manifestement impossible.

Je me propose en conséquence de rechercher le maximum du
déterminant A dans les conditions indiquées.

2. Sans rien supposer d’abord sur les modules des éléments a,, . ..,
by, ...,désignons par af, ..., b}, ... leurs conjugués dont le déter-
minant A, sera le conjugué de A. Prenons, dans le déterminant A,
p lignes quelconques pour en former un tableau rectangulaire (T),
(T,) étant le tableau correspondant du déterminant A,; considérons
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le produt
P,=(T)(T,).

St p = n, ce produit donnera Ay, ¢’est-a-dire le carré du module
de A; pour p < n, il fournira de méme la somme des carrés des
modules des différents déterminants que 'on déduit du tableau (T).
Dans tous les cas, la quantité ainsi obtenue sera essentiellement
réelle el positive ().

Pour former le produit P,, d’aprés les régles de la multiplication
des déterminants, il faudra multipher chaque hgne de (T) par
chaque ligne de (T,). Si I'on a choisi deux lignes correspondantes,
par exemple les deux lignes de rang h, le résultat s, donnera la
somme des carrés des modules des éléments a;,, by, ..., L. S1, au
contraire, on a pris deux lignes de rangs différents h et h’, on trou-
vera I'expression

0
(2) sﬁ,h':aha}:’_’l— bhbg'—F...—l—]hIh'.

‘Nous remarquerons que $,,; est conjugué de Snne
Les quantités s, et s, seront les éléments du déterminant P,.

Si, par exemple, les lignes qui composent le tableau (T) sont les
p premiéres, on aura

Sy 3.1,.3 oo S.]’/,

S-_j’:l S:)_ LR Six/)
P,,: y

‘9/),'1 S/:,g . S/z

et, sl nous isolons la partie qui contient en facteur un élément
principal, le dernier par exemple, nous pouvons écrire

(3) P,=s,Ppy+Qp,

ou Q, sera le déterminant

5 $i,2 cee Sip—y Sip
Sa4 $s Sa p—1 Ss.p
r
Sp—i Sp—ia e Sp— Spayp
Spa Sp,a ves Spp—t o

(1) Nous n’avons pas 4 prendre en considération le cas de P, = o, le déterminant A
étant alors nul et, par suite, ne présentant aucun intérét dans la question actuelle,

WADAMARD, — JUBILFK, 18
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iene {iéme

Le mineur de ce déterminant, relatif & la 2™ ligne et a la A

00Q

’ ’ . r p »
colonne, étanl désioné par ————, nous constatons que les mimeurs
» sht ] d(h, h') q

principaux sonl des expressions Q,—, saul le dernier qui est une
expression P, ;. Quant aux autres mineurs, nous remargquerons
dQ

Y . ’ ()Qf‘ R
sculement que ——%4- est conjugué de T T

d(h, h")

3. Cela posé, il est facile de démontrer que le déterminant Q,

est négatif ou nul, le dernier cas ne pouvant se présenter que si
tous les éléments de la derniére colonne sont égaux a zéro.

Il suffit pour cela (A étant un quelconque des nombres 1, 2, ..

JdQ, 29, JQ, A .
dh, Iy’ ()(p.]/l’ ()1/L.p)’ d(p, I)
L’identité bien connue qui existe entre ces mineurs nous donne une
relation de la forme

00, 7
Q// Pp—-z: Q}?—l P]J—--l — [O—(T,}))] °

‘2

p—1)de considérerles quatre mineurs

Les P étant positifs, nous voyons donc bien que Q, est nécessaire-
ment négatif ou nul st cette conclusion a été démontrée par Q,,.
Nous pouvons dés lors 'admettre pour toute valeur de p, car elle
est évidente pour Q,, égal & o, et Q., égal & — |s, 4|*.

De plus, Q, ne saurait étre nul st Q,_, l'est, c’est-a-dire (en
admettant toujours que notre conclusion est établie pour Q, )
s1 tous les éléments de la derniére colonne sont nuls a I’exception
du A®". Mais comme h est variable dés que p est au moins égal
a 3, il ne peut y avoir aucun élément de la derniére colonne différent
de zéro.

4. Revenons maintenant au déterminant P, : nous sommes en
mesure d’établir que ce déterminant est inférieur ou au plus égal
a son terme prinecipal s s,...s, P'égalité n’ayant lieu que si tous
les éléments non principaux sont nuls.

En effet, nous pouvons admettre que le fait est vrai pour P, ,,
et des lors D’équation (3) démontre l'inégalité P, <ss,...s,
puisque Q, est négataf.

De plus, P, ne peut étre égal a s,s,...5s, que si, d’une part, P,_, est
égal s,8,...8, , et que, d’autre part, on ait Q, = o. D’aprés ce
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que nous avons vu plus haut, cette double condition exige que tous
les éléments non principaux soient nuls.
En particulier, pour p = n, on a

LA< 8,85, . .5,

Lorsque les modules des éléments sont au plus égaux a 1, les s, ont

n

pour valeur maximum n, et par suite || est au plus égal & n*.

On voit que la valeur maximum du déterminant du n"™ ordre
est loin d’augmenter aussi rapidement que le produit 1.2...n.
D’apres la formule d’approximation de ls fonction I', elle croit un

feme

peu plus vite que la racine carrée de ce produit.

5. Pour que A atteigne son maximum, 1l faut, en premier lieu,
que tous les éléments alent pour module 1; puis que tous les s;
solent nuls (h £ h').

En écrivant I'équation s, , = o pour toutes les valeurs de h’,
Ientier h restant fixe, on a un systéme d’équations linéaires et
homogénes par rapport aux éléments de la A*™ ligne, d’ou résulte
que chaque élément est proportionnel a la quantité conjuguée du
mineur correspondant. Les formules relatives aux déterminants
adjoints montrent méme que les mineurs d’ordre k sont propor-
tionnels aux mineurs complémentaires d’ordre n — k.

Nous sommes ainsi conduit aux déterminants appelés inverse-
ment orthogonaux par M. Sylvester (') et dont un exemple simple
est fourni , pour une valeur quelconque de n, par le déterminant de
Vandermonde formé avec les racines de I’équation binome z" = 1.

6. Pour n =3, ainst que 'a encore remarqué M. Sylvester,
toutes les autres solutions se réduwisent & celle-la, & des change-
ments prés que l'on peut appeler insignifiants, a savoir : permu-
tation des lignes ou des colonnes; multiplication de tous les éléments
d’une méme ligne ou d’une méme colonne par un méme facteur.
Mais 1l n’en est plus de méme pour les valeurs de n supérieures a 3
et la formation d’un déterminant maximum comporte méme
beaucoup plus d’arbitraire que ne ’a supposé le géometre anglais.

(1Y Philosophical Magazine, t. XXXIV, 1867, p. 161-475.
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Reprenons en effet la méthode indiquée dans son Mémoire (')
pour construire un déterminant maximum d’ordre n,n, quand on
suppose connus deux déterminanls maximum A, et A, d’ordre n,
et n, respectivement : on éerit nl fois le déterminant A, savoir
n, fois en ligne horizontale sur n, fois en ligne verticale, formant
ainsi un tableau (%). Puis dans le déterminant A, qui occupe dans
ce tableau le K™ rang en ligne horizontale et le £ en ligne verti-
cale, on multiplie tous les éléments par I'élément du déterm-
nant A, dont les indices sont h et k. Le tableau (%) ainsi modifié
donne un déterminant maximum, car les relations s, , = o sont
vérifiées.

Mais ces relations ne cessent pas d’avoir lieu si, dans tous les
déterminants A, de la premiére colonne, on multiplie une ligne
déterminée par un certain nombre de module 1. Or, le nouveau
déterminant obtenu par cette opération (que 'on peut évidemment
varier de plusieurs fagons) n’est pas réductible au précédent par
les changements insignifiants dont nous avons parlé.

Par exemple, pour n = 4, M. Sylvester indique les deux types

I L I I

I —1I I — I

(4)

I L — I — 1

et

(3)

Notre méthode conduit au déterminant

I -1 --a a

lequel donne bien les déterminants (4) et (5) pour a =1 et a = 1,
mais en est essentiellement distinct pour une valeur quelconque de 6.

(') P. 465, n° 6.
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7. Lorsque n est une puissance de 2, le procédé dont nous venons
de parler permet d’obtenir un déterminant maximum & éléments
réels. Peut-on trouver de tels déterminants pour d’autres valeursden ?

Dans ce cas, chaque élément devra étre égal & == 1, et cela de
telle facon que, considérant deux lignes quelconques et comparant
les éléments correspondants, il y ait autant de concordances que
de discordances de signes (').

On voit aisément que cecit ne peut avoir lieu que pour n multiple
de 4. En effet, s1 'on rameéne les éléments de la premiére ligne a
étre des 1, la seconde ligne devra contenir autant de 41 que de — 1,
ce qui exige déja que n soit pair : n = 2 n'. Si 'on suppose alors
dans la seconde ligne les n' premiers éléments positifs et les autres
négatifs, la somme des n’ premiers éléments de la troisitme ligne
devra étre nulle; donc n’ doit étre a son tour un nombre paur.

D’ailleurs 1l existe en effet des déterminants maximum réels
pour des valeurs de n non puissances de 2. Pour n = 12, par exemple,
on arrivera au résultat de la facon suivante :

On groupera les colonnes 3 par 3 en quatre séries.

La premiére ligne étant composée de 1, la seconde comprendra
des 1 dans les deux premiéres séries et des — 1 dans les deux
derniéres; la troisieme ligne aura ses quatre séries composées alter-
nativement de -+ 1 et de — 1. Dans les neuf lignes suivantes, la
premieére et la dernitre série comprendront chacune deux éléments
positils et un négatif; la seconde et la troisieme deux éléments
négatifs et un. positif, d’aprés le Tableau suivant :

I I 1 I
L 2 % 2
1 3 3 3
p 1 2 3
2 2 3

2 3 I 2
3 I 3 2
3 2 3
3 3 2 I

les numéros mdiquant dans chaque série le rang de I'élément qui
esl seul de son signe.

(Y SyuvestEr, Echiquier unallegmatique.
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Il existe aussi un déterminant maximum réel pour n = 20. Pour
I'obtenir, ayant encore partagé les colonnes en quatre séries de
cinqg chacune, on composera les trois premiéres lignes comme dans
le cas précédent. La quatrieme ligne aura, dans la premiere et la
derniére série, tous ses éléments positifs, sauf le premier; dans la
deuxiéme et la troisicme, tous ses éléments négatifs, sauf le premier.
Chaeunc des seize lignes qui restent comprendra, dans la premieére
et la derniére série, deux éléments négatils; dans la deuxieme et la
troisieme, deux éléments positifs, d’aprés le Tableau suivant :

12 23 23 23

13 23 A )
L4 45 23 45
15 4 43 23

19 12 2/ 2f)
(h) 13 35 35
23 1} 2/ 35
23 13 39 24
35 35 19 25
33 24 13 34
2% 33 1 31
2l 24 15 23
3 34 34 12
34 2D 25 13
25 34 29 14
235 23 34 15

Il y a donc lieu de se demander quelles sont les valeurs de n pour
lesquelles existent des déterminants maximum 4 éléments réels (').

De plus, on peut rechercher, pour les autres valeurs, quel est le
plus grand module que puisse atteindre le déterminant lorsqu’on
1mpose aux éléments la condition d’étre réels (*).

(!) Les déterminants maximuin que nous venons de former pour n = 12 et n = 20
mettent encore une fois en évidence 1’arbitraire que comporte la question actuelle;
car il est clair que ces nouveaux déterminants maximum ne peuvent se déduire des
procédés donnés au n® 6.

(2} Note du Comité de rédaction. Des démonsirations nouvelles du théoreme sur le
maximum du module d'un déterminant ont été données notamment par Wirtinger
(Bull. des Sci. math., 1907, p. 175), Kneser (Die Integralgleichungen, 1911, p. 2237-
231), L. K. Hua (T'ohoku Math. J., vol. 41).
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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LA DISTRIBUTION DES ZEROS DE LA FONCTION Z(s)
ET SES CONSEQUENCES ARITHMETIQUES ();

Par M. Hapamarp.

I. — Sur les zéros de la fonction et de quelques fonctions
analogues.

1. La foncuion {(s) de Riemann est définie, lorsque la partie
réelle de s est plus grande que 1, par I’équation

(1) . logC(s):-—Elog(l——i)»
r

ot p désigne successivement les différents nombres premiers; les
logarithmes sont népériens. Elle est holomorphe dans tout le
plan, sauf au point s =1, qui est un péle simple. Elle ne s’annule
pour aucune valeur de s dont la partie réelle soit supérieure a 1,
puisque le second membre de I'équation (1) est fini. Mais elle
admet une infinité de zéros imaginaires dont la partie réelle est
comprise entre o et 1. Stieltjes avait démontré, conformément
aux prévisions de Riemann, que ces zéros sont lous de la forme

(! Les résultats fondamentaux du [)!'é:‘CﬂL Mémoire ont éLé COlllllllll]i( ués a
q
P’Académic des SCICIICC:’, dans la séance du 22 juin 18gh.
9
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¥+ ti (le nombre ¢ étant réel); mais sa démonstration n'a jamais
¢té publiée, et 1l n’a méme pas été établi que la fonction g n’ait
pas de zéros sur la droite (') R(s)=1.

C’est cette derniére conclusion que je me propose de dé-
montrer.

2. IFaisons d’abord tendre s vers 1 par valcurs réclles et dé-
croissantes. Le logarithme de {(s), ou, & une quantité finie pres,
la série
(2) S= 17[_\.

p
augmente indéliniment comme — log(s —1).

Remplagons maintenant s par s + ¢/ et imaginons que le point
d’affixe 14t/ soit un zéro de T. Alors la partie réclle de
log (s + ti), ¢’est-a-dire (& une quantité finie prés) la somme

(3) Y= Elij('os(:lh)gp),

r

devra croitre indéfiniment par valeurs négatives comme log(s —1),
c’est-a-dire comme — S, lorsque s tendra vers 1 (¢ restant fixe).

3. Cela posé, soit 2 un angle (ue nous supposerons petit;
parmi les différents nombres premiers, distinguons deux catégo-
ries :

1° Ceux qui satisfont, pour quelque valeur enti¢re de 4, a la
double égalité

(2k +1)m — 2

)i(')./(-—!—l):—ffxl
7 E—

logy
2P ¢

HA

Les parties des sommes S, et I, [¢'est-a-dire des séries (2) et
(3) bornées a leurs n premiers termes] correspondant & cette
premiére catégorie de nombres premiers scront désignées par
S, et

2* Les nombres premiers vestants, c¢’est-a-dire ccux qui ne

(1) R sy désigne, comme Chabitude. la partic réelle de s.
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vérifient la double inégalité (4) pour aucune valeur de A, donne-
ront, dans les sommes S, et P, les parties S}, et P},.

Considérons le rvapport o, = S,’—’, lequel est compris entre
n
o et 1 : lorsque n augmentera indéfiniment, ce rapport aura soil
une limite, soit des limites d’oscillation. S¢ (1 + t0) était nul,
cette ouw ces limites devraient lendre vers 1 avec s. Autrement dit,
o étant un nombre quelconque plus petit que 1, on pourrait faire
correspondre A toute valeur réelle de s supérieure & 1, mais suf-
fisamment voisine de 1, une valeur de n a partir de laquelle on

aurait
(5) on > e
On peut, en effet, écrire évidemment :

rS ’
Pn = Sn 2 —%n Sm

Pj2—Sjcosa2—(1—p3,)S,cosx

(les inégalités ayant leur sens algébrique). Si donc on avait

. . 9";93
il en résulterait
Pp=— esn

ot § =g+ (1 — p)cos= est un nombre fixe plus petit que 1; et si
cela avait lieu pour une infinité de valeurs de n, on pourrait
passer a la limite et écrire

P2—6S,

ce qui serait en contradiction avec I'hypothése {(1+ ¢/) =o,
ainsi qu’il a été remarqué au numéro précédent.

L’égalité (1 + 2{) = o exige donc bien que la ou les limites
de 7, lendent vers 1 avec s.

4. Changeons alors ¢ en 2.¢, dans la série (3) et soit Q la nou-
velle série ainsi obtenue : les termes qui formaient, dans la
série (3), les sommes P, P/, P, = P, + P/, donneront, dans cette
nouvelle série, respectivement les sommes Q,Q;,Q,=Q, +Q,
et o aura, cette fois,

Q) 28),co82220,8,cos24;

Q== 8,2 — (125,

R =
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et, par conséquent,
Q.2 Sn[?n cos22 — (1 —pp )]

d’oli, moyennant I'inégalité (5) supposée vérifiée pour n sulfisam-
ment grand, :
Q" 2 e’S”Y

0" désignant le nombre pcos2a— (1 —p), lequel est positif si
I
T+ cos2a
Or ceci donnerait Q2 'S et, par suite, Q augmenterait indéfi-
niment par valeurs positives; de sorte que le point d’affixe
1+ 2¢i serait un infini de {(s) : ce que nous savons n’avoir pas
lieu.

nous avouns pris 1 > >

L'impossibilité-de 'hypothése J(1 4 t7) = o est donc mise en

évidence.
5. Il est remarquable que cette démonstration ne repose que
sur les propriétés les plus simples de J(s) : nous nous sommes,
en effet, exclusivement servi des remarques suivantes : 1° le
logarithme de notre fonction est développable en série de la
forme Za,e ™, les nombres @, élant tous positifs; »° la fonction
est uniforme sur la dreite qui limite la convergence de cetle
série et ne présente sur cette droile qu'un seul pole simple.

Toute fonction satisfaisant & ces conditions sera donc différente
de o sur la droite limite.

Ainsi, dans la démonstration précédente, c'était uniquement
pour simplifier Pécriture que nous avons réduit le second membre
de 'équation (1) a la série S:la démonstration se serait également
appliquée au développement complet de logl(s). De méme, les
nombres premiers ayant été distribués d’une facon quelconque
en deux catégories, les nombres de la premicre catégorie étant
désignés par p', ceux de la deuxié¢me par p”, sila fonction repré-
sentée (lorsque la partie réelle de s est supérieure a 1) par le
produit infini

(6) J(s)= —

(=) 11 0=77)
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est holomorphe sur la droite limite R (s) =1, clle est différente
de o sur cette droite (*).
En effet, le logarithme du produit

S()5(s) = — '

est représenté par une série Za,,e-'k.s a coelficients posilifs ; ce
produit satisfait donc aux conditions ci-dessus indiquées.
Ce cas est, par exemple, celui de la fonction de Schlomilch

- (=1
(7) (Qn—Ll)c n_ T
r (—1) 2
p$

6. Plus généralement, nous allons étendre la proposition qui
préceéde aux séries introduites en Arithmétique par Dirichlet, et
dont nous devons tout d’abord rappeler, en les complétant sur
- certains points, les principales propriétés.

Ces séries appartiennent a la catégorie des séries de la forme

a L e e . - .
n—:‘ périodiques, c’est-a-dire dont les coefficients «, se repro-

duisent de A en A. De telles séries sont évidemment des combi-
naisons linéaires des & fonctions

I 1 I
El(‘s)zl—fhr—(/;+l)~\‘ ' (zl\~+|)~“+""
| 1
z N o— s
”(”_2‘*—7—(1;4, 2) (1A+2)°+""
E1(5) = = 4 e A e
: ks " (k+k)y (kL)

étudiées par MM. Hurwitz (2) et Cahen (3). Ces fonctions sont

(') Sauf peut-¢tre au point s =1; mais celte circonstance ne se présenlera pas
dans la suite.

(?) Zeitschrift fiir Mathematik und Physilk, t. X\XV1I, p. 86-102; 1880,

(*) Thése de Doctoral. 184}, ¢t Annales de l'Fcole Normale supérieure, 3¢ sé-
rie. t. \ L
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uniformes dans tout le plan, avec le seul pole simple s=1 et le

.. [ .. . , .
résidu correspondant -, ainsi qu’il résulte de Pexpression
R

A

elk—rix

(8) Eris) = ;—i—rl‘(l -—8) .'[(-.7;)~“‘1 o dr,
Pintégrale étant prise le long d’un contour C partant de 4w et y
revenant aprés avoir tourné dans le sens trigonométrique autour
de 'origine, et —z ¢tant considéré comme ayant (pour x réel et
positif ) Pargument — = dans la premiére partie du chemin d’in-
tégration ct, par suite, ’argument + = dans la seconde.
L’intégrale qui figure dans la formule précédente est une fonc-
tion entiére de s, et les théorémes généraux donnés dans mon Mé-
moire Sur les propriétés des fonctions entiéres (') permettent
d’en déterminer le genre. A cet eflet, on peut, par exemple, di-
viser le contour C en deux parties : 'une C' partant du point
2 =1 et y revenant aprés circulation autour de l'origine; 'autre
C’” comprenant les deux traits de 1 & —oc; les intégrales prises
suivant ces deux traits ne différent entre elles et de I'intégrale

® (h—r'e
(9) f 12 gy

pha
J ¢ t

que par les facteurs exponentiels e~ pour la premiére, ™ pour
la seconde. Or, le coefficient de s* dans I'intégrale (), qui a pour
valeur

£

1 /‘ g elh—rix dr
— g ——— —»
n! (log) ekr—y

']

est (puisque 7 esl un entier plus grand que o) au plus comparable
au coefficient correspondant de la fonction

£

Q(s)= [ ri=le—xdr,

|

qui intervient dans I'étude de la fonction I' et dont 1'ordre de

(*) Journal de M. Jordan. i série, t. 1X; 1893,
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grandeur pour s infini est celui de T'. Quant a l’mtegmle prise le
long de €, le coefficient de s, qui a pour valeur

1 | elk—rlx d
[— oexr ¥ ——adx
n! _/c‘( 82) ekx—y

y est au plus de 'ordre de —~—£{—1—, en désignant par K le module
1 n

2000

maximum de logz sur le contour en question. On voit donc que
la fonction considérée est de genre 1 : le nombre de zéros de cette
fonction, compris dans le cercle de rayon R, est de I'ordre de

RlogR.
7. Lorsqu’on change s en 1—s, les nouvelles valeurs des fonc-
tions § s’expriment en fonction des anciennes par les relations

établies par M. Hurwitz (') et que 'on peut prendre sous la
forme (2)

/ k
THI:T)IE a"7&1(s)
=1

()

i
ou = désigne e *

(10) - in in
(s —1) — —(s—1)—,
e 2t r(1—s)+e 2 (1—5s)

(r=1,2,.... k),

8. Pour définir ses séries, Dirichlet (*) part de la décompo-
sition du nombre & en facteurs premiers

(11) k=22pwpa ., (A2o;m,@, ... >0),

et, 4 lout entier n premier avec &, fait correspondre les indices

(*) Hvrwitz, loc. cit., p. 93.

(2) CaHEN, loc. cit., n°* 47, 53.

(*) Abhandlungen der Berl. Acad., 1837; traduit par Terquem, Journal de
Liouville, 1 série, t. IV; 1839. Nous nous conformons aux notations employées
dans les Vorlesungen iiber Zahlentheorie, éditées par Dedckind, édition de 1863,
supplément VI.

XXtv. 15
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définis par les congruences

‘ n=(—1)*5 (mod 2}),
(12) ) n=gY (mod pw),
( n=g'"v (mod p'@’),

ses ettt ee e R RN

ou g, g, ... sont des racines primitives pour les modules res-
pectifs p®, p'@' . ... Les nombres o et $ sont ainsi définis aux
modules @ et b prés : les nombres a et b ayant tous deux la va-
leur 1, si A=.0, 1, et prenant les valeurs a =12, b =14 ¢(2}), si
A2 2. Pareillement, les nombres v, ¥/, . .. sont définis relative-
ment aux modules

c=9(p®), c'=o(p'®@), ()

ol o est la fonction bien connue qui exprime combien il y a de
nombres premiers 4 un entier donné et inférieurs a lui.

Réciproquement, la connaissance des indices , 51y, .. fait
connaitre le nombre n, au module & prés. Autrement dit, aux
@ (k) valeurs de n premiéres avec A et incongrues entre elles sui-
vant le module & correspondent, d’une facon univoque, les

abec ... =9(b)

systémes de valeurs de 2, 3,v,v/,... incongrus entre eux suivant
les modules a, b, ¢, ¢, . ...

Désignant par 6,7, w, ', ... respectivement une racine @™,
une.racine b *™¢, une racine ¢, une racine ¢''¢, . .. de 'unité,

autrement dit posant

(13) ‘

Dirichlet introduit la fonction

L () ( 0, si n n'est pas premier avec 4.
Yy (ny=¢ oy . .
[ { 0x7BwYw' Y ..., sinest premicr avee £,
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%, 8,7,Y', ... étant les indices de n [l'indice v apour but de dis-
tinguer les unes des autres les ¢(k) fonctions ¢ correspondant
aux diflérents choix possibles des racines §, 1, w, o', . ..].

Il forme ensuite la série (périodique au sens indiqué ci-dessus)

® k
\
0 L) = B = Fa@ () [=ns ik,

n=1 r=1

égale au produit infini

(15) Lv<s)=[I——q‘,qu—),
j— i
q&'

dans lequel ¢ doit étre remplacée successivement par tous les
nombres premiers.

Les séries L, se répartissent en trois catégories : la premiére
comprend une seule série L,, celle qui correspond a

’ .
6=n=m=w=...=(,

la seconde comprend toutes les séries L, pour lesquelles les nom-
bres 8,4, ... sont égaux a4 +1 ou a —1 (a 'exception de L,); la
troisiéme, les séries correspondant aux cas ou I'un au moins de ces
nombres est imaginaire. Ces derniéres sont conjuguées deux a
deux; la série

Lu(s) = X k() (r),
déduile des racines 8, 7, w, o', . .., est conjuguée de la série

N\ E,-(S),
Yy (r)

Ly(s)=

Ly . IR T S
déduite des racines s =) —» —5 ¢+ oo
0 7 0 w
La série L, admet, comme seule singularité, le pole simple s=1.

Quant aux autres séries L, elles sont holomorphes dans tout le plan
TNy - L . .
[parce que la somme i Za’gv(/') des résidus au point s =1 est nulle].
-
Dirichlet démontre qu’elles sont toutes différentes de o pour

§=1I.
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9. De la relation générale (10), M. Hurwitz a pu déduire que
certaines séries de seconde catégorie se reproduisent, a un facteur
prés, par le changement de s en (1— s) a la fagon de la fonction §.

Cette proposition est un cas particulier d’un théoréme démontré
par M. Lipschitz (1), et qui est le suivant : La série Ly(s) est (a
un facteur exponentiel et trigoométrique pres, analogue a
celut qui serencontre dans la formule relative @ la fonction )
changée en sa conjuguée parle changement de s en 1—s, sous
les conditions suivantes :

1° Z23, w impair;
2° T p —1,siwm=1; 7 nondivisible par p, si®>1;

3o dZp —1,siw=1; 7 non divisible parp',siw'>1; ...

Ce théoréme nous fournit un renseignement important sur la
distribution des zéros de L, (s). Puisque cette fonction n’a aucun
zéro imaginaire dont la partie réelle soit plus grande que s, elle
n’en a non plus aucun dont la partie réelle soit négative : les zéros
imaginaires sont compris dans la méme bande que ceux de {(s).
Ils sont méme, comme ceux de {(s), disposés symétriquement par
rapport i la droite & (s) = &, puisqu’a tout zéro =« correspond un
zéro o' (différent ou non du premier), tel que = et 1— 2’ soient
imaginaires conjugués.

Toutefois, cette conclusion n’est pas encore démontrée dans les
cas ot larelation de Lipschitz ne s’applique pas; mais on raméne
ces cas aux autres par les remarques suivantes :

1° Si une racine w, par exemple, est égale & 1, on aura
Ly(s) = [1— & (P)p=*]L,(s),

la série L, étant composée en partant du nombre A supposé débar-
rassé dua facteur p@. La méme circonstance se produit pour le fac-
teur 2 lorsque I'exposant ) est égal a 1

2° Si l'entier < est divisible par p%, la série peut se composer en
partant de l'entier A, divisé par p#, la racine primitive g de p®
étant une racine primitive de p®~%. La nouvelle valeur de = ne con-

(1) Journal de Crelle. t. 105, p. 127-157.
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tiendra plus p en facteur. 1l en est de méme pour le facteur 2

lorsque I'entier p. est pair, el aussi lorsque A =2, § =1.

3¢ Le raisonnement de I'auteur est encore valable pour A = 2,
rim
8 —=—1, en prenant pour l’expression (') (0, b et
priw —2rim
et e v .

) la valeur

Notre conclusion est donc établie pour toutes les séries L,. On
pourrait dés lors développer, sur la distribution des zéros de L,
une théorie analogue a celle de M. von Mangoldi (2). La seule
remarque sur laquelle se fonde cet auteur, outre les propriétés
communes a {(s) et aux séries Ly, est que 'argument de {(s) reste
fini lorsque le point d’affixe s décrit la droite &(s) =a >1. Or
cette propriété appartient également aux fonctions L,. On pourrait
donc compléter I'analyse présentée a cet égard (3) par Piltz.

10. L’équation fondamentale utilisée par Dirichlet pour la
démonstration de son théoréme, est

logLy(s) _ . I I 4 't I "oy
a6y > %(”l)»—cp(L)( 'q_s*‘;Z;n*EZﬁ*"')’
v

ol m est un entier quelconque premier avec k et ou les signes

! " . .
21 2 ’ Z » -+-» s’étendent, le premier aux nombres premiers ¢

tels que g = m (mod k), le second aux nombres premiers ¢ tels
que g2= m (mod k), etc. Pour m =1, ceci donne

og [Tl =¢t) (B L+ 13 +3 3 5+

Donc les séries de Dirichlet n’ont aucun zéro sur la droite

& (s) =1, car la fonction I I L,(s) satisfait aux conditions énu-
v
mérées au n° 5.

(*) Loc. cit., p. 144, formule (g9). M. Lipschitz désigne par la letire ¢ la quan-
tité que nous nommons T,.

(?) Journal de Crelle, t. 114.

(*) Habilitationschrift, 1éna, 1884.
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Il. — Conséquences arithmétiques.

11. Nous sommes bien loin, comme on le voit, d’avoir démontré
I’assertation de Riemann-Stieltjes; nous n’avons méme pas pu
exclure ’hypothése d’une infinité de zéros de {(s) s’approchant
indéfiniment de la droite limite. Cependant le résultat auquel nous
sommes parvenu suffit, a lui seul, pour démontrer les principales
conséquences arithmétiques que 'on a, jusqu’ici, essayé de tirer
des propriétés de {(s).

Tout d’abord on peut remarquer que I'équation
plx =—log(s —1) + quantité finie

p
fournit déja quelques renseignements sur la distribution des
nombres premiers. Soit, en effet, @ un nombre plus grand que 1,
et désignons par N le nombre des nombres premiers compris
entre a* et @*!. Le premier membre de 1'équation précédente est

. Ny Ny E L
comprls entre 2 m et 2 m* n pOSHDt aTi- — x el remar-
A A )

1
log -

°x
loga

quant que s — 1 = peuat étre ici remplacé par 1 — 2, on peut

écrire, a une quantité finie prés, pour z plus petit que 1,-mais
tendant vers 1 :

N

Ny
L
NE Y

z
>log(1—z) > - z),

d’ott 'on déduit que, ¢ étant un nombre positif aussi petit qu’on
veut, on aura une infinité de fois

—E )\
N> (—"-‘)\ )a

et une infinité de fois

(1+¢e)ar+!
X+t

<

conclusions analogues & celles que donne, par exemple, M. Poin-
caré dans son Mémoire sur Uextension aux nombres premiers
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complexes des inégalités de M. Tchebichef ('), et qui suffi-
raient, comme elles, a établir que si le rapport d’un nombre z a
la somme des logarithmes des nombres premiers plus petits que
lui a une limite, cette limite ne peut étre que 1.

D’autres inégalités pourraient sans doute étre tirées de ce fait
que, quel que soit le nombre réel ¢ différent de o, la quantité

2 1% cos(tlogp) reste finie lorsque s tend vers 1.

12. Dans son Mémoire précédemment cité, M. Cahen présente
une démonstration du théoréme énoncé par Halphen : La somme
des logarithmes des nombres premiers inférieurs a z est
asymptotique & x. Toutefois son raisonnement dépend de la pro-
position de Stieltjes sur la réalité des racines de C(—; + ti)=o.
Nous allons voir qu’en modifiant légérement I'analyse de 'auteur
on peut établir le méme résultat en toute rigueur.

a4+oi
A cet effet, au lieu de partir de 'intégrale — —dz,
’ P g
! 21T Z

a—woi
égale & 1 ou & o suivant que z est plus grand ou plus petit que 1,
nous considérerons I'intégrale plus générale

JF-= — —das.

Dans cette inlégrale, comme dans la premiére,  est une quan-
tité positive ainsi que a; . est positif.

Lorsque u est un entier, cette intégrale s’évalue par les mémes
méthodes que J, ou s’en déduit par une intégration par parlies,
déduite de I'identité

1 (=11 det (l
b T(p) dzv1\z

La partie tout intégrée disparait a I'infini et il vient

. ‘0, six <1
(17) ',!L: ) I —1 H
( l‘(y.)lo"’u z,siz>1.

(') Journal de M. Jordan, }* série, t. VIIT; 18¢g2.
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La méme formule peut se démontrer pour p non entier, auquel
cas il est entendu que z* doit recevoir la détermination qui est
réelle et positive pour z=o0. Pour z < 1, on intégrera le long
d’un rectangle ayant un de ses c6tés sur la droite &(z) =a et
situé dans la région &(z) > a, le second coté du rectangle aug-
mentant indéfiniment comme la puissance p/**m¢(o </ < p) da
premier. Le résultat est alors évident.

Pour z > 1, on commencera par supposer ix < 1. On intégrera
alors le long d’an contour ABCDEFGHA ( fig. 1) composé encore
d’un rectangle ayant un cété AB sur la droite &(z) = @, mais
situé dans la région & (3) < @ et interrompu sur son c6té DA par
un lacet qui va a l'origine et en revient en suivant la partie néga-
tive de I'axe imaginaire. Si le c6té BC augmente indéfiniment
comme la puissance /i (o < ' < u) de AB, I'intégrale prise le
long des cotés qui s’éloignent & I'infini disparait et il reste

Ju= —1lim( [ + [ ).
2w UG JFE

. in
Or, sur le chemin HG, 'argument de s est — -~ et, sur le

Fig. 1.
y' a+o0r
C B
x’ Flle a a-
D EIR A
‘y aQ-o0r
. Jiw
chemin FE, ===. 11 vient donc bien

2

" _apim
(e 2 e )f”m—itdt
0

o= Py o

i

e ? sinpm /‘”cos(tlogz) ——isin(tlog.r)dt_ logh—ta
i 1o BRI

<0
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Cette formule, établie pour u <1, s’étendra au cas de p > 1

par une intégration par parties déduite de I'identité

1 (=0)mT(p) d”
sb+m T T(p+m) dzm zt

13. Parallélement a la voie suivie par M. Cahen, nous applique-
rons la formule (17) a I'intégrale

I a+¢uzz t.,(z)
ol @ est un nombre quelconque plus grand que 1. En vertu du
développement

g =B ()

notre formule donne

(19) dp(zx)= I—‘(—l}‘—) (2 logplogl’-—‘% +2 log p logk—1 ‘—:—2 +...>,

le signez s’étendant aux nombres premiers plus petits que z, le

I 1
srgneZ aux nombres premiers plus petits que z?, etc.

14. L’avantage que nous trouvons & prendre w > 1 réside dans

P ) § N , . .
la convergence de la série [a’ O désigne successivement les

zéros de {(z), convergence sur laquelle reposent, comme nous
allons le voir, les raisonnements qui vont suivre.

Dans ces conditions, en effet, nous pouvons séparer de I'en-
semble des racines « un nombre M de ces quantités assez grand

I , . .
pour que la sommezﬁl—u, étendue aux racines restantes, soit

plus petite qu’'un nombre positif quelconque . Aucun des «
n’ayant sa partie réelle égale a 1, nous pourrons’( fig. 2) tracer
une paralléle CD a I'axe imaginaire, laissant a sa droite la paral-
lele &(5)=1 et & sa gauche les M premiéres racines a. Des
points G, D de cette droite, nous ferons partir des paralléles CE,
DI a P’axe réel, paralléeles comprenant entre elles les M racines
en question, ne passant par aucune autre racine, et que nous
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prolongerons jusqu’a rencontre en E, F respectivement avec deux
droites OEG, OFH issues de l'origine et situées respeclivement
dans les deux angles formés par la partie négative de 1'axe réel
avec les deux directions de 'axe imaginaire. Enfin nous fermerons

le contour d'intégration ABGECDFHA ( fig. 2) par deux paral-

Fig. 2.
\ ’
& 8
i
3 C
ax” 10 Rz S
G )
1
i
/N A
1

leles variables BG, AH a I’axe réel (paralléles comprenant, bien
entendu, CE et DF entre elles), rejoignant en A, B la droite
R(5)=a.

15. Je dis, en premier lieu, que I'on peut éloigner les parallé]es
BG, AH al'infini, de telle fagon que la partie de l’mtegrale dy, re-
lative & ces droites tende vers zéro.

On peut suivre pour cela une marche analogue a celle qui est
exposée dans mon Mémoire sur les propriéiés des fonctions en-
tigres (!). La méthode qui va suivre différe légérement de celle-1a;
elle me parait plus avantageuse.

Soit A un nombre plus grand que P'unité. Tragons des paralléles
a I'axe réel a des distances de cet axe représentées par A%, A’6, ..,
A3}, .... Le nombre (2) des racines o, dont les c}oordonnéés sont
comprises entre A3} et A3¥*3 est au plus égal a KAA3*, le nombre K

(') Loc. cit., n° 29 ct suiv.

(*) Chaque racine est, bien entendu, complée un nombre de fois égal & son
ordre de multiplicité.
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étant fini ('), et 1l en sera de méme « fortior: de lintervalle

(A3M1 ) A3M+2): de sorte que si I'on range les racines « par ordre

de coefficients de ¢ croissants, il en existera au moins deux con-
)

sécutives pour lesquelles les coefficients de ¢ différeront d’une
Asr+2 __ AN+t A(A—l)

KX A3K — K2
Nous tracerons, a égale distance de ces deux racines, une paral-

quantlté su péneure a

léle a I'axe réel dont 'ordonnée sera désignée par z,, et cette or-
donnée aura, avec celle de toute racine 2, une différence supérieure

T
Oron a
N ()Rt
(20) { !

3 3 '
:Ea(z——z)_zﬁ(z—{i_—;. +6
a B

les 2 désignant les zéros, les % les pdles (réels el; négatifs) de g,
et C étant une constante. Lorsque varie sur le segment BG de

—8
B

la paralléle d’ordonnée 34, le rapport reste supérieur i un

nombre fixe, indépendant de 3, et il en est de m&me pour le rap-

3z —

a . , (. T
port » si DPordonnée de = est extérieure a l’intervalle

(A3*, A3+3) Les parties correspondantes du second membre
de I’équation (20) donnent donc le prodmt de z par une somme

finie (pmsque les sommeszzi, AB; sont ﬁ_mes) .

Quant aux termes correspondant aux racines & comprises entre
les paralléles d’ordonnées A3* et A3 elles donneront, d’aprés
y 2] 2K)\A3

A(A—
quantité de la forme K'z,logs, (ot K’ est un nouveau nombre
fini).

ce quia été dit plus haut, une somme moindre que K1 A»

(*) 11 est clair qu’on peut se dispenser des précautions que nous prenons ici
en utilisant les résultats obtenus par M. von Mangoldt sur la distribution des
quantités a; la méthode du texte a avantage de s’appliquer chaque fois qu’on
connait le genre de la fonction étudiée.
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On aura donc
¢'(%)

K'3z, log 34;
C()< 3 log 3y

d’oti en reportant dans notre intégrale

x= ['(z) K’ log zo .
(5t | < 1

quantité infiniment pelite pour 3, infini.

16. L’intégrale prise le long de la droite indéfinie AB peut
donc étre remplacée par I'intégrale prise le long du contour indé-
fini HFDCEG, augmentée de la somme des résidus relatifs au pole

=1 et aux zéros « non compris entre les parallé¢les CE; DF.

Le résidu relatif au pdle z =1 est — .

Les résidus relatifs aux zéros de o« non compris entre CE et DF
ont une somme moindre que ¢z, ol ¢ a été choisi aussi petit qu'on
veut, et cela indépendamment de z.

Quant a 'intégrale prise le long du contour HFDCBG, elle est
infiniment petite relativement a z. Cela est évident pour la partie

£'(2)
C()

est fini. Sur les

ﬁ

finie FDCE, o il suffit de remarquer que - -—'~

a

parties infinies EG, FH, les rapports l” sont supé-

rieurs & un nombre fixe, et, par conséquent, la quantlte I C;E:;

est ﬁme L’intégrale sur un de ces chemins est donc moindre que

Kf =1

quantité finie, décroissante quand z croit.
Yy (z) est donc asymptotique & z, car, pour rendre la différence

|ds| (le nombre K étant fini), c’est-a-dire qu’une

[z — du(2x)] moindre que %z, il suffira de choisir ¢ << 2, puis z

assez grand pour que l’intégralef soil inférieure a -Z-x

HFDCEG
17. Dans l'expression (19) de ¢y, (z), nous ferons abstraction
des termes compris sous les signes Z autres que le premier. Le

nombre de ces signes est,

ogx
o’ € la plus

grande des sommes correspondantes est la premiére, inféricure
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1
elle-méme a logT (l + x2> logt~!x, par conséquent (a un facteur
1
fini prés) a 22 logtx. Nous négligeons donc une quantité moindre

i
que z*logtt'x; et le résultat obtenu ci-dessus peut s’énoncer
ainsi : la somme T )Zlogp loge—+Z H étendue aux nombres

premiers inférieuls ax, est asymptottque ax.

Ce résultat (ou il est entendu que nous devons supposer > 1)
différe de I'énoncé d’Halphen : la somme des logarithmes des
nombres premiers inférieurs a x est asymptotique & x. Nous
allons voir qu’il le comprend comme cas particulier.

18. Pour cela, prenons p = 2, ce qui donne

Elogplogg =@ (1+mn),

0 étant (pour x assez grand) inférieur en valeur absolue a tel
nombre qu’on voudra.

Dans cette relation, changeons x en z (1 4) et retranchons
membre 3 membre : il vient

x(1+h)

2 logplog(1+k)+ 2 logp logf—('——i——)

=x(h+n),

égalité dans laquelle le signe EF(p) désigne la somme des
[~
valeurs de la fonction F pour les nombres premiers compris enlre

x et f.
Pour les nombres premiers qui figurent sous le second signe E,

x(1+h)

la quantité est comprise entre 1 et 1+ /: on peut donc

écrire, en divisant par log (1 + £),

(21) 2‘10 (h+r,)

]0"(l+h)
1u+’l)

\
2‘10"[1/ (/I,—v— )

lo"( 1+ h).



— 218 —

.y xr .
Dans cette derniére, nous changerons x en 757 ¢ clle deviendra
(3

. o h+
(22) ' 210 P>x(l+h)low( +h)

Les formules (21) et (0)) démontrent I’énoncé d’Halphen. On
voit, en effet, que Elo sera compris entre x(1-+4p) et

z(1—p),sil’'ona ChOlSl I tel que

h h <I+E)

<(1+lz)log(l—+—lz)<log(|—+—/z.) 2

N "o

puis x assez grand pour que 71, << glog(l + h).

19. Les résuliats qui précédent s'étendent d’eux-mémes aux
séries de Dirichlet. On considérera 'intégrale

1 ) 1 Ly(s)] =,
(23) Y Zwm)m?) Eri
v

AB

ot u est un nombre plus grand que 1, les autres lettres ayant le
méme sens que dans les n°* 8-10. Cette intégrale représente, a
une quantité prés infiniment petite relativement & x, le produit
de o (k) parla somme des logarithmes des nombres premiers ¢
congrus & m, suivant le module 4 et plus petits que x, multipliés

. - . Lz
respectivement par les valeurs correspondantes de log® 7
Or on peut raisonner sur cette intégrale exactement comme
nous l'avons fait sur l'intégrale (18), car les propriétés de L(s),
que nous avons utilisées ct qui sont relatives a la distribution des
zéros et au genre, ont été démontrées pour les séries de Dirichlet.
La quantité qui figure sous le signef dans I'intégrale (23) a pour

A . o R Li(2) , - .
pole simple 5=1, pole de L) et le résidu correspondant

x , . .
— o = % les résidus relatifs aux autres poles donnent une
1(”
somme qu’on peut considérer comme négligeable vis-a-vis de 2,
ainsi que l'intégrale prise le long du contour GECDFH, comme

il a été expliqué.
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Donc l'intégrale (23) est asymptolique a . En suivant la méme
marche qu’au numéro précédent nous reconnaissons que la somme
des logarithmes des nombres premiers inférieurs a x et compris
dans une progression arithmétique déterminée de raison k est

asymptotique a ?—(?k»)-
L’équation générale
x

iﬁglogq Iogﬂ—lg = 7 ‘(T/F;(l “+7)

qui, comme nous venons de le voir, comprend la relation corres-

pondant & =1, ne parait pas pouvoir se déduire inversement

de celle-ci; il serait intéressant de rechercher quels renseigne-
) q o

ments cette équation fournit sur Pordre de grandeur de p, c’est-
»

a-dire de I'erreur commise en remplacant logg par sa valeur
s tel

' [}
as_ymptothue.

20. En terminant, je signalerai l'application possible de la
méme méthode aux séries de Weber (') et de Meyer (2), par
lesquelles on étend le théoréme de Dirichlet sur la progression
arithmétique aux formes quadratiques. Une fois démontré que ces
séries sont uniformes, la relation (3), analogue a celle donnée pré-
cédemment au n° 10, prouvera qu’elles ne s’annulent pas sur la
droite & (s)=1.

Dans le cas ou le déterminant est négatif, et o I'on considére
la forme quadratique seule (sans faire intervenic de progression
arithmétique), une formule donnée par Weber (*) fournit la
démonstration demandée; en méme temps, elle fait connaitre le
genre de ces séries et fournit la relation correspondant au chan-
gement de s en 1 —s. Les méthodes exposées dans le présent

*Mémoire sont donc dés a présent applicables a ce cas particulier.

(') Math. Annalen, t. XX, p. 3or.

(*) Journal de Crelle, t. 103, p. ¢8; cf. BacuvmaN~, Analytische Zahlen-
theorie, Ch. X; Leipzig, Teubner, 18¢}.

(?) BacuMaNY, loc. cit., p. 291, ligne 6, formule (34).

(*) Bacnyaxy, loc. cit., p 300, ligne 4
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Nota. — Pendant la correction des épreuves, je recois commu-~
3 ) ¢
nication des recherches que M. de la Vallée-Poussin consacre au
méme sujet dans les Annales de la Société scientifique de
Bruzelles (). Nos raisonnements, trouvés d'une facon indépen-
b 3 P

dante, ont quelques points communs : il est remarquable, en
particulier, de constater que M. de la Vallée-Poussin a été con-
duait, lui aussi, & employer comme intermédiaire le fait que la

’ ) Y q
fonction § n’a pas de racine de la forme 1+ ¢Z, quoique les pro-
cédés de démonstration soient tout a fait différents. Je crois
quon ne refusera pas & ma méthode 'avantage de la simplicité.
Les critiques, adressées par M. de la Vallée-Poussin aux dé-

)

a+ wi

xzé

¥

monstrations fondées sur 'emploi de l’intégralef )

a—woi

n’intéressent point la notre, fondée sur I'intégrale
a+ uoix: dz .
— (>1),
Ya--- i '

grice au fait que cette derniére garde un sens, méme lorsqu’on
remplace chaque élément par son module.

(*) Tome XX, 2¢ Partie: 1896.
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PROPRIETES DES FONCTIQNS ENTIERES. 7

Etude sur les propriétés des fonctions entiéres

ct en particulier d’une fonction considérée par Riemann (');

Par M. J. HADAMARD.

1. La décomposition d’une fonction entiére F(z) en facteurs pri-
maires, d’aprés la méthode de M. Weierstrass,

(1) | 1‘(50)—3““’[1(1— ) o,m‘

a conduit & la notion du genre de la fonction F.

On dit que Fest du genre E si, dans le second membre de I'équa-
tion (1), tous les polynomes ), sont de degré E, et que la fonction
entiére G(z) se réduise également & un polynéme de degré E au
plus.

Dans un article inséré au Bulletin de la Société mathématique de
France (*), M. Poincaré a démontré une propriété des fonctions de
genre E. L'¢noncé anquel il est parvenu est le suivant :

Dans une fonction entiére de genre E, le coefficient de «™, mul-

(*) Les principaux résultats contenus dans le présent Mémoire ont été pré-
sentés a 'Académie des Sciences dans un travail couronné en 1892 (grand prix
des Sciences mathémauques)

(%) Année 1883, pages 136 et suiv.
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tiplié par la racine E + 1™ du produit des m premiers nombres,
lend vers zéro quand m croil indéfiniment.

Je me propose de compléter ce théoréme en étudiant, d'unc fagon
générale, les relations qui lient les propriétés d'une fonction enticre &
la loi de décroissance des coefficients et, particulitrement, en démon-
irant la proposition inverse :

St le coefficient de x™ est moindre que ;» la fonction est, en
(m )

général, de genie moindre que 3.

PREMIERE PARTIE.

RELATIONS ENTBE LA LOI DE DECROISSANCE DES COEFFICIENTS ET
L'ORDRE DE GRAKDEUR DE LA FONCTION POUR LES GRANDES VALEURS
DE LA VARIABLE.

2. Le développement taylorien d’une fonction entiére cst caracte-
ris¢ (*) par cette circonstance que la racine mi™® du coefficient de ..
tend vers zéro quand m augmente indéficiment.

Si donc une fonction entiére F(ir) est donnéc par le développe-
ment

(2) Fley=a,+a,z+...+a,a" +...,
le module de a, peut étre représenté par W 1 0lt (m) esl positif

et infini avec m.
Pour obtenir une quantité supérieure au module de I'(x), nous
remplacerons chaque terme de la série (2) par sun module, de sorte

que nous pourrons considérer @, comme égal i et x comme

I
. Ly (m)}=
réel et positif.

M mbmn, Essai sur U'étude des fonctions données par- leur développe-
ment de Taylor, v* 6 (ce Journal, 4¢ série, t. VIII).
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Nous supposerons, cn outre, que ¢ (/) est unc fonction eontinue et

. o L‘ . . .
croissante, avec cette condition que Lg(m) + - soil, & partir d'une

certaine valeur de m, constamment croissant, quel que soit le
nombre k.

Dans les cas usuels, ces hypothéses se trouvent vérifiées d'elles-
mémes; mais on peut les supposer vérifiées dans le cas le plus général,
ila condition de remplacer, d’une maniére convenable, certains coef-
ficients @,, par des nombres plus grands, ce qui est permis, puisque
nous agrandissons ainsi la somme de la série (2).

En un mot, on peut déterminer une fonction 7 (/) au plus égale,
pour les valeurs entiéres de n2, au module de a,, (1’égalité ayant Lieu
pour une infinité de ces valeurs) et telle que la fonction

(3) 7(m) ="vy(m)

satisfasse aux conditions que nous venons d’mdiquer.

—

3. A cet effet, soit @, le premier coefficient non nul. La quantité

e
i (2P
prendre nécessairement une valeur plus grande que toutes les autres.
Soit m, I'indice correspondant. Pour les valeurs entiéres de m com-

prises entre m, et m,, nous prendrons comme valeurs de 7 (m) les

termes successifs d'une progression géométrique ayant pour premier

1 . I . .
tcrmeﬁ——let pour dernier Tan’ dont la raison sera, par suite,
"y my

l m,—-/{/ ‘7';

@n,
leurs entiéres de m, mais les valeurs fractionnaires ou incommensu-
rables) & prendre pour y (7) une certaine exponentielle de la forme

my—my [ @,
(7%

Soit de méme m, I'indice plus grand que m, pour lequel la quan-

., |mem [
tite l ‘ /] Z
A,

on prendra pour valeurs de y (m) les termes successifs d’une progres-

» diminuant indéfiniment & mesure que m augmente, doil

; ce quirevient (en faisant intervenir non seulement les va-

=5 ot ’on aura a =

prend la plus grande valeur. Entre m = m, et m =m,,
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sion géomeétrique ayant pour premier terme ct pour dernier

LI
lalﬂ|l

ng—m,

Tanl’ La raison de cetle progression, & savoir
"y

grande que la précédente, car 'inégalité

Mr-Va‘,,., ”'“{/5:,
an, am,

Apm, | ™ =g

1, sera plus

ms

ou

m—m
a’”‘t ' ¢ a”'u

A, Am |

m’—v—a’”’ > m'-‘m‘/ G, |,
ay, A,

On considérera ensuite la valeur m, de m pour laquelle

>

peut s’écrire

m—msy an,
A,

4. Au resle, ces opérations pcuvent se ramener i la construction
bien connue du polygone de Newton.
Pour cela on considérera m comme 'abscisse d'un point M ( fig. 1)

sera le plus grand, et I’'on continuera ainsi indéfiniment.

dont I'ordonnée sera fournic par la valeur correspondante de L

m

Fig. 1.
a,
]
. !
1
H
! F
A ]
| H i
NS S 3
[ i
B\[\. I
c o .

Nous aurons ainsi une suite indéfinic de points rcpruscntam les
différents coefficicnis de notre série.

Prenons alors une demi-droite, tout d’abord paralléle & la parlie
négative de I'axe des y, et que nous ferons tourner autour du premier
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point représentatif dans le sens trigonomélrique jusqu'a ce qu'elle
passe par un ou plusieurs des points suivants. Ce sera le premier coté
AB de notre polygone. Pour obtenir le second, nous considérerons
une droite issue du point B ct que nous ferons tourner autour de ce
point, clc.

Continnant ainsi a la maniére ordinaire, nous tracerons une ligne
brisée convexe ABC... d'une infinité de cotés, qui passera par unc
infinit¢ de points représentatifs et laissera tous les autres en dessus.
Les coefﬁcients angulaires des cbtés pourront étre d'abord négatifs;
mais, & partir d’un certain moment, ils deviendront nécessairement
positifs et méme de plus en plus grands. ’

L’ordonnée de cette ligne brisée représente le logarithme de la fonc-
tion 7 (m) définie au numéro précédent, et le coefﬁcmnt angulaire
de O\[ donne la valeur de L (m).

8. Nous voyons tout d’abord que 7 (m) est une fonction crois-

7(m+1)
Yy

résulte que la fonction 4 (m), laquelle a une dérivée, sauf en des
points isolés (*), est clle-méme constamment et indéfiniment crois-
sante.

En outre, m, étant un enticr quelconque, la fonction Ly (m) est,
entre m = m, et m = my+ 1, de la forme am — b, ot

sante, et de maniére que le rappor soit aussi croissant. Il en

a=Ly(my+1)— Ly(m,), ’
b =—(my+ 1)Ly (me)+ mLy(my+7r)
= my(m,+ 1)[Lo(my,+ 1) — Lo(m,)].

L(m) étant par suite de laforme a — -%, la quantité Lo + 7% sera

(1) Si l'on voulait que y et par suite ¢ aient une dérivée pour toute valeur
de m (ce qui n'est pas nécessaire pour la suite), il suffirait de circonscrire au
polygone ABC... une courbe convexe, ce qui est évidemment possible, par
exemple & I'aide d’arcs de coniques se raccordant entre eux aux sommets succes-
sifs. On verrait aisément que les autres propriétés des fonctions y, et ¢ subsiste-
raient dans ces nouvelles conditions.
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croissante si b > k. Ceci devant étre vrai quel que soit le nombre k,
pourvu que I'on prenne m, assez grand, nous avons 4 montrer quc
augmente indéfiniment avec m,.

Or b est constamment croissant, car I'inégalité

mLy(m+1)—(m+ 1)Ly (m)2(m — ) Ly(m)—mLy(m —1)
esl équivalente a I'inégalité
Ly(m+1)—Ly(m)ZLy(m)— Ly(m—1).

D’aillears, si b restait inféricur 4 une quantité fixe &, ‘on awrait

Lz(m +1)—Ly(m)< m
el, comme le second membre est le terme général d’une série conver-
gente, ¢ serait fini pour m infini, ce qui est contraire 4 nos hypo-
théses.

La fonction 3, définic comme il vient d'étre dit, remplit donc les
conditions (ue nous nous sommes imposées. Nous remarquerons quc,
moyennanl ces conditions, A étant un nombre fixe supéricur d aussi
peu que 'on veut & 'unité, on a, pour les grandes valeurs de s,

km)

(4) ,,,) >+

car la fonction

= Ly(my+ o (L L
Ly(tm)--Ly( n)+ i

considérée comme fonction de ¢, est croissanie, daprés nos hypo-
théses, a partiv de =1, si m a ¢éu¢ pris suffisamment grand. Ktant
nulle pour ¢ =1, clle sera positive pour £ = A, d’ol résulte

e(h g(hm)
e(m)

> >0+

Cela posé, soit ¢(«)la fonction inverse de ¢, qui est également
une fonction positive, continue et croissante d’unc variable positive.
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f‘ﬁiﬂ dre
* ", le nombre ¢ étant

Je dis que F(x) croit moins vite que 1* e
positif, mais aussi petit qu'on le veut.

Pour le démontrer, soit ' un nombre supéricur & x. Dans la série
(qui représente F(z'), considérons le dernier terme qui soit plus
grand que t, c'est-i-dire tel que o(m)< z’. Son rang m, sera le plus
grand entier contenu dans ¢ ().

Ayant isolé les m, premiers termes pour en former un premier
groupe, nous séparerons un second groupe allant depuis m = my+1

jusqu’a la plus grande valeur de m qui satisfasse 4 I'inégalité

o(m)< w’(r + ;"70),

valeur qui sera désignée par m,.

. ’ . m
Le nombre m, augmentant indéfiniment avee , le rapport - tend
, e

vers I'unité, car Pinégalit¢ (4) montre que ce rapport ne saurait de-
meurer supérieur 4 aucun nombre A plus grand que t.
Enfin un troisitéme groupe comprendra ce qui reste de la série
depuis le terme de rang m, + 1 jusqu’a Pinfini.
. . .y , '\ Mo - .
Dans la combinaison F(z')— <—;) F(x), les m, premiers termes

donneront une somme négative. Quant aux termes suivants, le terme

en 2+ donnera
h
S 4k o
am.,+/1a’ o+ [I - <F> ]'

L5

N\ R —hL{= of
£ P . x
Remplacons (;,) = )par la quantité plus petite 1 — k[;(;);
: . z' . )
nous voyons qu’il nous reste le produit de L(;) par une somme de
termes de la forme 2a,, ., wmah

Considérons d’abord les termes du deuxiéme groupe. a,, 2"+

étant inférieur 4 1, la somme correspondante sera moindre que
(my— m,)* ‘s .
=Y, Or nous pouvons supposer que F(z") est supéricur &

B a' Ny .
[l [rmem,,
¢/ * Y]

- 7
. ? =¢ )

Journ. de Math. (4 série), tome IN. — Fasc. LI, 1893, ) 23
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sans cuoi le théoréme scrait démontré; et nous allons voir que dans

(m, —my)* )2

ces conditions le rapport tend vers zéro.

F(a') ~
. ' m3 . m
D’abord il nous suffit de nous occuper de (e PUisque ; — lend
ty
v (m)

vers 1. Orla quanme (—’—)—— est, & partir d’un certain moment, plus
Y

3 . . : 3 . .
grande que —, puisque la fonction Lo(m)+ -- est croissante. Par
m ‘ n
meim) .
aite Pintéerale e oo L 1 and \ ot 19 .
sutte l'integrale ¢ est plus grande que A n/*, A étanlune con-
/"”" my(m

- dm

stante différente de o. F(«' ) étant sapposé plus.grand que e #0077

m3 . . ,
le rapport ; ™, tend bien vers zéro.

F(z')
Dans les termes du troisi¢me groupe, @, ., «™~* est moindre que
1 Mo+t

—_— . Ces termes donnent donc une somme lnfCl‘lclllt‘ i
l e

ny

‘ -\ 1
la somch/z = (m, + 1 )%, laquelle est, comme la préce-

1
h=0 L
m,

dente, de la forme e ()3 de sorte que Pon peuat éerire

B -ea ()] veof )

N
Prenons les logarithmes, divisons par L( y )«'L faisons tendre i«

VCrs ., Nous aurons

~ dL F
(5 dm <)+
ce qui, en intégrant, donne hien (')
/2(_:.) v
(6) Flry< Acted ¥

A détant fini.

(") Plus exaclement, nous voyons cue, pour les valeurs de 2 plus grandes
JE
. o« . - . —- = .
qu’une certaine limile, ou hien F(a') est moindre quee’ * , ou bien on a
Pinégalité (5). Ceci suffit manifestemenl pour que 'inégalité (6) soit constam-

ment vérifiée.



PROPRIETES DES FONCTIONS ENTIERES. 179

Par exemple, pour la fonction

(7) )= q"z", |gi<t

m=0
[qui est une moiti¢ du développement d’une fonction () ot P'on
) , tmZ A
aurail posc e “ =], ona

?(IH, ) — "
. 1 '
(cn désignant par 7 le module de 3)’ d’ou

1

Y= 1

En appliquant le théoréme précédent, on voit que F(«) augmenté

Lo da | A

r al.r

indéfiniment moins vile que e == ¢""", ce qui est bien conforme
anx resultals fonrnis par la théorie des fonctions elliptiques ().

7. Envisageons en particalier le cas on Pon a

. 1< I
( 8) I U | :(_I-)_l r")] ’
x ¢tant un nombre positif quelconcue.
Lies formales connues pour Papproximation de la fonetion I' nous
montrenl que cette expression est de la forme v

A.etm +1)%

P (NH-Z)

%
(1)

(") Les formules connues correspondant i Paddition des périodes dans la
fonetinn 0 donnent

1.2

Ay < AGTT,

La limite donncée par le théoréme précédent est done un peu trop élevée, ce dont
il sera rendu compte plus loin,
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k étant fini, de sorle que nous pouvons prendre

m\%
9(m) = (ﬁ) ,
H étant une constante.
. 3 ot Pint 4(2) +e
P(z) sera de la forme Ha* et Vintégrale [ == dx aura la
méme forme. Nous arrivons donc 4 I'énoncé suivant :

. . . 1 .
Si le coeﬂicmnt de x™ est moindre que R T la fonction croit

motns vile que ¢, ot H est une certaine eonstante.

8. Aureste, dans ce cas particulier, on arriverait & la méme con-
clusion par la comparaison directe des deux séries

wlﬂ
2 itaaEn
(]aquc]le, envertu des propriétés de la fonction I', peut étre substiluée

. , Ny axin
dans notre raisonnement a z e e ), el
(m!1y*

n
o ¥
' F(1+4-n)

- n . - .
in posant ~ == m’ ct comparant les parties des deux séries qui cor-
respondent aux valeurs de m et de m' comprises entre les mémes

limiles, on reconnait aisément que, pour > 1, ona

L
W% .
:

wlll
e g
F(ma~1) >
et, pour o <(1,

" I
NCTESIRS

's, t 1

- o,

‘J(‘-)J;‘e‘ )
%

. . “1 . . I
o, hien entendu, E { - ) désigne le plus grand entier contenu dans ~-
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Enfin, si « cst un nombre entier, on peut mettre ce résultat en évi-
dence par I'emploi de la formule

m f LT Y % Fj;,,_,ab..b,,...,ﬂ.-., do. di df)
(9) E(m')z ﬂ)a-l_/ov f "'[ e y...dl)y_,,

ou F,_, est une fonction finie.
On peut démontrer cette formule en partant de la remarque sui-
vante :

Si

fi(zx)=a,+a,xc+...+aps" +...
et

fo(z)=by +bjx ...+ bpa™ +
désignent des séries entiéres, la valeur de la séric
Ss(e)=a,hy+abyx+...+ a,bx"+...

sera donnée par I'intégrale définie

(10) Ji(x)== ;—_ fmf. (z# ) fo(z*e) db,

u. désignant un exposant quelconque compris entre o ¢t 1.

D’aprés cela, supposons la formule (9) démontrée pour une certaine
valeur de «. Nous pourrons, dans Tégalité (10), faire f,(x) =¢*,
fao(x) = E o ,)7 avec = -—- -. Cette égalité prendra bien alors la

forme

.

zm 2T
Z (/nl)’l+l = ‘9 )a f f f ﬂ“ FolhiBe oo ’tle df). .(l()a,

pourva ue ’on pose
fy
Fo(04,0, ...,0,) = P 2 Fa (0,05 000y 00).

La formule (9) conduit d'ailleurs précisément 4 'évaluation pré-
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’ o e ™ ¥ o - p
cédemment obtenue pour la séric 2 i C intégrale ui figure

au second membre est évidemment plus petite que ', o0 M est le
module maximum de I, _,.

9. Inversement, on peut chercher la loi de décroissance des coef-
ficients, connaissant la loi de croissance de la fonction pour les grandes
valeurs de z. '

Dans son Mémoire précédemment cité, M. Poincaré résout cetie
question pour ke cas particulier des fonctions que nous venons de con-
sidérer aux deux numéros précédents, en introduisant une fonction
enti¢re auxiliaire ('), )

(i) W(x)=[ e F(n)d,

L]

Pintégrale élant prise sur la partic positive de P'axe réel ou suivant un
chemin équivalent.

On peut étendre cette méthode au cas le plus général on, par
exemple (V élant une fonction quelconque positive et indéfiniment
eroissante avee la variable), la fonction I¥ est supposce croitre mnins
vite que ¥ 1 faudrea de méme considérer 'intégrale

(12) ' D) =/M/?"V"”]“(l.l:) dt,

0

(') Nous transformons, par un changement de variable, Texpression de
M. Poincaré. Sous cette nouvelle forme, les fonctions (11) et (12) présentent une
remarquable analogic avec les expressions que jai considérées dans un Mémaire
précédent ([ssai sur Uétade des fonctions données par lear développement de
Taylor, n»* 33-37). En ccl endroit, I'intégrale est prisc entre les limites o et 1:
la fonclion ainsi obtenue n’admet alors d'autres peints singuliers (ue ceusx de F,
et il nest besoin que d'hypothéses trés simples sur la fonction désignée par
V(¢). Dans le cas actueb, I'inlégrale, ¢lant prise entre o el cc, est en général
infini¢; mais, toutes les fois qu'elle est finie, elle représente une fonction enticre,
ainsi qu’on le verrait par une discussion analogue & celle que ['ai présentée i
I'endroit cité,



PROPRIETES DES FONCTIONS ENTIERES. - 183

. o . . .
dans laquelle § est une fonction de ¢ telle que le rapport ; soit infini

avec ¢, par exemple (Lzou '+,

Cette intégrale est finie, quel que soit x, et représente une fonction
entiére. Il en résulte immédiatement que les coefficients a,, de F(«)
sont plus petits que les inverses des (quantités successives

L (13) /we""’l"dl.

vy

Pour voir la loi de décroissance de a,, il suffira donc d’étudier la
maniére dont varie la quantité (13) lorsque m aogmente indéfini-
ment. ‘

Mais on peut arriver au méme résultat plus directement par la
simple considération des intégrales définies qui fournissent les coefli-
cients lorsqu’on donne les valeurs de la fonction

@ = ! “F(z)d=:
" 2dw ), !

Si, en effet, on prend pour le contour C une circonférence de rayon
R, on voit que @, est moindre que

M.
/ c_.
(1) i

10. Dans cette expression, le rayon R est entiérement arbitraire.
‘isons R=U{m), en désignant par U la fonction mnverse de V;

N T e . pr e ) €
1ous \'uy(ms (]UL‘ } \//(t,,,‘ esl lnfl.‘l'l(:lll' d i? [_I-I-l)'

Pour V(R) = R*, ceci donne bien e résultat obtenn par M. Poin-
, s, o T . Yo~ ¢
cart, ct d’aprés fequel | Ve, —

On voit encore, par ce procédé, que, dans le développement de ¢,
On a
om

/¢
l“mi<('|f )3

m
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ct, en général, la série qui donnc le développement de

v
o

c

(le nombre des exponenticlles superposées élant @) a ses coefficients
plus petits que ceux de la série

(ex)”
Z (LL. . Lmy=
(le nombre des signes L étant . —1).

11. Mais cette maniére d’opérer donne pour «, une limite trop
élevée. Pour obtenir une limite plus approchée, posons

y(I
V(R)zf;,(“?) dR

ct cherchons fe minimum de Pexpression (14). II vient, en prenant la
dérivée,
Y(Ry=m,

ou bien (% étant la fonction inverse de §)
R==¢(m)

et, pour cette valeur de R, Uexpression (14) devient

m ?’!I/u
"" _— dl/l
e f(/n;

(1) —:—(’ }2)77‘_ .

1
Supposons que la fonction $(x) croisse plus vile que x*. La fonc-

tion ¢(m) croit moins vile que m*, de sorte que I'on a

m ;!
/ L
\’ anm

Il peut arriver que la fonction ¢ augmente plus vite que n’importe

>e*o(m).
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quelle puissance de .c. Dans ce cas, on pecul considérer & comme
mfiniment petit et écrire

>(1—z)z(m).

p
V

Ceci peut étre considéré comme la réciproque du théoréme dé-
montré au n° 6. On peut donc dire que, dans ce cas, ce théoréme
doune la véritable relation cherchée.

Si la fonction % croit plus lentement que loute puissance de la va-
riable, et par suite 2 plus vite que n'importe laquelle de ces pois-
sanees, les transformations précédentes de Uexpression (1.5) ne sont
plus applicables.

Si o( 1) est i croissance moins rapide que celle de e"", on aura

7 (m) — / k
.(m)L +(m) dm I Ll‘f(m )I
& on résultera
Ill./ mn
(IE” < kel z(m)
ou
I”d ”!) _
“o(my < /. i dm Imlu(m)]

et|'va, est moindre que -—2—-- Cest le cas de la fonction 3(.z) é-
7 (m)f+1
diée au n°® 6.
Enfin, si la fonction 2 est, pour | les grandes valeurs de m, supéricure
i toute fonction de la forme <, on peut aflirmer en tout cas que

cm, 1
Y, estinférieur & -i o
En effet Pexpression (£5) peut s’éerire

m?’l m)

dm—mi.Qum) »fLQ(mnlm
el gmi =e .

-—

Journ. de ath. (4* série), tome IX — Fasc. 11, 58y3, 2
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Or, fétant nne fonction quelconque a dérivée croissante, on a
m . (m ”m

) 5 A G . e .
car f(m) ~f(';f) est de la forme f;ff ('Z ~+ :—l) En intégrant ('),
il en résulte

f/(_m)dm > nzf({;‘.).
En posant f(rn) = Lz (m), on obtient hien

- {L;lmldu ]

PR —————

12. Nous allons maintenant nous occuper d’une certaine classe de
fonctions ui jouent un grand réle dans 'étude des fonctions entiéres :
je veux parler des fonctions de la forme <7, 0l G est lni-méme une
fonction entiére.

Ie module d'une parcille fonetion dépendant de I partie réclle de
(:(x), nous présenterons tout d’abord quelques remarques sur la
partie réclle d’une fonction entiére.

Soil
(2) Fx)—=a,+a,r+...+ ™ +...

une fonction holomorphe dans un cercle C ayant pour centre Vorigine
et pour rayon R; P la partie réelle de cette fonction au point .o = Re®
de ce cercle. Le coefficient ¢, sera donné par la formule

I

2%

— 2 - m 1

= ¢ 7UR
a=R” J

(16) a,,
Faisons croitre R indéfiniment et supposons que P reste algébri-

(') Nous négligeons la constante d’intégration, qui donne dans fe resultat
final un facteur constant,
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quement (ainsi il faut remarcquer qu'il n’est rien supposé sur les va-
leurs négatives de I’) inféricur & R ot A cst un cerlain exposant
positif, soit

(17) P <R,

Je dis que F est un polynéme de degré auplus égal a A,

Partageons, en cffet, la circonférence du cercle Cen deux parties :
I'une C,, formée par I'ensemble des ares ol P est positif; Pautre C,,
comprenant tous les arcs ot celte quantité est négative. Soient I, I'in-

tégrale j P di considérée le long de C, 5 1, Vintégrale [ - P &) prise
le Jong de C,.
Le rapport o tendra vers zéro pour m > A, d’aprés les hypothéses
¢ rapp m cndra vers zero p ’ , drapres ies hyp -
.. | . A .1 <6
faites sur I’; et il en sera de méme pour %5 car la différence I, — 1,
st une constante, & savoir la partie réelle de 27 a,.

Or la formule (16) montre que le module du coefficient @,, cst infe-
. N P P . N
rieur it ==+ Ce cocfficient ne peut donc éire que nul.
En particulier, pour % =1, on voit que, si la partie réelle d’unc
fonction croit moins vite que le module de la variable, la fonction se
réduit & une simple conslante.

15. Nous avons supposé que l'inégalité (17) avait licu pour toutes
les valenrs suffisammnent grandes de la variable; mais nous remarque-
rons que cette hypothése n’est point complélement néeessaire. Les
raisonnements précédents sont valables dés que 'on peut Lrouver une
suite infinie de circonférences G dont les rayons aillent en augmentant
indéfiniment et sur lesquelles Uinégalité (17) soit vérifice.

14. Revenons maintenant aux fonctions considérées an n® 7. 11
sera préférable ici d'introduire, au licu du nombre o, son inverse,
«que nous désignerons par la lettre A, de sorte que 'on aura, pour les
grandes valeurs de x

(18) | F ()] < ™,



188 J. MADANMARD.

Supposons qu’une pareille fonction soil de la forme ¢ : la partic
réelle de G(r) devra rester algébriquement plus petite que H|.c], et
par suite la fonction G () ne peat étee qu'un polyndme. En particu-
lier, si A est plus petit que 1, la fonclion G doit se réduire & une con-
stante,

Ainsiy lorsqi’une fonction ¥(.x) est de la forme ¢, les coe fJi-
cients de son développement ne peusent pas décroltre plis vite que

| ) 3 . - . ’
Carty & moins que G () nesoit un polyndme.

Il en serait de méme si F(.r) élait de la forme @(.) o540 (la lottre o
représentant un polynéme quelconque); car la multiplication ou la
division par un polyndme n’altérent pas le fait exprimé par inéga-

fité (18).

15. Les résultats précédents présentent cette particularité de ne
pas changer si Fon ajoute d la fonction FF(.r) un polynéome quel-
conque; aussi peuvent-ls servir i démontrer, du moins pour les fone-
tions qui satisfont & la condition (8) (n°7), le théoréme connu de
M. Picard (') sur les fonctions entiéres.

Considérons d’abord une fonction entiére I dont les coefficients
vérifient la condition (8) avee 2> 1. Le nombre A sera plus pelit
que 1 et il sera impossible que F soit de la forme @25, du moins si G
ne se reduit pas a une constante. L équation I¥ = o admetlra done une
infinité de racines, etil en sera ¢videmment de méme pour I'équation
F(x)y=P(r), 00 P est un polyndme quelconque.

Clest par exemple le cas de la fonction 5 définie par I'égalité (7).

(n" 6).

16. Supposons maintenant 2 quelconque, et soit 1 Pentier immeé-

. [ L Y l . L '
diatement supéricur ; = Lidentite

(if)) l“(.l,’-) o= l’(,[;) -+ (1)(."/‘.)(/,64.1'

pourra avoir lieu, mais G devra étreun polyndme de degré I au plus.

(") Annales scientifiques de U Eeole Normale supéricare, 5 série, t. I\ :
1880.
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Or, dans ces conditions, l'identité (19) ne peut avoir licu de deux
facons différentes, car c’est un fait bicn connu que 'équation

(20) Po+@(x)e™ + P () + ¢, () +.. . =0,

oa P, Py .o, 9, @, ..., Gy G, sont des polynomes, n’admet pas
d’autre solution que ses solutions banales.

On peut méme ajouter que si Iy, IF,, I;, ... sont des fonctions en-
ticres dont les coefficients vérifient toujours la condition (8) et qui
n’ont chacune qu’unnombre fini de zéros, la somme F, + F, + IF, +...
aura nécessairement un nombre infini de racines, & moins que F,,
F,, ... ne soient identiques 4 des facteurs constants et a des poly-
nomes pres. Cela résulte de la méme proposition relative & I'équa-
tion (20).

17. La fonction I ¢tant donnée, on peut résoudre I'équation (1¢)
dés que Pon connait le degré de P (). Il suffira pour cela de difléren-
tier un nombre de fois supéricur a ce degre. Le second membre
prendra la forme Qe (oli Q sera un nouveau polynéme), ct, par con-
séquent, devea admettre un nomhre (ini de racines. Sil'on a oblenu
cos racines, on connaitra les polyndmes Q ct (5, el la résolution
d'équations lincaires fera connaitre .

En faisant, par exemple, P constant, on pourra, par ce procédé,
reconnaitre si I'équation

' F=a-+qc

estpossible, ct de la résoudre s'il y a licu. On n’aura qu’une seule dé-
rivée i prendre, ct il viendra

Q=9+ Gy,

in égalant,-dans cette identité, les cocfficients de chaque puissance
de .z, on aura une série d’équations lin¢aires auxquelles devront satis-
faire les coefficients de ¢.

Dans un grand nombre de cas, on pourra reconnaitre immédiate-
ment que 'équation (1g) est impossible.
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Faisons, par exemple,

F(z)= =z = I'(z)sinwx.

D’aprés les propositions connues relatives & la fonction T, le poly-
néme G devrait étre du pl‘leCI‘ dc"rc cc qm csl contraire & cce fait
que la fonction F croit comme |#|L|x|. Donc les ¢équations

n @ o tane .
Fa—ay =4 (), l‘(l + ksine =@(x), ... ont toujours une
inlinitc de racines.

“n géncral, pareil fait sc produira tountes les fois que I angmentera

1 e+

plus vite que ¢**" el moins vite que ¢, quelque grand que soit A.

18. Les considérations précédentes démontrent le théoreme de
M. Picard pour loutes les fonctions salisfaisant a la condition (8).
Clest, d'aprés le théoréme de M. Poincaré, le cas de toutes les fone-
tions (qui ont un genre fini.

On peut Ltcndlc unc partie de ces conclusions a des fonctions de
genre infini au moyen d'un raisonnement devenu classique dans cette
théorie. On sait, en effet, que, si la fonction

I4‘ (x) — eG{.r}’
qui n’a aueun zéro, élait telle que 'équation F () = 1 wadmetie non

plus aacune solution, on en conclurait immédiatement que les mémes
propriétés apparticnnent a la fonction

. . 1 - N
Fi.(x)= nin G(x).
Si, dailleurs, I¥ crolt moins vite que ¢¥®, on peul déduire de notre

théorie que I, croitra moins vite que ()
Formons alors la suite des fonctions

Pt —_ e p et
,/4""35 ,fz—"c, ,/‘3_’ ’

Si la fonction donnée I est dépassée par une fonetion £, de cette
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suite, il suffira d’appliquer i fois le raisonnement précédent pour ra-
mener F & vérifier la condition (8).

Mais, méme 4 I'aide de extension préeédente, la démonstration ne
s'applique pas 4 une fonction queleonque; car on peut former unc
fonction entiére croissant plus vite que n'importe quelle fonction f,.
On pourra, par exemple, procéder de la facon suivante :

Ayant pris unc suite de nombres ¢,, ¢,, ..., &, ... (qui tendent
vers zéro, on appellera m, le plus petit entier tel que la racine m,*me
du cocfficient de ™ dans f,(ic) soit plus petite que ¢,, puis m, le plus
petit cntier tel que la racine m,® du coefficient de ™ dans f,(x)
soit plus petite que e,, et ainsi de suite.

in écrivant les termes de £, jusqu’au rang m, — 1, puis les termes
de f, depuis le rang m, jusqu’au rang m,— 1, puis les termes de f;
depuis le terme de rang m, jusqu’au terme de rang m, —1, ..., on
obticndra une fonction entitre qui jouira manifestement des proprié-
tés demandées.

DEUGXIEME PARTIE.

RECHERCHE DE L'ORDRE DE GHANDEUR DES RACINES ET DU GENBE.

19. Les résultats obtenus dans motre premicre Partic permellent
de compléter les conclusions de M. Poincaré, dans le cas des fonctions
de genre zéro.

Soit, en cllet,

l‘(ﬂ):(l—— %) (; —Er:)('— .%,)

nne fonction de genre zéro, ct4(p) une fonclion positive et croissante
telle qque le module 5, de ., soit supéricur a4 %(p). Nous supposerons
de plus que % (p) soit supéricar & p* (otr 2 est un nombre plus grand

que 1), ct cela de telle maniére que le rapport 2P gt croissant, mais

/‘}5(-5
2(p)

le rapport = décroissanl.
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L.e module de F ne peut dépasser la quantité

Gy F = [+ 5] [ oo )

ou [ est le module de ..
Pour évaluer Ify, prenons les dérivées logarithmiques des deux
metnbres de Péquation (21); nous trouvons

1 1 ,
() g b o(R) - G ER TSR T sy R T

Soil Y la fonclion inverse de ¢ et, dans le sccond membre, isolons
il ( )

les po == P(I}) premiers termes. Leur somme sera moindre que =

Quant a lasomme des termes qui restent, clle est inféricure i

I T T
s(po) | &(Po+1)
Cette derniére quantilé s’évalue a Taide des procédés employés
dans la théorie ¢lémentaire des séries. On la remplace toul d'abord
par la somme

(23) (o 0py | (Eo-py | (£ E)py

& (po) o(tpo) ¢(£2po) o

ot £ est un nombre quelconque plus grand que 1. D'ailleurs, les hy-
pothéses relatives i la fonction g domu nt

o (&py) > 6% 9(py)s

ot (o = e — ¢). Lasérie (23) est done moindre que

- )P P )
".‘Po z“““ "7 o(po) t"‘ T

p=0

(=)

. . I
e second facteur —=—7 a pour limite ——- lorsque ¢ tend
[4 —1 a — 1
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vers 1, de sorte que la séric (23) peut éire remplacée par

1+e p__1+e¢(R)
a—19(p) a2—1 R
H vient done (")

d 2+ ¢(R)
T LF(R) < — 7
ou
' ave CYE)
(24) F.(l{)<e¢——l.r [ dl.

20. Ainsi le module de F ne peut croitre plus vite que le second
membre de P'inégalité précédente.
Si maintenant nous appliquons les conclusions du n® 14, en suppo-

sant, pour fixer lesidées, que a soil fini, nous voyons que la racine
X

(“—’ )
< m
"\z+:

» puisque 3(m) croit moins vile que 7 **.

mi“"® du coefficient @,, cst moindre que

(Z)+

1
z(m)

- ce i peutencore

s'éerire

(') La limite ainsi obtenue est trop élevée. On peut, dans la plupart des

cas, en obtenir une plus approchée en formant un second groupe avec les termes
i
de la série (22) dont le rang est compris entre $(R) et 2% 4(R), lesquels sont
1

. I . ... =

tous plus petits que ST Puis un troisiéme groupe allant du rang 2* ¢(R) au
1

'

3R
certain nombre de ces groupes, on calcule le reste de la série comme il a été ex-

rang 3% 4 (R), les termes étant alors plus petits que Aprés séparation d'un

pliqué. On trouve ainsi pour la série (22) [en laissant de colé le facteur d‘—([:—{-)]
]

I+ 2% all L 7
bes limites ——— ¢, L4204 = .
> 2 2 6 3 Sy soee
Pour a— s To canfficions 4o YR o0 .
our 2 =2, le coefficient de * i serait (au terme z prés)
1 Va2 V3 _
ST 6 T2 =1,88...

au lieu de 2. i

Journ. de Math. (4 sézie), tome 1X, — Fase. II, 18g3. 25
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21. Nous allons maintenant nous occuper de la (uestion inverse ct
chercher comment on peut obtenir la loi de distribution des racines
quand on connait la loi des cocfficients.

Cette recherche repose sur les formules que j’ai données dans un
précédent travail ('), et qui permettent de calculer les zéros succes-
sifs d'unc fonclion a I'aide des cocfficients de son développement. Je
vais tout d’abord résumer succinctement la marche suivie pour arriver
a ces formules, en renvoyant pour les détails au Mémoire dont je viens
de parler.

On commence par introduire une définition, celle de la limite supé-
rieure d’une suite telle que

(25) Uyy gy veoey Upyy -0y

pour iiv infini (les  étant des nombres réels).

(Zest la plus petite quantité qui ne soit pas dépassée, ou du moins
soit infiniment peu dépassée par les Lermes de Ja suite (25) & indices
infiniment grands; ou encore, cette limite supéricure £ est le plus grand
nombre jouissant de cette propriété que dans la suite (25) on puissc
Irouver une scric indéfinie de termes Llendant vers /.

Dans un grand nombre de cas, [ est la scule quantité satisfaisant i
cette derniére condition. Alors [ est, pour la suite (23), une limite,
au sens ordinaire du mot. Nous exprimerons souvent ce fait en disant
cquc les termes de la suite (25) tendent réguliérement vers (.

La notion de limite supérieure fournit d’abord une expression du
rayon de convergence d’une série entiére quelconcue

(2) F(x)=a,+a,c+...4+apz"™+....

1l suffit, en effet, de former la suite

|“||7 It/‘—‘;L ceey lma—mla

(") Essai sur Uétude des fonctions données par leur développement de
Taylor, st et 2¢ Parties (ce Journal, 4¢ série, t. VIII; 1892).
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Soit { la limite supérieure (supposée finie) de cetie suite. Le rayon
’ . 1
cherché est donné par la formule ; = -

22. Proposons-nous maintenant d’exprimer que les points singu-
liers situés sur le cercle de rayon ; sont des péles an nombre de P
( chaque péle étant compté avec son degré de multiplicité).

S'il en est ainsi, on pourra débarrasser la fonction de ces péles en
la multipliant par un polynéme de degré P

@ =14+A"r 4...+ A%z’
et la nouvelle série ainsi obtenue
F,=%b, =™

sera convergente dans un cercle de rayon ¢ > ¢, de sorte qu’on pourra

éerire

ey . 0(1+2)|"

( 2‘)) bm+r =lpp + A('Iam-l»l'-l +...+ A"’am = [_}';—l‘l ’

oit § est de module inférieur 4 1 et  un infiniment petit.
Réciproquement, s’il existe des nombres Al A, ..., A" jouissant

de la propriélé précédente, la fonction donnée ne pourra posséder sur

le cerele primitif d’autres points singuliers que des poles, dont les af-

fixes scront racines de P'équation

(27) 1+AY% 4. .+ A% =o.

Elle admettra bien tous ces poles s'il est impossible de trouver un

polynome de degré¢ moindre que P et remplissant les mémes condi-
lions.

23. Considérons alors le déterminant symétrique d’ordre p +1

Adn  Qnyy --- Gy

; a, a PP /1
( 28 ) Dm,p — Wek-§ 'm+2 'm+p+ 4
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p étant un entier quelconque. Nous désignerons par [, la limite supé-
ricure de 'y|D,, ,| pour un infini (p restant fixc).
Tout d'abord, quels que soient les points singuliers de notre fone-

. : . I I B
lion sur son cercle de convergence, [, ne peutdépasser(~) , dapri<
Z.

ce qui a été supposé sur I'ordre de grandeur de «,,.

Mais, si le polynome @, existe, nous trouverons pour /, une valeur
nécessairement moindre quela limite précédente. Car on pourra, dans
la derniére colonne du déterminant (28), remplacer les « par les b de

R . g- . pe e o f 12\~ -
méme indice, lesquels sont inférieurs a —;,——) - Il viendra donc
. 7

lr r?:'

A
-

24. Inversement, suppos;)ns que 'inégalité
. ]
( 26)) { P < ;i’ Zi

soit verifice pour p = P. mais non pour aucune valeur moindre de p.
. P
3

En particulier, la quantité {1, | a pour limite supéricure ¥

On démontre tout dabord qu'elle tend régulicrement vers cette
limite; puis on détermine les coefficicnts A, ..., A% par les équa-
tions

a

P

: . L J]
am—&-"i-l -+ A’; am” L —'\:.. (l,,,,,, = 0.

« - »
+_’\’;am+'__| ‘T--;TAL["" =o0,

B « 8 2 _
a,,,_i_,;p_, -+ -“m d,,“,,__,-r-. ..+ ;\m'a,,,_‘_,__l = 0.

Si I'on fait augmenter m indéfiniment, on constateque A, AZ ...
A™ tendent respectivement versdes limites A0, A%, ... A" lesquelles
vérifient les équations (26) en prenant pour ;" la valeur fournie par

ST J
Péquation {, = -, ,-
e

La fonction, considérée sur le cercle de rayon ¢, admet donc au plus
P péles, les racines de Péquation (27). Elle les admet d'ailleurs tous.
sans quoi Pinégalité (29) serait vérifiée pour p < P.
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Soient z = &, £ = Lu, .. y &=, ... lcs différents poles de notre
fonction, rangés par ordre de module croissant (les poles de module
égal étant rangés dans un ordre arbitraire); gy, £2y - -y £py - - Jeurs
modules. Les P premiers de ces modules seront tous égaux a g, de
sorte que I’on aura, pour toutes les valeurs de p inférieurs & P, I'équa-
tion

(30) L —

- - '
71f2---?p -

25. Considérons maintenantles valeurs de p supéricures 4 P. Pour
1 d leurs, I, sera au plus égal & > et cel:
une queiconque de ces vakeurs, [, sera au pilus cgal a ?:—"T’—_P;l, ¢l Ccla

quels que soicnt les points singuliers situés sur le cerele de rayon z,
ainsi qu’on le voit en transformant 4 laide des équations (26) les
p — P + 1 derniéres colonnes du déterminant (28).

Mais si ces points singuliers sont des péles au nombre de P, une
nouvelle réduction s¢ produira pour p =P + P’; car il existera un
polynome de degré¢ P + 1, ’

Cpop =1+ Bl 4. 4 B
tel que Ja série Fy = @'F = X¢,,«™ ait un rayon de convergence ¢ su-
périeur a ¢'. Comme dans le déterminant D, ;. on peut remplacer les
¢léments de la dernicre celonne par les ¢ de méme indice, on voit quc

’ 4 . [

lp.m NC peul étre supérieur i ———-
e e

Inversement, considérant la suite des valeurs de p a partir de

p =P, on en rencontrera d’abord un certain nombre (qui peuvent

dailleurs se réduire 4 une seule, p = P) pouc lesquelles /, est égal

N 1]

D R
g e

g

Si aprés cette séric de valeurs en survient une, p = P + P, pour

s ¢ ) | | 7 . .
laquelle /, soit égal a S oll p” est supérieur & g, celte circon-
stance dénotera, comme on le démontre & 'aide de raisonncmenls

analogues aux précédents, la présence de P poles sur le cercle de
rayon p’.



198 3. HADAMARD.

Les modaules ¢,_,, -.., ¢.» sont donc tous égaux a o', et, par suite,
on aura pour les valeurs de p comprises entre P et P + P’ inclusive-
ment

I 1

Ppre..pp  FEPY

cest-a-dire léquation (30), d'aprés ce que nous sivons sur les nom-
bres by, ..., L,,.

Ayant ainsi étudié les valeurs de l jusqu'a p =P + P, on consi-
dérera les valeurs suivanles, et ainsi de suitle indéfiniment.

On constate tout d’abord par ce procédé que le rapport 5= It e va
p

jamais en diminuant. La condition nécessaire et suffisanie pour que
notre fonction soit méromorphe dans tout le plan est que ce rapport
augmente indéfiniment. §7il en est ainsi, les raisonnements préce-

dents, appliqués aux valeurs de p pour lesquelles le rapport IL['—‘ pre-
»
sente une croissance, permettent de calculer les affixes des différents
poles. Mais nous n’avons besoin, pour ce qui va suivre, que des mo-
dules de ces poles.
A ce point de vue nos conclusions peuvent se résumer dans I'énoncé
suivant :

L'équation (30) est générale.

26. Ayant appris i calculer les poles d'une fonction F(.r) donnée
par un développement taylorien quelconque, nous sommes 4 méme de
résoudre le méme probléme pour les zéros d'unc tcllc fonetion, car

ces zéros ne sont autres que les poles de la fonction —- (

Le caleul des coefficients d’une fonetion 4 Vaide des cocflicicnls de
son inverse n'offre aucune difficulté.
Soit, comme précédemment, la fonetion

(2) Fe)=a,+ ¢\ +...+ apz™+...,

dans laquelle seulement «, est supposé différent de zéro. On multipliera
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cette série par la série
[f(x)=Cy+Cz+...4+Cpz"+...,

et, en égalant a zéro les coefficients de la série produit, & partir du
second, on déterminera C,, C,, ..., ctc. Des valeurs ainsi trouvées
on déduit aisément U'expression du déterminant D,, , formé, comme
nous P'avons expliqué, 4 1'aide des coefficients de la série f(«). On
trouve ainsi pour ce déterminant la valeur

pip+1)

(e P By
\ J 1
as’l‘l"ﬁli"l'
ou l'on a posé
' Gpiy ay a o . ... 0
Qpy  Gpyey G € O ... ©
(31) IL,,,’,,——:
T 2
Cngn R

el Péquation (30) devient, en y changeant p en p +1,

(32) — = =limsup ‘m/l Ey,,_|
P1Pa -+« Fp+i 4 e ] Iagu-z/u-l

21y P23+ vy Ppy -+ - désignant cette fois les modules des zéroswde F(zx).
Telle est la formule dont nous avions hesoin de rappeler la démon-
stration et qui va nous servir de point de départ.

.

27. Supposons que F () soit une fonction entiére et que le coeffi-

= I;ol lim sup. "{/m,,,,},[,

m=uo

cient a,, soit moindre quc > oltg(m) est une fonction

I . 1
o - (m) g (m)n
positive indéfiniment croissante de 7. Nous admettrons en outre que

. +
le rapport -/—L/"(l———-—m)‘)

gitime, d’aprés ce qui a été expliqué aux n°® 3-5.
Nous aurons un maximum du déterminant E,, ,, défini par la for-

est constamment croissant, hypothése toujourslé-
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mule (31), en y considérant tous les termes comme positifs el rempla-

cant chaque coefficient a,, par la valeur corrcspondante de _/(——;7‘-},

autrement dit en imaginant que dans le déterminant

E ! ! ! 0 o - (4]
wp+1) 7(p) 7.(0)
1 | - 1 1

SpEn  gp=n T am e O ©

ese 0005 2 ecesseess v et P . o s

.y ] 1]
(33) A= T e TR TR N T
1 3
ym+py 701
| 1
e I e e, e

on convicnne de prendre tous les termes avec le signe +-.
Dans le déterminant (33), 'élément ;4 correspondant 4 la colonne
de rang i et 4 Ja ligne de rang k est égal & zéro si i —k>p+1cla

et .. dams le cas conlraire. Le nombre des termes est
yp+i4k—i)

(p+2)~'(p+1)

Je dis que le plus grand terme est celui qui correspond 4 la diago-
nale principale.

Effectivement tout autre terme que celui-la présente au moins une
inversion, suivant la locution usitée dans la théorie élémentaire des
déterminants. 1l contient donc en facteurs deux éléments a; . ;4 tels
que i<y kK. Sia ceproduit on substitue le produil @;,.a; ,
on obtient un autre terme du déterminant, ct ce nouveau Lerme est
plus grand que le précédent. Ceci résulte de ce que le rapport
dpe . fpHI1+ k=)

ae  p(pF1+k—i—y)
théses faites sur la fonction 7. Il en est de méme des rapports

est croissant avec k&, dapres les hypo-
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ai . a . « o Qi ke .. 3
Zienk, .., 20k et par suite de leur produit ~“£. On a donc bien
al"bl." al"—l,k ai,‘.

a4 Ak

a i Ak

Le plus grand terme est donc celui qui ne renferme pas d'inversion,
c’est-a-dire le Llerme principal.
1l en résulte

. ) m- 1 my-p-1
’L,,,,,,lf([) + I)! (1) + 2) ! [Z(/J—i—l)]

< p+2 .
P=Hap|.y(p+1)

Mais le produit g, p, ... p,,, est égal & 7'; Le plus grand facteur de ce

T
IR
i un facteur prés qui tend vers 'unité pour p infini, au moins égal
ag(p+1).

Le raisonnement précédent ne s’appliquerait plus si la fonction
s‘annulait & Porigine. Mais on raménerail ce cas au cas général en
divisant par une puissance convenable de x ct en raisonnant sur la
fonction ainsi débarrassée de ses racines nulles. '

Nous avons également supposé¢ que l'inégalité

: ) 4 . . ’ ) i 3 .
produit, d savoirle dernier, est donc au moins égal & \/ » C'esl-a-dire,

(5/') [alnl<;(—1;‘-)'

élait vérifiée, quel que soit . Mais il suffit manifestement qu’elle ait
licu pour les grandes valeurs de l'indice; car on raménerait les pre-
miers coefficients 4 vérifier la méme inégalité en divisant toute la série
par un certain nombre conslant, ce qui ne changerait pas les racines.
t r(m +41)

7.(m)
w'étre vérifiée que pour les grandes valeurs de m; car on pourra rem-

RRE : . : 2 [ .
placer, sil ya lieu, les valeurs de y (m) jusqu’a un certain rang par
d’autres qui satisfassent & cette condition.

Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. 11, 18¢3. 26

La condition que le rappor soit croissant peut également
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Nous arrivons donc & cette conclusion :

r . [y o . ’ . . L}

T'utorime. — St le coefficient a, décrolt plus vile que Sy
la p*™ racine a un module supérieur ¢ (1 — e)9(p), ou ¢ est infini-
ment petit pour p infini.

‘n un mot, les modules des racines vont ¢n croissant plus vite que

Par exemple, les racines de la fonction
F(x)=2Xq"z",

considérée au n® 6, croissent au moins aussi vite que ¢”. Il en est de
méme pour les racines de I'équation F(x) = & (), ol & cst une fonc-
tion rationnelle quelconque.

28. Venons mainienant & notre objel principal el proposons-nous
d’¢tudier le genre d'une fonction donnée par son développement en
série entiére.

Pour cela, nous appliquerons le résultat que nous venons d’obtenir
aux fonctions, ¢tudiées au n® 7, pour lesquelles on a

y(m)=(m!)*,

el, par suite, -
o(m) = mt.

Comme précédemment, nous introduirons, au licu du nombre ¢, son
inverse, que nous désignerons par la lettre A.
Nous savons donc que le module p, de la pi™»¢ racine croit, lorsque
1
p augmente indéfiniment, plus vite que p*. Si A n’cst pas enlicr, el
~ . ’ . ) g ) ) e - 1
(que E + 1 soit I'entier immédiatement supérieur, la série 2 e Csl
]

convergente. Nous en conclurons plus loin que la fonction est du
genre I,
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Lorsque A est un enticr, il y a doute. C'est a cette hypothése que
se rattache 'exemple dont parle M. Poincaré dans son Mémoire (*) et
relatif 4 la fonction

]._[ (I - n’L’n)'
n=32
Il faudrait, dans les cas de cette espéce, étudier directement la con-
vergence de la série Z Py
Quoi qu’il en soit, nous supposons que, le coefficient a, étant

. 1 , . . . . xe
moindre que ——, nous désignerons par E + 1 I'entier immédiate-
(m!y

ment supérieur (et non ¢gal) 4 A, de sorte que la série 2 2 soit cer-

tainement convergente. Nous pourrons former, d’aprés la méthode
de M. Weierstrass, la fonction

(35) #(z)=T[ (1 - Z)e=,

(') M. Poincaré démontre, non seulement que a,, est plus petit que g

(m!)s-

-

mais que le produit a,,(m!)* tend vers zéro. On peut méme déduire de sa dé-
1

monstration que Ja racine mi@ne de ce produit tend vess zéro; car a, (m!)" se

présente comme mi¢ne coefficient d’une série entiére,
1

Inversement, si la série mime de a,, (m !)* tend vers zéro, nous savons que ¢,
i

est égal au produit de /;" par une quanlité qui augmente indéfiniment. La série

1 . . .
2 = est donc telle que ses termes soient avec ceux de la série harmonique

Po
dans un rapport infiniment petit pour p infini. Mais une telle série n’est pas né-

cessairement convergente, et le contraire se produit précisément dansl'exemple
donné par M. Poincaré.
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Olt Tyy Xy, «.., L, ... sontles racines successives et Qg(3) est le po-
lynéme

o2 P

+-;+...+ 1ok

-1

obtenu en prenant dans le développement de — L(1 — =) les E pre-
miers termes.

La fonction donnée F () sera égale au produit de ®(.c) par un fac-
teur de la forme ¢, Puisque nous avons déji démontré que les po-
lynémes de la formule (1) sont de degré E, tout se réduit i établir
que G(x) est un polynome de degré au plus égal 4 L.

29. Or je vais faire voir qu'on peut décrire, avec Uorigine
comme cenlre, des cercles aussi grands quwon le veut sur lesquels la
. L, e . n
Jonction ®(x) reste constamment supérieure ¢ e='*"".

Les rayons de ces cercles seront déterminés ainsi qu’il suit :
1

Les modules ¢ ,, d’aprés nos hypothéses, croissent plus vile que p?“.
Admetlons en oulre que la quantité o7 — paugmente indéfiniment, ce
quipeut évidemment se faire en donnant, s'il y a lieu, un petitaccrois-
sement i 2.

Puisque g} — paugmente indéfiniment, il existera une infinité d'en-
tiers p pour chacun desquels cette quantité prendra une valeur plus
petile que toutes les valeurs suivantes. Soit p, un tel entier, de sorte
(qu’on ail pour o >0

' S 7
(30) Yotk T P,:, > h.
Nous déterminerons R par la relation :

37) R— =1,

Po

O

de sorte que l'inégalité (36) pourra s’écrire

(38) ppu+h > (h —'-3 + R‘)‘)i'
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Pour chaque valeur de 'entier p,, nous aurons ainsi une valeur
de R; nous obtenons donc bien une suite de cercles dont les rayons
vont cn augmentant indéfiniment. Je dis que ces cercles satisfont & la
condition indiquée.

30. Pour plus de clarté, je considérerai d’abord le cas ol A est plus
petit que 1 (’égalité étant excluc), de facon qu'on a E = o. Les fac-
teurs exponentiels disparaissant, la formule (35) se réduit &

(35) o) =[] (1 - Z),

et, lorsque le point «x décrira le cercle de rayon R, le module de @ (.c)
restera supérieur 4 la quantité

Pe

& (-9 IL(-7)

Nous évaluerons celte expression en partageant les facteurs qui la

composent en Lrois groupes. Le premier II, comprendra tout ce qui
figure sous le premier signe II,

(40) l_[’=,,li.[1 (P—P;——x).

Le nombre p, de ces facteurs est, nous le savons, moindre que
R> — %. Le plus petit est le dernier, égal &

R 1

—_l = —

(1’{).__,;,)7. ( [ );.
J——
. 2 R*

par conséquent supérieur i ;l’{‘l » puisque A est plus petit que 1.

Si nous envisageons les autres facteurs du produit (39), la formule
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(38) nous montre que I'on a

l:’ll) [——>1—

NN
+
-
A
A
el
\/v‘

Nous composerons le produit II, avee tous les facteurs pour lesquels

i — § est plus petit que R*. Le nombre de ces facteurs est moindre

. . . , . I
ue R*+ L. Le plus petit est le premier, au moins égali 1 — R
q z plus p p s 8

1 ’
. (R + 4P
par conséquent supérieur i ;—Aﬁ, (k restant fini pour R infini).
Les factcurs restants, qui forment le produit I, peuvent se mettre

. | .
sous la forme 1 — u, olt 4 = —————~ est plus petit que §.

(,+ ’L:’z‘)"
R

Or, sous celtc condition, on voit aisément que 1 — « esl supéricur

4 e~ Chacun des facteurs du produit II, est donc plus grand que la
2

+ 2R

( h—}\?

{4 ~—= £

valeur correspondante de e o ), ou, plus simplement, de ¢ #'.
D’aprés ces remarques, on voit que le produit II, est supéricur &

1M .o - .
(W) » ou (comme 2R* croit moins vite que e*, si petit que soit ¢)
supérieur 4 =™,

Une évaluation semblable s’applique au produit I1,.

Quant au produit IT,, il est plus grand que ¢™?, ol & est le reste de

e 1 Al o . . s 1°
la scmeE - arrétée au terme qui a pour rang I'entier i, immédiate-
Ik

ment supéricur 4 R*+ . Or le reste d'une pareille séric est de Uordre

.

1
{1~ =
de &, *ou de R™~, de sorte que II, est aussi moindre que e,
Nous trouvons donc bien, ainsi que nous ’avons annoncé,

I, IL, 11, > o™,
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31. Pour généraliser cette proposition au cas d’un genre quel-
conque, nous remarquerons que, pour z < 1, la quantité (1 — z) %™~
est supéricure a 1 — u®*. Clest ce qui résulte des deux développe-
menls

sL(r —u)+ Qg(u)
( "2) aE+ uE+ umE+n wvEY
TTEFT Exz T 2(Exn) T 3E+) 7
-y uﬁs-!-ﬂ uﬂE-!—ll
(’]3) IJ(l—uF ')=—uz+“'———;—'—T T esce

Les termes de la série (42) sont constamment décroissants en va-
leur absolue. Le premier terme de la série (43) sera donc (en valeur
absolue) supérieur &4 I'ensemble des E + 1 premiers termes de la
série (42); le deuxiéme terme de (43) 4 la somme des E 41 sui-
vants, etc.

. . 1 . -
D’aprés cela, au lieu des facteurs 1 — ——————~ qui composaient
’ ]

h— LY
l+__f{:':_

tout & I'heure les produit 1L, et II,, nous aurons a considérer des fac-

f

teurs de la forme 1 — Iz N

L ___,) >
U+ |

> ’ E+1

Pour les valeurs de & inférieures & R*+ 3, nous remplacerons —,—
par I'unité, et nous trouverons pour le produit II, de ces facteurs la
méme ¢valuation que précédemment.

Quant aux facteurs suivants, nous constaterons comme plus haut

. ’ - [ 1 o . .

que leur produit est supérieur & e, olr o’ est le reste de la série

o

—» arréiée au terme de rang A,.

-

y/}

Ce reste étant comparable 4 ——— le produit II, est encore supé-
—1
h, Ry

. Iy 27
ricurae .

Au produit II, correspondra un produit de facteurs polynomes ct
de facteurs exponentiels. Les premiers sont en nombre au plus égal
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a R*— {. Le plus petit est supérieur 4 — 1, quantité de la

(-
2R*)

koo . . ..
forme > ot k est fini. Leur produit satisfait donc encore aux conclu-

sions précédentes.
Les facteurs exponentiels sont respectivement plus grands que les

»t)m

(ua  u "
+

B IR R R ' ..
Voo EJ ol uw = — est plus grand que 1. Nous dimi-
ir

nuerons encore une telle quantité en supprimant les dénominateurs du
polynéme Q. Le plus grand terme de ce polynome devient alors le
dernier ct nous pourrons remplacer tous les autres par celui-la. Nous
trouvons donc un produit plus grand que I'expression

quantités e

»
sy 1
BV e =TT
(44) e =

1

, - M » o 1 . .
¢p elant de Tordre de p*, la série - est divergente; mais sa somme,
“p

forsquon la limite au terme de rang p,, nangmentc pas plus vite
E
1=z
que p *.
En prenant p, = R* et substituant dans I'expression (43), on arrive
pour cette derniére au méme résultat que pour les précédentes.

32.- Notre proposition auxiliaire est done démontrée. Sur chacun
des cercles de rayon R, I'inégalité

o ,_“',‘_‘
P(x)i>e
esl vérifiée.
(lomme on a, d'autre part, ainsi qu'il a é1é vuaun® 7,

Koy <,

1 vienl
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Dans ces conditions, nous pouvons appliquer & la fonction " les
considérations développées aux n* 12-13, et nous en concluons que
G(x) est un polyndme de degré E au plus, de sorte que notre fone-
tion I est bien du genre E.

33. Ainsi, nous avons établi que, lorsque le coefficient a,, est de

Pordre de — 7 ol \ n’est pas entier, la fonction Ta,x™ est du
(ml):

genre E, en désignant par E +1 Uentier immédiatement supé-
rieur @ . La réciproque du théoréme de M. Poincaré est donc bien
établie pour A non entier.

Si X est un entier E 41, il y a doute. Notre fonction peut étre du
venre E ou du genre E + 1.

A cause de ce cas douteux, lesrecherches précédentes ne permettent
pas encore de résoudre complétement la question posée par M. Poin-

car¢ dans son Mémoire, et de décider si le genre se conserve dans la

différentiation ou dans une combinaison linéaire. Nous pouvons scule-
ment affirmer que la dérivée d’une fonetion de genre E ou la somme
de deux pareilles fonctions est en géneral de genre E et au plus de
genre E 4+ 1.

L cas ol les résultats précédents affectent Ia forme la plus simple
est celui o1, A élant plus petit que 1, le genrc est égal a zéro.

(Zest ce quiarrivera, par exemple, pour T si 'on considére cetie

(quantité¢ comme fonction de z*. Nous complétons ainsi, comme on I:
voit, la démonstration de la formule

On sait en effet que, dans les cours de Calcul intégral (*), on n’arrive
pas a déduire immédiatement cette formule du théoréme de M. Weier-
strass. Une démonstration spéciale est nécessaire pour établir que le
facteur exponentiel disparait.

(*) Voir, par exemple, Picarp, Cours d’Analyse, t. I, p. 15;.
Journ. de Math. (4 série), tome IX. — Fasc, II, 18¢3. 27
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Ici, cette circonstance apparait tout d’abord, ¢n supposant sculc-
ment connu le développement tayloricn de sinz, ou, plus simplement
encore, cn partant de sa relation avec la fonction exponeniielle.

La fonction §(x) du n°6 est également du genre zéro, ainsi que ses
combinaisons linéaires avec d’autres fonctions analogues ou des poly-
némes, cte.

TROISIEME PARTIE.

APPLICATION A LA FONCTION DE RIEMANN.

34%. Dansson Mémoire intitulé : Ueher die Anzahl der Primzahlen
unter einer gegebenen GGrasse (*), Riemann utilise les propriéiés de
la fonction

Z(s):l-i-g;:—,

n=2

dont J'étude est elle-méme ramenée 4 celle d'une fonction entiére £(.x)
donnée par la formule

(45) 2(r)= i — (.’L”"—}— -%)ftll’(_l)l-%cos(g log!) di,
\ s

(/|6) W({)___.ie_nﬁzl.

L’analyse de Riemann repose sur ce fait que (i), considéré comme
fonction de «?, est de genre zéro, fait qui est énoncé dans son Mé-
moire, mais sans démonstration suffisante.

Les recherches précédentes vont nous permettre de déterminer ¢n
toute rigueur le genre de 5(z).

(*) Riexaxs, OEuvres complétes (Rd. Weber et Dedekind), p. 136 et suiv.
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33. Nous aurons tout d’abord & développer §en séric. L'intégrale
qui figure au second membre de la formule (45) est de la forme
(—1)*C,,,x*™, 0t l'on a

(17) C = oy [ W (D)1 (logeymelt

" !
2 m ! '

On aura done, en considérant £ comme fonction de a?,
x
?
o ()= B,
0

oir les coefficients ¢ sont donnés, a I'exception du premier, par la for-
mule

. Css
( i()) a, — (_ ')m ("Z_"l - sz—-2>-
36. Remarquons tout d’abord que la séric W'(£) peul élre rempla-
cée, doun facteur fini (') prés, par son premier terme =™, On peul
3

également faire abstraction du facteur ¢ * qui est plus petit que 1.
D'aillcurs, si ¢ est un nombre positif, mais aussi petit qu’on le vou-
dra, inégalité
(]f)gl)m < e

o
.f.i
(50) logt < e”

est vérifiée 4 partirde la valeur £ = m'**, du mains pour les grandes
valeurs de /m; car on abien, pour m suffisamment grand,

(1 +¢&) logm <L &

(') Ce facteur est méme trés voisin de 1. 1l est inférieur a
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et de plus, en prenant les dérivées des deux membres de Pinégalit¢
(50), on trouve

inégalité dont le premier membre est décroissant tandis que le second
est croissant et qui est vérifice pour £=m'*, si m cst suffisamment
grand. o

Si done, dans la formule (47), nous décomposons I'intégrale «ui

.« qe 1 . - o . 79
maltiplie — en deux, I'unc prise entre les limites 1 et m'*%, I'antre
27m.: .

—(m—g)m""*

entre m'** et + », la seconde sera moindre que ————— c’est-a-dire

T ——

infiniment petite pour 72 infini.
La premiére sera manifestement inférieure &

C“ (l + E)m(log,n)m,

z 3
ot C, est l'intégrale f ™ dL.
1
‘14 z\" (logm)n .
C,, sera donc au plus de Pordre de (—7.»,_) (_~;IT'2_ s ce qui donne

] <

1 +:z\* (logam)m
2 (2m)!

Il faut donc prendre (*)

D’aprés ce qui préceéde, cette formule exprime également la loi de
croissance des racines de I'équation £(z) =o, considéréc comme
¢«uation en z°.

Si I'on considére # comme P'inconnue de I’équation, il faut prendre

(1) La fonction ¢ (m) ainsi définie satisfail manifestement aux conditions in-
diquées au n° 27. ‘
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la racine carrée de Iexpression précédente et 'on trouve

.. kp
(31) Pr > fogp’
on pos:ml

(52) =372

37. 5i nous voulions avoir une limite supéricure des modules des
racines successives, il faudrait commencer par trouver une limite infé-
ricurc du module de «,. Or on aura une limite infériecure de C,, en
prenant Uintégrale entre les limites 2!~ et m'~¥ (ot ¢ et &' <z sont
deux nombres positifs trés petits. On trouve ainsi

3
. JP Y
(1 — )7 (log m)™ e=%m** Fad

2" m!

(':"l >

(m'~% ~ m'-*),

ce qui peut s’éerire

(1 —z)" (logm)™
2" m! ’

Cn >

en réunissant Lous les facteurs de la forme (1 — &)™,

D’ailleurs le rapport C—(‘L tend vers zéro; car dans I'évaluation de
m—2

ce rapport on peut, d’aprés ce que nous avons vu, considérer 'inté-
grale prise seulement jusqu’a la limite £ = m'+¢, et il vient alors

Cn< Cpoy L8,

fm(m—1)

Il en vésulte que |ay,| est, & un facteur constant prés, sapéricur i

. . (I —_ E)””(]Og:lﬂ)"”
Cipnsoud )]

Nous pourrons alors appliquer les raisonnements des n* 19-20 en

I", 2 . Y] | . ’ . »
prenant o(p) == ( l’&%) » ot k' est une conslante indéterminée. On a
=]
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ici z = 2 — ¢, et 'on trouve

2¢ +:)logm|
’aml<[(‘"~pr*] :

En appliquant la réduction indiquée dans la note 1 (p. 21), on obh-
tient une limite un peu moins élevée

Ea |< (1,88 4-=)elogm ]2
m i K'm
er g9 . . 3 4 " 96' ’,"_ .
- g m
Si l'on compare cette valeur 4 celle qui vient d’étre trouvée pour a,,
il vient
K =7,56....

. ., log . .
Felle est la quantité que F—"—;?—B ne saurail dépasser constamment,

lorsque p grandit indéfiniment.
L.es conclusions auxquelles nous arrivons sont done les suivantes :

1 P . e P . e
/. rapport -- L reste /l/u el salimile superieure, pour mj/m,

¢n logp
est comprise entre — el
PILCOMPIISE CRITE 256 ¢4 5
Riemann donne, entre un module g et le nombre p des racines de
module plus petit que ¢, la relation approchée

(53) p = ;{_(logz—: -- 1).

Pour comparer ce résultat 4 ccux que nous venons d’obtenir, il faut
résoudre cette équation par rapport & ¢, ce qui se fait aisément par la
m¢thode des approximations successives. On trouve ainsi comme va-
leur approchée

oo 270
¥ logp

de sorte que le rapport - £ devrait tendre vers . Celte valeur
p logp 2%
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est comprise entre les deux limites précédemment indiquées, de sorte

. LY [ . . 1
(que nous ne sommes pas & méme de décider si le coefficient — de la
formule (53) est exact ou non.

38. Mais, ainsi que nous l'avons dit plus hauat, ce point n’est pas
celui sur lequel repose le raisonnement de Riemann. Clestla détermi-
nation du genre de £(x) qui constitue la question essentielle et les re-
cherches qui précédent en donnent immédiatement la solution.

Nous avons, en effet, constaté que, en considérant towjours % («)
comme fonction de z?, son développement satisfait & la condition (8)
avec 2 = 2 — ¢, ct, par conséquent, A= 3 + .

Dés lors, les conclusions du n® 33 nous permettent d’affirmer la
proposition smivante :

La fonction E(x) (considérée comme fonction de x*) est de
genre séro.

Elle s’exprime par le produit de facteurs primaires et d’une simple
conslante, sans ducun facteur exponentiel. ‘
(Cest le résultat que nous nous proposions d'établir. /7






